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LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
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Resuelve

Piensa y encuentra los limites

1 Utiliza tu sentido comiin para asignar valor a los siguientes limites:

a) lim x% Ilim x3 lim (x3-x2) b) lim x% Ilim x3 Ilim (x3-x2)
x> +00 x> +00 x> +00 x> —00 x——00 x> —00

o) lim x* lim x3; lim (x3-5x%+3)
x—2 x—2

X —

e lim l; lim %; 5
x—— X X——00 x—=-00 2.9

,

lim

oo x—0 X -0 X x—0 x2+1
3 _ 3 2

9 lim X lm X =5 b lim sl X

x—koo 2410 Xore xoy] x=— 4241 Xx=-° 3x+5
a) lim x?%=+oo; lim x3 = +oo; lim (x3-x2)=+00

X — + 00 X —+00 X —+00
b) xlz’m x2 = 4003 xlz’m x3 = —oo; lim (x3—x%)=-
o) lim x*=4; lim x3 = 8; lim (x3-5x%+3)=-9

x—2 x— x—2
d) lim 1 0; lim L - 0; lim =0

X—+00 X — + oo x2 X — + 0o x2+1
e) lim 1. 0; lim L = 0; V% X -0

X — —oo X X — —o0 x2 X — — oo x2+1
f) lim 1 = + o0} lim L = + o0 lim =0

x—0 X x—0 x2 x—0 x2+1

3 3 .2

g lim = + 00} lim xz& s e

X —+ 00 |

3 2

h) lim X o oo im X oo

x=—eo x2 41 x==c 3x45

2 Tanteando con la calculadora, da el valor de estos limites:

a) lim €%
x—0 X

b) xlz_;g (x—3) - ln(x-3)

a) lim "X -1
x—0 X

b) 11'7;13 (x—3)-In(x-3)=0

c) lim

X —+00 J;

y/ 2
0g (x* +3) o
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T ) IDEA GRAFICA DE LOS LIMITES DE FUNCIONES
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1 Describe mediante un limite cada una de las siguientes ramas:

2) b 9 d)
e

- /

—

a) lim f()=-1; lim f(x)=+eo
b) lim f)==eos lim f()=2

O lim f()=+oo; lim f(x)= oo

d) lim_ f(x) noexiste; lim f(x) no existe

2 Asigna lim y lim acada una de las siguientes funciones conocidas (dibuja esquemadtica-
X — —00 X — + 00

mente su grafica):

a) f(x) = x2 b) f(x) = —x2 o) fx) = x3
d) f(x) = -3 e) f(x) = sen x f) flx) =1gx
) i [0 b i, £ ==
i 9= s iy, 9=
Y 1 Y
8
6 —4 -2 2 4 X
&)
4
L4
2
6
/) 2 | 4 X _8
=2
O lim, f69 =~ & lin, f69 =+
WL, 09 = weo WL, 09 = e
off off
4 4
2 2
—4 -2 2 4 X 4 -2 2 4 X
2 =2
—4 —4
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e) xéz’(nw f(x) no existe f) xéz’(nw f(x) no existe
xii;zzm f (%) = no existe x[j’ﬁo f (%) = no existe
Y 6 Y
2
JARN 4

2

/
Z6 4 2 N_IX
42
6 4 -2

I
I I
I I
I L4
[ I
[ [

T

Piensa y comparte en pareja. [El alumnado podrd compartir sus argumentos para trabajar
esta estrategia].

Dibuja, en cada caso, una funcién que cumpla:

a) xéi’_noo f(x) = 4) xél”zzoo f(x) = —00
b) lim f()=3, lim_ f()=3
9 xél’?_nw f(x) =10 xll”zloo f(x) = —o0

d) bim, f@) ==, lim f&)=+e

a) oY b) 4Y
— >
5 X
-6 | —4 -] 2 46
X 2
—6 4 | -D 4 6
=2
—4
=6
c) v d) v
4 4
2
X X
—6 =4 =D 2 46 —6 -4 - 2 4 6
-2 =2
-4 -4
-6 =6
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4 Describe con limites las siguientes ramas:

an S DRV J

N

(VA B

Q) b f()=—cos lim f()=3; lim f(x)=—oo
lim () =woos lim f()=—eos lim f() = roo

b) lim f()=—ooi lim (=15 lim () =—eos lim f(x) = +eo

O, i f() =~ lim f()=voos lim f() =03 lim f() =—oos lim [(x)=3

5 Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

xé’{nm flx) =4 lz'm3_f(x)=—°o lz’1r§+f(x)=—°o

lz'nsz_ fx) =—o0 lz’nsz+ &) = +o0 xé@m f () no existe

|
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2 D SENCILLAS OPERACIONES CON LIMITES
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1 [La respuesta clara a las cuestiones planteadas requiere que el alumnado trabaje la destreza
expresién escrita de esta clave].

Todas estas propiedades que acabamos de presentar son muy sencillas y razonables. Y se pueden
enunciar en los siguientes términos:

1. El limite de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus limites.

Haz otro tanto con las propiedades 2 a 7 y reflexiona sobre las restricciones que se imponen en
algunas de ellas, de modo que las veas razonables (por ejemplo: ;por qué b = 0 en la propiedad

42, ;por qué f(x) > 0 en la propiedad 52, ...).
2. El limite de la diferencia de dos funciones es igual a la diferencia de sus limites.
3. El limite del producto de dos funciones es igual al producto de sus limites.

4. El limite del cociente de dos funciones es igual al cociente de sus limites, siempre que el limite del
denominador no sea 0 (para que no se produzca una division entre 0).

5. El limite de la potencia de dos funciones es igual a la potencia de sus limites, siempre que la base de
la potencia sea positiva (para que tenga sentido la potencia de exponente real).

6. El limite de la raiz de una funcién es igual a la raiz de su limite. En el caso de que la potencia sea de
indice par, ademds, la funcién debe ser no negativa (para que se pueda hallar dicha potencia).

7. El limite del logaritmo de una funcién es igual al logaritmo de su limite (para que tenga sentido el
limite y el resultado, es necesario que tanto la funcién como su limite sean positivos).
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2 Si, cuando x — +oo, fl(x) = +oo, g(x) > 4, h(x) > —co, u(x) — 0, asigna, siempre que puedas,
limite cuando x — +oo a las expresiones siguientes:

Af@-h®  bfE If@+hx  df* o) f®) - hx)
£) u(0*® 8) f(®)/h(x) h) [~ (x)]*@ i) g™ j) #(x)/h(x)

k) f (x)/u (x) ) b () u(x) m) g (x)/u(x) n)x + f(x) f) f(x)?®
0)x+ h(x) p) h»*™ Qx* D) f2x) + h2x)  s) f2x) - h(x)

D) _lim ()= h(x)) = +oo = (—e0) = +00 + 00 = +e0
b) lim f)® = (ro0)" = oo

) . [i’ﬁ”m (f(x) + h(x)) = (+0) + (—o0) — Indeterminacidn.
d) lim ()" = 4eo"™ = 1oo

&) lim (f(x) - h(x)) = (+oo) - (~e0) = —oo

£) lim u@)*® = (0)© — Indeterminacién.

, [ _ (+00)
8.0 T )

— Indeterminacién.

h) lm [-h()]"Y = [+e0]" = = 0

X — 400

i)l g =40



) i ulx) 0

¥~ fx) T —oo
Y i T
AT R
1 /7(.X‘) - _ + oo
Vi e 7t
m) lim g _ 4 =+oo

w6 T 0)

n) lim (x+f(x)) =+00+ (+o0) = 400

f) lim F@P® = (400) =0

0) . é?ﬁo (x+ H(x)) = (+00) + (—o0) — Indeterminacién.

p) x[i/’ﬁo h ()" = (—e0)™ — No existe.

Q) lim 5= (roo) "= = =0

D _lim () + h2R) = (+e0) + (—e0)? = +eo

s) xéﬁ”m (fz(x) —h2(%) = (+0)% = (~o0)? = (+o0) — (+o0) — Indeterminacidn.
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3 ) INDETERMINACIONES
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1 Para x — 4 se dan los siguientes resultados:
Sf®) = oo, g(x) > 4, h(x) > —c0, u(x) >0

¢Cudles de las siguientes funciones son indeterminaciones cuando x — 42 En cada caso, si es in-
determinacion, di de qué tipo y, si no lo es, di cudl es el limite:

a) f(x) + h(x) b) £ (x)/h (x) o fx)™*® d) f(x)"®
e) f(x)*® £) u ()@ g) [g(x)/4]/® h) g (@

a) /% [f(x) + h(x)] = (+o0) + (~e0) — Indetermninacidn.

b) lim [ =t

= — Indeterminacién.
x—4 h(x) —oo

c) x[% f(x)—h(x) = (+00)*) = oo

d) lim f6P¥) = (+o0)=) = 0

) [z'm4 f(x)u(x) =(+ °°)(0) — Indeterminacién

) lim 0 - (O - oo

g(x) ]f(x)
4

= (1)®**) — Indeterminacién

0 o |

h) lz’m4 270 = (4)=) = 4 oo



MNAYABACHILLERATO
Matematicas aplicadas a las
Ciencias Sociales ||

4 ) COMPARACION DE INFINITOS.

APLICACION A LOS LIMITES CUANDO x — +oo
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1

2

Indica cudles de las siguientes expresiones son infinitos (+o0) cuando x — +oo:

a)3x° — Jx +1 b) 0,5* c) -1,5%

d) log, x e) - £) Jx
x°+1

g 4 h) 47~ i) —4*

Son infinitos cuando x — +o las expresiones a), ¢), d), f), g) e i).

No lo son las expresiones b), e) y h).

a) Ordena de menor a mayor los érdenes de los siguientes infinitos:

log, x Jx x2 3x° 1,5 4*
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:
log_zx 3x> Jx

xl_l]?_ioo x2 xé?lw l’sx

lim
X — + 00

X

a) 4% 1,5% 3x°; x% Vx; log>x

o logyx
b) xétnw e =0
5
lim 3% _ oo
X — +00 xz
lim I =0

X — 400 l’sx
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5 ) CALCULO DE LiMITES CUANDO x — +oo
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1

Rastreador de problemas. [La resolucién del ejercicio planteado se puede aprovechar para
trabajar esta estrategia de pensamiento].

Sin operar, di el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:
a) (x2—32x+1) b) (x2 - 2%

o) x?+1-x d) 3* - 2*

e) 5 - 3@ f) Jx - logs x4

a) xé;;nm (x2—32x+1>:+oo b) xé;;nm (x2-2% =—
O lim (2 +1—x) = +oo d) lim (3=29 = +oo
e) xlf’yﬁo (5*— 3x8-2) = +o0 f) x[f’ﬁ”m (‘/;—logsx4)=
2 Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:
)3x+5 4a3 — x b) 2
x+2 x—2 2x%+1 2
935 -2 d) Vo2 +x 41

2 X

e 2x— yxl+x f) yx+1 —yx+2

(3345 4d—x) . (BP+5)(x—2)— (4’ — %) (x+2)
2) (x+2  x=2 >_Xé7-/+n°° (x+2)(x-2) N

X — 400

3x4—6x3+5x—10—4x4—8x3+x2+2x:

= lim
X — +00 x2_4
— im _x4—14x32+x2+7x—10 _
X x“—4
3 3_ 2 3 3
b) lim ( 3; —i>= lim 2x x(22x +1)= lim W: lim i:O
x=re \ Qxtpl 2 xme 2(2x° +1) XTee 4x+2 ¥ 422
o lim (3x+5_x2—2>= lim 3x% +5x — 2x% + 4 — Im x2+5x+4=+w
X — 400 2 x X —+oo0 2x X — 400 2x

) («/x2+x—\/x2+1)<«/x2+x+«/x2+1>
d) xé{ﬁnoo («/x2+x—«/x2+l> é;zzm erm =

- lim X+ x— x—l , x—1 1 1

lim - -1

(2x - «/xz + x)<2x + «/xz + x)
e) lim (2x —x2+ x) = lim =
X eo X 2x + m

2 2 2
= Zl’m w = ll’m M = 400

X oxaxtex TN 2k et 4 x

6 bim (S1-x+2) = lim (J“l—j%)fj%w“z) ]

= lim x+l—x-2 _

lim —=1
Xoreo Ux+l+yx+2 T yx+l+yx+2

9
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1 Hallael Ifm delas siguientes expresiones:

a) 5x% — 6x +2
3xt+x-1
b) V&3 —5x+3
x*=2x
4 4
Q) lim SxT—6x+2 _ o 5x4+6x+2 _5
xomee 31 YT 3t 1 3
c AP —5x+3 J—x° +5x +3
b) lm =" = gy =
T xt—2x e X%+ 2x

No existe, pues el radicando toma valores negativos cuando x — —oo.

2 Halla el . !g’r_nm de las siguientes expresiones:

2) Vx2—5x+3

3x-2
b) 3545 _ 4x°—«x
x+2 x—-2
c) 3*
Vx“—5x+3 Jx? +5x +3 o \/? _ x 1
a) lim = = Im 2—= lim 2-—=-—=
X ——oo 3x—2 X — 400 —3x -2 x—+eo 3y x—+e0 3y

3t~ Sx 4 6x° —10 — 4 + x% + 8x° — 2« B

= lim =
Xee x* -4

— I —x4+14x3+x2—7x—10__

XTee x*—4

O lim, 3= lin 3= lim =0

10
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8 ) CALCULO DE LIMITES CUANDO x — ¢
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1 [El alumnado, por grupos, puede analizar los pasos a realizar para hacer el cilculo correctamente].
Halla los siguientes limites:
a) lim 3t2% b) lim \x*—5x +4
c) lim (3~ sen 2x) d) lim &>+t
Q) fim S12E 7 b) lim x?~Sx+4 =2
9) x/z_% (3—sen2x) =3 d) x[finzl exrd_ g

2 Halla el limite cuando x — 5 de las siguientes funciones:

2%, x<5
b) g(x) =y (x-1)2
2

x*-5x+1, x<5

a) f(x) = {x_4

x>5 , x5

a) 11’7’57, (x*—5x+1)=1

[z’n;)r (e—d)1 — Los limites laterales coinciden y xlzzns flx)=1.

b) 11’7}517(2’“) =32

(12 — Los limites laterales no coinciden y no existe /im f(x).
/z'n; 2 — 8 x—=5
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3 Calcula los limites siguientes:

3 2 3
a) lim * -2x"+2x+5 b) lim —% —5x+1
x=-1  x2_6x-7 x—4 x3 4 2x% — 3x
X =2+ 2x45 (x+1) (x* = 3x +5) . X =3x+5_ 9 -9
Y fim, P_6x—7 T xeDx-7) I i R

3
b) ll'm X —5X+1 _ 4_5_ 15

x—4 x4 0x% —3x 84 28

4 Calcula: Iim <x2—5x+2 - x3+2x+1)
x—0 X%+ 2x B +x

lim (x2—5x+2_x3+2x+1>=ll,m x2—5x+2_x3+2x+1 _

x=0\ x242x X+ x x=0 | x(x+2) x(x* +1)
oy C D =5x42) = (x+2) (< + 2x41) _

x=0 x(x+2) (2 +1)

_ Iim s 2 a2 Xt 2 —x =20 —dx =2 _
x=0 x(x+2) (x> +1)

3.2 2 2
o =X+ x glox — lim x(=7x +x2 10) _ g ZIX +x2—10 _=10 __5
=0 w(x+2)(x*+1) 70 x(x+2)(x*+1) =0 (x+2)(x*+1) 2-1

n
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Q ) REGLA DE L’HOPITAL
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1 Calcula estos limites aplicando la regla de L’Hépital:
a) lim B —x?—b4x-2 b) lim % 2_5x+6
x—-1 x2—4x—5 x—2 x2+3x 10
c lzm x —3x d l X —4x 5
)x—»O x% — 43 — 547 )x—’5 x2-8x+15
xZ sen x
©) x120 3 sen x b :{% In(x+1)
(x3—x2—4x—2)_<g>_ Lo B3r-2x—-4 1
2) x[inﬁ (2 —4x-5) \0 _x[inzl 2x—-4 6
b Jim XL=5x+6 :<g) o 25=5 _ -1
) x12x +3x—10 \0)  x722x+3 7
O lim X —3x (O) lim 3x% — Gx =(O>= 6x -6 _3
0 4 52 \0) 20 43 J12:2 10 \0) T 122212410 5
ﬁ_ g)_ o 2x—4 _6_
b o et ‘(0 =S 23
0\_ dx  _ 0 _
° xll—>0 3smx <0>_xll—-W6 3cosx 3 0
/ senx__ _(O\_ ;. _cosx _ . _
f) x/% ln(x+1)_<0) x[% 0 xlzlnocosx(x+l) 1
x+1
2 Halla estos limites aplicando L’Hépital:
a) lim 1-senx b) lim S5x c) Ilim logx d) lim Cal
x-% cosx x—0 tg 3x x—+400 x—+00 3543
) lim 1 — senx <0) Lim —C0sX _ 0 -0
X COSX 0/ - m —senx —1
2 2
b) 4 (2) -2
) 20 f 0/~ %0 (1+tg23x) 3 3
/ 11
; ogx=<ﬁ>= o ox 10 _ 1 1 _
) Jm, x +00 o, 1 L, x 10

m € _(*) oy € _(Feo)_ g € ([t oy, € too
b Jm o3 '<+oo> L M <+oo> L T50x <+oo> 15077150
, x—In(l+x)
3 Calcula 5% D)
In(1+ ) (1)
, x—n1+x_g_, 1+x o x _(g)_, 1 1
xl% xln(x+1) _<0>_hm _x[—>0 (x+D)(x+1)+x \0 = Jim -

x=0 e+ 1)+ —2— x=0 x+% +ihn(x+1)+1
X+

X+
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4 Calcula estos limites aplicando la regla de L’Hépital:

a) lim e*+x-1 b) lim sen x(1 + cos x)
x=0 x2 x—0 X cos x
_ 2
o lim€=¢" d) lim VX" -9-4
x—0 senx x—5 x-=5
o Erx=l_(0) g el (0} e L
a) fim, 2 '(0) Jim = (0) i =5

2

. senx(1+cos x . cos x(1+ cos x) + sen x(—sen x;
b) lim #: O) = tim 1+ )+ ( )=
x—=0 X COS X 0 x—0 cos x + x(—sen x)

o) lim Lokl i <Q) _lm £ )

x—=0 senx

0

2 2
& lim Yx —9—4=(o>=h,m 2x"-9 _ 10 _5
-5 x5 1 2/25-9 4

x—5

5 Halla el siguiente limite. Para ello, exprésalo como un cociente y aplica la regla de L’Hépital.
lim (1-2")x

X — +oo
1/x A lx 2y
lim (1-2"yx= Jom 122 =<0>= fiy 2 U 2
X — +00 X — +00 1/x 0 X — 400 (_l/xz)

= lim 2V . n2=—n2=In 1
X — +0o 2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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1. Operaciones con limites

Hazlo tu

¢ Siendo f; g, b, u y v las funciones anteriores, calcula el limite de estas funciones cuando x — +oco:
a) v ()" ® b) u (x)s® c) gx) - u(x)
a) xlj’;& v(x)*® = (0,4)+=) = 0 b) xéicnw 1 (x)8W = (+00)=) = 0

o lm [g(x) - u(x)] = (—c0) - (+00) = —oo

3. Comparacion de infinitos

Hazlo tu

* Asigna limite para x — + oo para cada una de estas expresiones:

x Jad —
a) lim —2% b) lim -1

im 1
¥ 10475 ¥ 1047 -5
a) lim % = +oo porque cualquier funciéon exponencial de base mayor que 1 es un infinito de
— +00 x —

orden superior a cualquier potencia.

b) U Vxo -1

lim = +o0 porque el numerador tiene mayor grado que el denominador.
x=te 10x2 -5

Pagina 141

4. Limite en un punto

Hazlo tu
¢ Calcula:

2 l,m( 2 x+l
x=2\x-2 x2_2x

x*—3x .
) b) lz’n{)f(x) siendo: f(x) =1 x2—x st x<0

2x+3  si x20

a) lim < 2 x+1 ) = (+o0) — (+00) — Indeterminacién.
x=2 \x-2 x2 —2x

Efectuamos la resta:

Hm( 2 x+l )_ <x~2 x(x 2)
x=2\x-2 x(x-2) i x(x 2)

x_.z x(x 2)

=+ 00

b) Como la funcién estd definida mediante diferentes expresiones a la izquierda y a la derecha de x = 0,
calculamos los limites laterales:

) x> —3x _ (0) . x(x—3) x—3
lsz(x) lzm 2.0 xl_,o-x(x—l) x[—>0 x—1 =3

/z’n(f)z+ fx) = lz’ng+ 2x+3)=3

Como los limites laterales coinciden, el limite existe y vale 3.

14
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5. Limites con radicales

Hazlo tu
e Calcula:
a) lim _x=1 b) xéinm W3x2-2-x)

*=1 2 Jx+3
x—1 _ (0) P (x=1)Q2+yx+3) I c=DQ@+4x+3) _

a) lim —X—=

12 xe3 O Q- Vx13)@2rdrd) w1 A-(x+3)

iy SN 0 )4

x—1 1-x

(«/3x2—2—x)(\/3x2—2+x) - Im 3x%—2—x* _

V3x? =2+ x YT Bxt 24 x

2
= lim 2’;—_2 = +oo ya que el denominador equivale a un polinomio de grado 1y, por tanto,
— +00
V3x" -2+ x el numerador tiene mayor grado que el denominador.

b) i (352 =2-x) = (roo) = (veu) = lims
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6. Calculo de limites

Hazlo tu

¢ Calcula los limites siguientes:

4 22x—1 2 1 x -x
a) lim (x;) b) lim (logx)'~3* o lim *= d) lim £ *+€¢
X — + 00 3x X — + 00 X — —00 |x_1| X — 4 00 ex_e—x
2x -1 (+00)
. 4x -2 _(4 oo
a)xé%’< 3x ) _<3> *

b) i, (log»)! == (+e0) = =0

x?—1 _ (+e)

c) lim = — Indeterminacién.
L L P T o
2 2
lim X =1 / =1 (cuando x — —c0, x—1 < 0).

x=te [y 1] xmme x4l

x +o0o . .,
_ (+e) Indeterminacidn.

d) lim et

X—d4o0 X X (+<>0)
—X
L+ Lo
X —-X
lim £*¢ - Jim € - lim e _ 140 4
X — 00 ex_e—x X — +00 e_x X — +00 1 1_0
- gx €2x
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7. Discontinuidades

Hazlo tu
* Determina los puntos de discontinuidad de f(x) y clasifica sus discontinuidades.
2
(o) = X —%x— 6
! x?+4x-21

Hallamos las raices del denominador: x% + 4x—21=0 — x=3, x=—7. En estos puntos la funcién
no estd definida. Estudiamos los limites en dichos puntos:

xZ—X—G _(O) _ /z'm (X—3)(X+2) _ /z'm X+2_ 5 1

x[l—>m3 24 dx — 21 _W Cx=3 (x=3)(x+7) x—-3x+7 10 2

Iim 9262—4796—6:”0
2 x—=-7" x"+4x-21
lim 7)26 —x=0
x—>77x +4X—21 /, XZ—X—G oo

x—7" x4 dx =21

En x=3 tiene una discontinuidad evitable porque el limite es finito en ese punto.

En x=-7 tiene una discontinuidad de salto infinito y, por tanto, una asintota vertical.

Pagina 143

8. Continuidad

Hazlo tu

* a) Halla ¢ para que esta funcién sea continua en x = c:

2x+3 si x<c

(x-1)2-3 six>c

f(x)={

x*— 4
X3 +5x

+ 1, sea continua en x = 0.

b) Asigna un valor a £(0) para que f(x) =

a) Calculamos los limites laterales en x = ¢ e imponemos que coincidan:

2e+3=(c=12%-3 > 2c+3=%-2c-2 > *—4c-5=0 > ¢=-1,c=5

, R 7 x(x —4) _ g [ x—=4 =4 q_1
b) x[l_??%f(x)—xllﬂ%<37+l = ){% m+l = xl% P +1 —?+1—§

—9\ x7 +5x x“+5

16
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9. Funcidén continua definida en intervalos

Hazlo tu

* Calcula 2 y & para que la siguiente funcién sea continua:
1 .
S ta sixs-1
x

f) = 3x2+4 si

-1<x<1
—x2+b six>1

La funcién es continua, cualesquiera que sean « y b, siempre que x=—1 y x= 1, ya que estd definida
mediante funciones continuas en los intervalos de definicién. Estudiamos los limitesen x=-1 yen x=1:

lim (%+a>=l+a
x—-1"\ x

Para que sea continua en x=-1, debeser 1 +2=7 = a=6.

lim (Bx*+4)=7

x—-17

lz’nlz_ (Bx?+4)=7

Para que sea continuaen x =1, debeser 7=-1+6 — b=8.

11’7711+ (x?+b)=—1+b

Si a=6y b=38, lafuncién es continuaen x=-1 yen x=1, porque lz'm1 fx)=fC1)=7y
lim ) = (1) = 7. s
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10. Funcién continua

Hazlo tu

* Calcula el valor de 2 y de b para que la siguiente funcién sea continua en x = 3:

2

f(x) - ";__3” si x<3
bx—-6 six=3
La funcién serd continuaen x=3 si lz’nfé f(x) = f(3). Comprobemos esto.
f(3)=36-6
Para calcular /z'n%5 f(x), hallamos los limites laterales en x = 3:

. . 1 xz—g_(9—ﬂ)
Jm S0 = ==

Para que este limite sea finito, el numerador debe tender a 0, y, por tanto, #=9. En tal caso:

2
lim f(x) = lim =9 lim_ (+3)x-3) = lim (x+3)=06
x—3 x—3 x-3 x—3 x—-3 x—3
. /z'naz+ fx) = lz’n;ﬁ(bx— 6)=3b-6

Para que exista limite debe ser 6 =36-6 — b =4.

Si 2=9 y b=4, lafuncién es continuaen x=3 yaque 11’7}13 fx)=f(3)=6.
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11. Continuidad en un punto

Hazlo tu

¢ Estudia la continuidad de la funcién f(x) y clasifica sus discontinuidades.
2. X
f®) = x +W si x#0

1 si x=0

Para x<0, f(x)= x2+ % =x2_1 esuna funcién continua.
—x

Para x>0, f(x) =x?+ % =x2+ 1 es una funcién continua.
x

Estudiamos la continuidad en x = 0:

lim (x* —1)=-1
x—0"

o, — No existe el limite porque los limites laterales son distintos.
lzm+ x*+1)=1
x—0

FO)=1

La funcién presenta en x =0 una discontinuidad inevitable de salto finito.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS

v

Pagina 145

1. Limite de una diferencia de radicales

* Calcular el valor de 4 para que el siguiente limite sea finito y hallar su valor:
xLi;zzoo (2x — Yax? + 3x)

Para que el limite se pueda calcular debe existir la raiz y para ello, el radicando debe ser positivo cuando
x es muy grande. Por tanto, 4 > 0.

2 2
lim (2x —Vax® +3x) = (+00) — (+00) = lim (2x — yax” + 3x) (2x + Jax” + 3x) =
e e 2x+m
= I 4x® — (ax? + 3%) - im (4-a)x* - 3x

TR o evaxt +3x T 2w+ yax® + 3x

Para que el limite exista, los grados del numerador y del denominador deben ser iguales. Como el deno-
minador tiene grado 1, el numerador también debe tener grado 1y, por tanto, debe ser « = 4.

—3x 3

Ental caso, Iim ———2~ -~

XTmre 2x+«/4x2+3x 4"

2. Funcién continua

* Estudiar la continuidad de esta funcién segtin los valores de a:

2x+a si x<1
X)) =
/& {xz—ax+5 si x>1

La funcién es continua cuando x = 1 porque las funciones que intervienen son continuas al ser funcio-
nes polinémicas.
Veamos la continuidad en x = 1:

lim (2x+a)=-2+a lim (x2—ax+5)=6-a

x—1 x—1%

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales. Por tanto:
2+a=6-a > a=4

Para el valor obtenido de # la funcién es continua porque xlz_’ml [ =f(1).

Si a = 4, entonces la funcidn tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en x =1 al existir los
limites laterales en dicho punto y ser distintos.

19
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3. Continuidad en un punto

* Dada la siguiente funcién:

e("z‘z)/x si x<0
J&@) =1k si x=0
1-Inx si x>0

a) ;Existe algin valor de % para el cual f(x) sea continua?

b) Hallar el limite cuando x — + 0 y cuando x — — o de la funcién.

a) Veamos la continuidad en x = 0:

-2

lim ¢ x =et =400 Iim (1-Inx) =+
x—0" x—0"

No existe ningin valor de 4 ya que los limites laterales en el punto x =0 no existen.

b) xéljﬁo fx) = xé@w Q1=-lnx)==o0
)
im e * == =0

X — —oo

4. Tipos de discontinuidades

¢ a) Determinar el valor de %2 para que la funcién f(x) sea continua en x = 3.

|3 — |

X

f) = 2- si x#3

k si x=3
b) ;Tiene f(x) alguna discontinuidad? En caso afirmativo, clasificala.
a) La funcidn, definida por intervalos, es:

2 3—.96'

si x<3
fl) =1k ¥ si x=3
2-%=3 35y
x
Para que la funcién sea continua en x =3, se debe cumplir que x/z_)m3 f) =£03):
FB)=k ‘

lim (2— 3_x):2

X

, _Jx—=3" I B
fm =1 [o-x=3) e
lim |2 - =2
x—3" X

b) La funcién no estd definida cuando x =0 ya que se anula el denominador de la fraccién. Estudiamos
el tipo de discontinuidad en este punto:

lz’n(f)l (2— 3_x)=+o<>

x—0" X

lz’n%f(x) = Zz’n% (2—ﬂ> =

T T x lim (2—3_—x>=—oo
x—0* X

En x=0 tiene una discontinuidad de salto infinito.

20
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
v
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Para practicar

Calculo de limites

1 Observa las grificas y di, en cada caso, cudl es el limite cuando x — 07, x = 0%, x = +o0 y
x — —oo,

o

a) lzm fx) = lzm fx) =
xéz’r_nwf(x)=2 é;ﬁo f(x) = +o0
b) /z’ngi flx)=-2 lz’ng+ flx)=2

xé’{nm f(x) = +o0 xé{;zzm fx)=0

2 Saco de dudas. [El uso de la grifica para calcular los limites puede servir para trabajar esta técnica].
Observando la grifica de f(x), di el valor de los siguientes limites:

2 lim [ b) lim_f) o lim f(x)
d) lim f@) o lim £ ) ggg f(x)
9 lim f() b) lim f) D _lim )
a) +oo b) 4 o1

d) No existe e)3 £)0

g) +oo h) 7 i) 3*

21



3 Halla los siguientes limites:

a)

b) lt'm —2x4 - 3x2
X oo x*+1

2

c) lim 3x _21
X—teo S5hx

d) lim S5x% _3x+2
XKoo P |

3/ 2

e Iim x +1
¥ Ix%+3

D lim 4‘/? —2x
S Y

a) lim <_3 X0+ 2x% —

X — too

(?x3+2x2—1>

1): lim _4—3)63: lim =

X — +oo

-3 e
o)

4
lim ==X = lim (<2x%)==2-(+00)=—oo

0

, —2x4—3x2_ =2
b) xézj;noo x2+1 _x—>+oo xZ X — 400
2 2
c) lim 37 =1ty 3i=3
4
, — 2 . 5x 5 5
d) lom 223D g, SN ppy S =
X — 400 .X'6+1 X — 400 XG X — 400 X2 (+°°)
3/,2 2/3
o) lim XX 1 lim == lim 11/3= 1
X — 400 X2+3 X—+o0 A xX—too 4. (+°°)
4/ 3
£) lim 7= 2x lim =2% -
X oo x+3«/§ Xoteo x

4 Calcula estos limites comparando los érdenes de infinito:

a) lim (e*-x3)
x40

2
b) lim In(x*+1)
x

X —+00

2
o lim * +1
X —+00 P

d) xéiinm Wx*+x—Jx+7)

a) lim (e*—x%) =4+
X — 400

2
b) lim In(x"+1) -0
X — 400 X
2
o lm XL _y
X — 400 ex

d) xé};noc Wx?+x—Ax+7) = +o0

22
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5 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +oo:

5x% —2x+1 x+log x
e —— A —— b = ©
)fe (2x—1)2 ) g log x
3.2% . K2 -1
d)i(x) = e jlx) = X =2
! G
_yx_2x __x X
g)l(x)—Z 3 h) m(x) = 5y
) lim 5x% —2x +1 _ Sx? —2x +1 _5
x=teo (2x—1)2 xoreo gyl her]l 4
b) lim x+/ogx = lim ( +1)_+oo+1—+oo
X — +oo logx X — +oco g
C3+2dx 0 20x 2 242
J = / -2 22N
o) lm, xsl e Bie 2 2
&) lim 32" _3
X — +oo 2X+1
2 2
e) lim X =1 _ X i
X — +o0 X3+1 X — +o0 \/;
, 2x+5 , 2x
) Iim —=—=—=— = [im =1
e Jlim 273" i, 3=
2 2 2 3 .3 2
N/ x* X" _p Sx" —x” —x” +3x7 _
)xﬂzﬁw Xx—3 5-x x2M% x=3)(5-x

6 Calcula estos limites:
3/ .2
a) lim Va?
x—-0c 2x41

2
d) _lim % -5

—-=-c 1-2x

X _ 3x2
& xé’z’ (1’2 x+1>

a) lim 3‘/7

x—»oo2

b) lim (1,57~

e lim

X — +00

x+l 2

h) lim <M>x_1

x—+ \2x +5

<x2—5x 3x
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: 3+2)x

) b = J2x+1
£) k(x)= 255
4x* -3

_ x2>
°°<x x-3

c) lzm
—Jx* 4 2x)

0 tin, (2

=0 porque el numerador tiene menor grado que el denominador.

b) lm (1,5 - x3) = +00 porque el infinito de una exponencial con base mayor que 1 es de orden

o _lim_ (x— xx_23> _

Yx? -5

d) xéz{noo 1-2x - xé;:”oo E - xé;:”oo ——2X=5
2_ 2% —10x — 3x(x +1)
I X Sx _3_X> - I (
C) xl;-,i-noo ( x+1 2 x—{’-’}-”oo 2(x+1)

superior que el de una potencia.

minador.

‘/? , —x 1

= lim

2% —10x — 3x% — 3x _

X — 400

2x +2

=-3 porque el numerador tiene el mismo grado que el deno-

—x? —13x

lz’m — Y = —©
X — 400

2x +2
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(xz—«/x4+2x)(x2+«/x4+2x) - Iim x4—(x4+2x) B
x2+«/x4+2x e x2+Vx4+2x

4 4
= lim XX —2X —2x _ lim —2x =0

yoe x2+«/x4+2x e x2+«/x4+2x

2
g) lim (1,2’“—3L> = 400

f) xlﬁ/ﬁo (x% —x*+2x) = xéiﬁo

x40 x+1
aeed VT (3)°
by dm, <2x+5> - (?) mre

7 Calcula estos limites. Si alguno es infinito, calcula los limites laterales:

2 3 2
a) lim * -7x+6 b) lim * —4x” +5x -2
x-1  l-x x=1 (x3-1)(x-2)
2
c) lim 457 d) lim % +3x 10
=0 3x2_15x =2 x3_x?_8x+12
ox*=7x+6 _ (0) . (x-1)x-06) _,
Vi T ) STy e 0le3
3 2 _ 2 2
b) lim * —4x*+5x-2 _ (0) _ lim (x 1)2(x 3x+2) _ lim 2x —3x+2
=1 (3 -1)(x—2) 0) =1 x—DE?+x+Dx=2) *=1 (Prx+1)(x=2)
c) lim x4 52 = lim x” + 5% =0

x=0 352 15y x—-0 3x—15

, 2 - 0) , (x+5)(x-2)
d / x“+3x—10 _ (_ =[ -
)xli%z —x*-8x+12 (0) 3 (x=2)(x*+x—06)

11,7‘21_ 2x+5 e
5 =27 x"+x-6
= Z[m L: <
x—2 x2+x_6 ll,m 2X+5 = too
x=2" x"+x-6
8 Aplica la regla de L’Hépital para resolver estos limites:
t
a) lim £x b) lim e’ -1
x—0 5x x—>0 senx
o lim —Senx d) lim l—cosazc
x—0 x+1gx x=0 (¢*—-1)
Logx 0 1+tg2x 1
Vs s s
b) m =L 0 _ € 4
x—0 senx 0 x-0 cosx
b, senx  _ 0 _ cosx  _1
<) x[% x+tgx 0 paid l+l+sg?x 2
d) lgn L=cosx -0 _ sen x = g —Senx  _0 _ cosx _ _1
) iy (=12 0 x=02(—1)¢¥ x=022 265 0 x=04e2_205 2

24



9 Calcula y representa los resultados obtenidos.

, 2 1
2) :{l—»”i [(x—l)z x(x—l)]
, 3 4
b) / -
)x%[x2—5x+6 x—2]
, 2 1 | xel
D i ) x(x-1)] e T
, 3 4 ., —4x+15
b) lim | 5 ¢ x_z] L e
—4x +15
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14
12
10

10 -8 6 4 2
2

Y40 [
30

N N

20
10

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
10 -8 -6 -4 -2 ?46810
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|

|

10 Estudia el limite de las siguientes funciones en los puntos en los que se anula su denominador.

Representa graficamente los resultados obtenidos:

2 _ 2_4
a) flx)= X +x=2 b) flx) = X —4x
! 257 2% ! x*—6x+8
2 3_5 2
C) (x):g d) (x):#
f X +5x+4 f 322 _10x
a) 2x2-2x=0 > x=0, x=1
Max—-2_
2, %x-2 0" a2 — Dy
gm¢:<
0 2 - i EAX=2
x—0* 2x2_2x
fim Xxx=2 _ Oy -Dk+2)
=1 22 _ 2 (0)  x=1 2x(x-1)
_ g, x+2 _ 3
=3

25




b)

c)

d)

x2_6x+8=0 > x=2, x=4
Iy X =k
2 2
lim 2x — 4x :<x 27 x 26x+8
x=2 5 _6x+8 lim X — 4y oo
x=2" x> —6x+8
2 —
i %" = 4x =@=lzm x(x-4) _
=4 52 _6x+8 (0)  x—4 (x=2)(x—4)
= If X __9
xl—>7n4 x—2
x2+5%%+4=0 > x=—-4, x=-1
2
bm —X =1
. X —1 <x—’*4_ X2 +5x+4
lim = ,
x—-4 x* 4y 5x + 4 Iim 21
x——4" x4 Sx + 4
X -1 _© _ i k+DG-1) _
=1 42y Sx 4+ 4 0) x—-1 (x+1)(x+4)
_ 7p, xXx—=1__2
_xlin—ilx+4_ 3
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—— o+
A
SN

x3-3x2-10x=0 = x(x2-3x-10)=0 - x=-2, x=0, x=5

X —5x%

lz’m — 5 =+

x> —5x° _ <x*—2’ X —3x2_10x
¥==2 53 _3x? _10x Iim -5k

lim
x—-27 x3 —3X2 —10x -

[meM=@=h M=

x=0 43352 10x 0)  x=0 x(x2—3x—10)
. 2x(x—S) _0
x=0 " _35x—10

3 2 2
, x” —5x _ ) x"(x-5) _
xhi%S X _3x%_10x (0) _x[lins x(x+2)(x=5)
x _5

= lim =
x=5x+2 7

26
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11 Halla el valor de los limites que se piden, siendo:
e* si x<0
f)=)]1-x% si 0<x<2
3 si x>2
x-3
a) xlj;zzm [ b) lim (Tf (x) c) lz’ni [
d) lz’ng [ e) lz’nz [ f) xéf)ztw [
a) 0* b) 1 c) -3
d) lim 3 .3 _ lim -3 -3 _iew Por tanto, el limite no existe.
x=3"x=3 (07 x=3"x=3 (0%
e)3 f) ot
Pagina 147
Continuidad

12 Estudia la continuidad de cada una de estas funciones. En los puntos en los que sean disconti-

nuas, di cudl es el limite por la derecha y por la izquierda e indica el tipo de discontinuidad.

b)

i
s / i

a) La funcién es discontinuaen x=-2 y x=0.

En x = 2 tiene una discontinuidad de salto infinito: el limite por la izquierda es
—co mientras que el limite por la derecha es +oo.

En x =0 tiene una discontinuidad evitable aunque en este punto no estd definida, los limites late-
rales coinciden, siendo 1.

b) La funcién es discontinua en x = 1. En este punto tiene una discontinuidad de salto finito. La fun-
cién vale 3 mientras que el limite por la izquierda vale 2 y el limite por la derecha vale 0.

13 Estudia la continuidad de las siguientes funciones y represéntalas grificamente:

1 si x<0 3x—x2 si x<3
a) fx) ={x+1 i O<x<l b) f(x) =1x-3 si 3<x<6
x*-2x silsx 0 si x26

a) * Continuidad:
—Si x20 y x=1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.
lim f(x)= lim 1=1
x—07 x—07

lz'n% flx)=1

— Fn x=0 — lz’ng+f(x)= lz’n(')l+(x+l)=1

| No existe £(0).

Hay una discontinuidad evitable en x = 0.

[ Lim fx)=lim (x+1)=2
x—1" x—1"

—En x=1 — ; Zz’n1¢+ f(x)= 11'7711+ (x% = 2x)=-1

| f(1)=-1

Discontinuidad de salto finito en x = 1.
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e Grifica:

b) ¢ Continuidad:

—Si x=#3 y x# 6 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.
xli/”;— fx)= xlin; (Bx—x2)=0
—En x=3 = x@n;+f(x):xlf>n§+(x—3):0 x/z;n%f(x)zf(B)
f(3)=0
f(x) escontinuaen x=3.
g $19= iy =)
—En x=6 — 1 lim f()= lim 0=0
f(©6)=0
Discontinuidad de salto finito en x = 6.
"l )= i 0=0
Jim [0 = lim | (3x—x%) = —eo

e Grifica:

/‘123456

14 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
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e* si x<0 % i x<—1 :2+24 sixx—2
a) f(x)=13x2+1 si 0<x<l b) f(x) =y -1 si x>l o flx) = 1 - .
4+lnx si x21 x % si x=-2

a) La funcién es continua cuando x =0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

f0)=1
lim &€ =1 , .
X 0" — lzmo f(x)=1= f(0) — Escontinuaen x=0.

lim 3x* +1)=1
x—0"

Veamos la continuidad en x = 1:

F)=4
, 2
x/iifli_(3x +1)=4{ _ xh—-ml f(x)=4=f(1) — Escontinuaen x=1.
lim(d+Inx)=4
x—17

28
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b) El dominio de definicién es IR — {0} ya que no estd definida cuando x = 0.
Cuando x=0 y x=—1 lafuncién es continua porque las funciones que intervienen lo son.
En x=0 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —1:

f=D=1
lim el_xz =1

PGS - /z'ml fx)=1=f(-1) — Escontinuaen x=-1I.
X — —
lim =L -1
x—>-1" X

c) El dominio de definicién es R — {2} ya que no estd definida cuando x = 2.
Cuando x=-2 y x =2 lafuncién es continua porque la funcién que interviene lo es.
En x=2 presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

Veamos la continuidad en x = —2:

. 1
[ =4
, x+2 _@_ , X+ 2 7 1
i, 2_4 (0 o, x+2)(x-2) Jmy 5=

1
4

Como existe el limite pero no coincide con el valor de la funcién, tiene una discontinuidad evitable
en x=-—2.

[La bisqueda del valor que pide el enunciado permite poner en prictica la asuncién de
riesgos de la dimensién productiva de esta clave].

Calcula el valor de %2 para que las siguientes funciones sean continuas en todo su dominio. Re-
preséntalas para el valor de £ obtenido:

rebkx  si x<3 Ex? -3 six<2

2) f(x)={ln(x—2) si x23 b)g(x)={ex'2 si x>2

a) La funcién es continua cuando x = 3 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 3:

4
f(3)=0
lim (P + k) =9+3k| — 9+3k=0 — k=-3
i in;f(x +hx)=9+ + -
lim In(x-2)=0 4 =2 2/ 4
x—3" -2
., . ) 4
Cuando %= -3 la funcién también es continua en x = 3.
b) La funcién es continua cuando x = 2 ya que las funciones que intervienen lo son.
Veamos la continuidad en x = 2:
Y
2(2)=4k-3
4
lim (bx* =3) =4k -3| — 4k—-3=1 — k=1 ;
x—2"
lz’n;fx_z =1 4 —2\€/2 4 X
Cuando %=1, lafuncién también es continua en x = 2. Tt
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16 Calcula el valor de 2 y b para que f(x) sea continua en todo su dominio.
x? -1 si x<0
S)=qax+b si 0sx<1
2 si 1<x
La funcidén es continua cuando x# 0 y x= 1 ya que las funciones que intervienen lo son.

Veamos la continuidad en x = 0:

fO)=b

lim (x* —1)=—1

Jm -1 — b=-1
lim (ax +b)=b

x—0*

Veamos la continuidad en x = 1:

f(1)=2
lz'nlzi(ax —1)=a-1

lim2=2

x—17

—> a-1=2 = a=3

Cuando 2=2 y b =-1 lafuncién es continua en todo su dominio.

Para resolver

17 a) Calcula el limite de la funcién f(x) cuando x > 0, x > 2, x > 3, x = +00, x — —oo;

flo) = %23

x*-5x+6

b) Representa grificamente los resultados.

3 x=3 _ x—3
) fld) = 22 —5x+6 (x=3)(x-2)

R e |

CICEE =S
lim  f(x)=—oo

, _ , 1 _ x—>2

Jg%f(x) = )C[Z—>7}12 x—2 - ll/m f(X)=+°°
x—2"

, o 1
lim fG) = fim - =1
A, [0 =0
lim_ () =0

b)

—_
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18 a) Calcula el limite de la funcién y = xz _39 en aquellos puntos en los que no estd definida.
x* —3x

b) Halla su limite cuando x — +o0 y cuando x — —oo.

c) Representa la funcién con los datos que has obtenido.

a) El dominio de definicién es IR — {0, 3}, pues el denominador se anula en:
x=0
x2-3x=0 = x(x-3)=0<_ 3
X =

-9  (x+3)(x-3)  x+3

}/: = =
*2 —3x x(x —3) x
lim X*+3 o
lim x+3_<xﬁ0_ *
x=0 x . x+3
S

19 Seala funcién f(x) = w
a) Calcula: h
i s S i fo i 7
b) ;Cudl es la funcién que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x=1?

¢) :En qué puntos no es continua f(x)?

Xt o3 X x=2)(x-1)
fl) = S

a) lim f(x) = lim [x(x=2)]=0
lim f(x) = lim [x(x—2)] = -1
i )= 1o

M, [0 = veo

b) g(x) =x(x—2) = x> - 2x

c) En x=0 yen x=1 lafuncién no estd definida (hay discontinuidades evitables).
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x-3

P T} si x<3
20 Considera la funcién: f(x) = (- 2) (x -5)

_ x°=2 si x>3

x+1)(x-3)

a) Estudia su continuidad en x = 3.

b) Calcula xéﬂloo Sy x{z:r_nm f®).

a) Para analizar la continuidad en x =3 estudiamos si se cumple que 11'7/13 fx)=f(03):
ol

f(3)=0

lim —X=3 _ _§

5 =4 (= 5) . ,
) — El limite no existe.

lim X =2 = +oo

x=3" (x+1)(x =3)
La funcidn es discontinua en x = 3 y tiene una discontinuidad de salto infinito.

2
i = lim L lim M:l
) N f&) = 2l (x+1)(x—3) " <2 x*—2x-3

l; _ [ X—3 _ [; X—3 -
27, fl)= 7 (x—4)(x—5) e x% —9x + 20

21 Calcula los siguientes limites:
Cx-2 x—0 2

X

a) lim
x—2

c Ilim (x — x4+ 2x) d) xérym <x2 —xt - 1)

) ~3-x _ (1-y3-x)(1+y3—x) , 1-3-x) _
a) b x—2 - i, (x=2)(1+43—x) =l (x=2)(1+3-x)

lim 1-3+x [ x—2 - lim 1 =l
2 ) (e Bn) 2 (x-2)(1+B-x) 2 1+B-x 2

x—0 x2 xﬂo x> (x+9+3) x=0 xz(«/x+9+3) )

x—>0 x(\/x+9+3)
= /m = / <

x=0 («/x+9+3) 20 x(«/x+9+3) i L
x—0" x(«/x+9+3)

b) [Z’m ‘Vx+9—3 (Vx+ 3)(VX+9+3) lllm x+9—9

=+o00

) l ( _\/7)_ l (x — «/x +2x)(x+«/x +2x)
o) L lim (x—+x"+2x im_ x+m

2
- lim w= lim —=2%x ___ _

X — 00 2 X — 400 2
X +yYx" +2x X +yYx" +2x

2 4—1)(xz+ x4—1)
im0 =l Y / _
e T T

4 4
- lim E Gt VI m — 1 _p

d)
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22 En los juzgados centrales de una determinada regién ha comenzado una campafa para ahorrar
papel. El ahorro se concreta en la siguiente funcién:

£002x si 1<x<100

Ax) = _51_0x+s si 100 < x <390

donde x son los dias transcurridos desde que se inicié la campafiay A (x) es el nimero de miles

de hojas de papel ahorradas.

a) Estudia la continuidad de A4 (x).

b) ;Qué sucede cuando han transcurrido 100 dias desde el inicio de la campafia?
¢) :En qué momento el ahorro es de 5000 hojas?

a) La funcién es continua cuando x = 100 ya que estd definida mediante funciones continuas en sus
intervalos de definicidn.

Para que sea continua en x =100 debe cumplirse que /z’;la/(l)o f(x) = £(100):

£(100) = % = 7,389

lim e0,0Zx _ €2
x —100"
) Por tanto, no existe limite.
lim (—x+8):6
x—100*\ 50

En consecuencia, la funcién no es continua en x = 100.

b) Cuando transcurren 100 dias desde el inicio de la campana, se produce una brusca caida en el aho-
rro de papel ya que disminuye desde més de 7000 hojas a solo 6000.

¢) Igualando cada una de las expresiones a 5, obtenemos que:

0¥ o5 5 o In5 ~ 80,47

0,02

—Siox+8=5 — x=150

Se ahorran 5000 hojas en los dias 81 y 150 desde el inicio de la campana.

Pagina 148

23 El precio de cada accién de una determinada empresa oscila entre 2 € y 8 €. La facturacién de
dicha empresa en bolsa depende del precio de la accién y viene dada por la funcién:

3+ Ax si 2<x<5

F(x) = {53+2x+Bx2 si 5<x<8

siendo F(x) la facturacién de la empresa en bolsa, en miles de euros, y x el precio por cada
accién, en €. Se sabe que para un precio de la accién de 5 €, la facturacién es de 13000 € y que
la funcién es continua. Determina los pardmetros A y B.

En primer lugar:
F5)=13 > 3+54A=13 - A=2
Y como la funcién es continua:

3+54=53+10+25B = 3+10=53+10+258B = B=-2
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24 Sea la funcién f(x) = xz+27x—3
x“+x—6

a) Estudia su continuidad, analizando los distintos tipos de discontinuidad que existan.

b) En aquellos puntos donde f(x) no es continua, jes posible definir de nuevo la funcién para
evitar la discontinuidad?

2

a) Calculamos las raices del denominador: x“ +x—-6=0 — x=-3, x=2

En x=-3 y x=2 lafuncién no es continua ya que no estd definida en dichos puntos. Veamos
los tipos de discontinuidad:

X2+2X—3_Q_ lz’m (X+3)(X—1) = lim x—1 4

Vi = = - -4

AT 6 0 B w3 —2) k-2 5
lim x2+2x—3:_

Iim x2+2x—3= x=2" xP+x—6

=2 2L x_6 lim x2+2x—3:+°o

=2 x4+ x—6

Por tanto, en x = —3 tiene una discontinuidad evitable y en x = 2 tiene una discontinuidad de
salto infinito.

b) Solo es posible en x = -3, definiéndola con el valor %

25 C(lasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:

-2 +x-2 x —2x*—3x
a) flo) =2 —22 T2 72 b) o(x) = X —<X¥ —IOX
) [ xr-x-2 ) £ x-x-6
a) x2—x-2=0 - x=-1, x=2 — El dominio de definicién es IR - {1, 2}.
La funcidn es continua cuando x = -1 y x = 2.

En x=-1 y x=2 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-1: 3 5
lim X =2 +x—2
_ 2 -
lim x3—2xz+x—2:<x_’_1 xT—x—=2
x——1 2 . 3 2 _
x'—x—2 lim X 2x° + x 2:_'_oo

x—-1" X _x -2

En este caso es inevitable de salto infinito.
En x=2:
2P ex—2 _ O _ Iim (x—2)(x2+1) — Iim X +1 _5

15 = = = =
o 2 _x_2 0) x=2 (x=2)(x+1) x-2 x+1 3

En esta ocasién se trata de una discontinuidad evitable.
b) x2—-x-6=0 — x=-2, x=3 — El dominio de definicién es IR - {-2, 3}.
La funcidén es continua cuando x= -2 y x= 3.

En x=-2 y x=3 no es continua al no estar definida en ellos. Veamos el tipo de discontinuidad
en cada valor.

En x=-2:
X2 — 2% — 3x __

oo
-T2
lim x3—2x2—3x_<x*—2 x"—x-06
x=2 2 _x_6 P2k —3x
wm ——————— =400

=2 X2 _x-6

Se trata de una discontinuidad inevitable de salto infinito.
En x=3:
2
Iim X0 —2x* — 3x g =36+ - Fax 12
x=3 42 _4+_6 x=3 (x=3)(x+2) x—=3 x+2 5
En esta ocasidn se trata de una discontinuidad evitable.
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26 Estudia la continuidad de estas funciones para los distintos valores del parimetro a:

2 . ax .
o= [ TR e
a) * En x=#2, lafuncién es continua.
* En x=2:
x/ﬁrg_ f(x)= xlin;_ (P +ax)=4+2a
g 10ty - | P b
f2)=4+2a

Por tanto, la funcién es continua si 2 = -8, y es discontinua (en x=2) si a=-8.

b) ® En x = 0, la funcién es continua.

* En x=0:

lim f(x)= lim ¢ =1

x—0" x—0"
lim_ f(x)= lim (x+2a)=2a( Paraqueseacontinuahadeser: 1=22 = a= %

x—0" x—0"

f(0)=1

Por tanto, la funcién es continua si « = %, y es discontinua (en x=0) si 2= % .
3x+1 si x<-1
27 Seala funcién f(x) = 1x -1 si —-1<x<2

ax* —6ax +5 si 2<x

a) Estudia su continuidad en x=—1.
b) Halla 2 para que la funcién sea continua en x = 2.
©) Representa la funcién para a = 1.

a) Analizamos si se cumple que [z’n_al fx) =f(=1):

lim (3x+1)=-2

x— -1
lim (c=1)==2 p > lim f()=f(-1) =2
f==2

La funcién es continua en x = —1.
b) Para que sea continua en x =2 se deben cumplir que /z’m2 fx) =f(2):
X —
lim (x—-1)=1
x—2"

lim (ax* —6ax+5)=—8a+5; — 1=-8a+5 — a-= %

x—2%
f(2)=-8a+5
Sia= % , los limites laterales coinciden con el valor de la fun- 6
cién y esta serd continua en x = 2.

c) Para 2=1 lafuncién es:

/]
3x+1 si x<—1 614 2 V2 4]6
fx) = qx-1 si—1<sx<2
4

x> —6x+5 si 2<x
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28 Calcula los siguientes limites aplicando la regla de L'Hépital. Para ello, convierte los productos
en cocientes:

a) lim x-ell* b) lim x-ln(h’—x)
x—0 X — +00 X
Q) lim x-e=(0) -
x—>0
el/x_ —_1 lim el/x:()
) 1/x x2 Y x—0"
lim x-e"™* = lim = lim = lim e''* = /
x—0 x—0 1/x ~ x50 =1 x—0 lim g1x=+oo
.X'2 x—0
Por tanto, no existe el limite buscado.
b)  lim x./n<1+_X>=oo.o
X = oo X
/n<1;x> lfx<x—12—x)
, , , X
lim x-/n<1+x>: lim ———L = [im = lim =1
X — 400 X X — +o0 1 X — 400 =1 x—+00 |4 x
X xz

29 El rendimiento fisico de un deportista, durante 60 minutos, varia con el tiempo segin esta fun-
cién:
—t(t—a) si 0<t<15
fx) =13,5a+5 si15<£<30
100 -5t si 30<t<60
Calcula 2 y b para que la funcién rendimiento sea continua.

La funcién es continua cuando x = 15 y x = 30 ya que estd definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 15:

f(15)=3,5a+5

Jim = a)l==225415a\ 555154235445 = 4220

lim (3,54 +5)=3,5a+5
t—15"

Cuando « =20, la funcién es continua en x =15, ya que f(15) = 11’7}115 f ).
X —

Comprobamos la continuidad en x = 30:

£(30) =100 — 305

m 75=75 — 75=100-306 — b=

6
lim (100 — b£) =100 — 304
t—30"

Cuando 6= % la funcién es continua en x = 30, ya que f(30) = [1'7}310 [ ().
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30 Sabemos que f(x) = 3x—4 es discontinua en x = 2. Calcula 4 y estudia el compor-

23+ bx? + 8x -
tamiento de la funcién en las proximidades de los puntos de discontinuidad.

Para que la funcién sea discontinua en x = 2, este valor debe ser una raiz del denominador. Por tanto,

224+6.224+8.2-4=0 > b=-5

3x — 4
De donde f(x) = .
/ x> —5x +8x — 4

Hallamos todas las raices del denominador:
x3—5x2 + 8x—4 = (x— 1)(x— 2)?
El dominio de definicién es IR — {1, 2}.

La funcién no es continuaen x=1 yen x=2. Veamos ahora el comportamiento de la funcién en
las proximidades de estos puntos:

En x=1:
11’7}11731)6—_422 = + 00
4 (D) e
=l (x-Dx-2?7 O m — %24 __,

La discontinuidad es inevitable de salto infinito.
En x=2:
3x — 4 (2

lim ———=———— = == = +oo ya que la fraccién es un cociente de nimeros positivos
=2 (x—1)(x—2)> (0) .
en las proximidades de x = 2.

31 Estudia la continuidad de f(x) segiin los distintos valores de .

3—mx? si x<1

f@=72

mx

si x>1

La funcidn es continua cuando x = 1 al estar definida mediante funciones continuas.

Comprobamos la continuidad en x = 1:

f)=3-m
11’7;{1_(3—7;1962) =3-m
lim 2 _2

xo1t mx  m

2

Para que sea continuaen x=1 debeser 3 —m = —> m=1,2.

Cuando m =1 o m =2 lafuncién es continuaen x = 1.

Si m#1 y m=2 lafuncién tiene una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 1.
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2
32 Dada la funcién f(x) = % con a =0, calcula los valores de a y b para que la funcién

pase por el punto (2,3)y lim f® =—4.

X — +00 X

fpasapor (2,3) = f2)=3 — % -3

Por otro lado,

ax’+ b )
lim S = Ilim 2=X - lim ax”+b.

X — 400 X X — 400 X X — +oo 2

ax — x
Asi:

=—a > —a=-4 > a=4

%:3 5 b=-10

33 Calcula el valor de % para que cada una de las siguientes funciones sea continua. ;Alguna de
ellas es continua en todo R:?:

3_1 .
a) flx) = ’;_1 si x=1
Ink six=1

Jx—1

b) g(x)= 7&6—1 si x=1
2k si x=1

a) Estudiamos la continuidad en x = 1:

3 2
»-1_0) . (=1)k+x"+1)
x—1 x—1 _(O) —ngi'}’i x—1

fQ)=lnk

Para que sea continua /n k=3 — k= ¢

= /z’ml(x+x2+l):3

Ademds, es continua en todo IR ya que el cociente de polinomios solo se anula cuando x = 1.

b) Estudiamos la continuidad en x = 1:

im &_lzﬂzh’m x—1 /R S &
x=1 x=1 (0) x=1 (x-1DHx+1) *=1 Jx+1 2
g(1) = 2*

Para que sea continua 2k - L — k=-1.

Esta funcién también es continua en todo IR porque el cociente solo se anula cuando x = 1.
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34 Estudia la continuidad de la funcién f(x) = 3 1| | y clasifica sus discontinuidades.
—|x

El dominio de definicién es IR —{-2, 2}. La funcién es continua en él.

En x=-2:
/, 1 = — 00
, 1 (1) xi”%*2+x
lim = -
=2 2-|x[ (0 S
x—2t 24+ x

Presenta una discontinuidad invevitable de salto infinito.

En x=2:
lim —1 -y
, 1 (1) x—=2"2—x
lim =—= -
x=22-|x| (0) I — Lo

x—2t2—x -
Tiene una discontinuidad inevitable de salto infinito.

NoTA: Podriamos haber usado la simetria de la funcién respecto del eje ¥ (es una funcién par) para
haber deducido el comportamiento en x =2 a partir del estudio en x = -2.

35 Estudia la continuidad de esta funcidn:

[x+2] si x<-1
flx) = x2 si —1<x<1
2x+1 si x>1

*Si x2-1y x=1 — lafuncién es continua.

e Si x=-1:
lim fx)= lim |x+2|=1
x—-1" x——-1"
lim f(x)= lim x*=1 La funcién es continua en x=—1.
x—-1" x—-1"
f=1)=1
* Si x=1 — No es continua, pues no estd definida en x = 1; no existe f(1).
Ademis:

lim f(x)= lim X =1

x—1" x—1"

lim f)= lim (2x+1)=3 La discontinuidad es de salto (finito).
x—17 x—1"

36 [La decisién sobre las afirmaciones puede completarse a través de las tres fases que propo-
ne esta estrategial.

Halla el valor de # para que la siguiente funcién sea continua en x = 2. Represéntala en el caso
t=2 y di qué tipo de discontinuidad tiene:

[ —1|-2 si x<2

reo= (b

Estudiamos la continuidad en x = 2:

six>2

f@2)=1-¢
/z’rg_ (jx=1]-2)=1-1¢
lim (x-5)=-3

x—2%

Para que sea continuaen x=2 debeser 1 —¢r=-3 — r=4.
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Supongamos ahora que #=2:

—(x—-1)—-2 si x<1 —-x—1 si x<1

lx—1|-2 si x<2 ] ]
fx) = . =1x-1-2 sil€x<2 =9x—-3 sil<x<2
x—-5 si x>2 . .
x=5 si x>2 x—=5 si x>2
4Y
\\2
< X
)
_Z\V
—4

37 Calcula el limite de las siguientes funciones cuando x — +oc y cuando x — —oo, definiéndolas
previamente por intervalos:

2) f(x)=% b) g(x) = |x— 3| - || b)) =|2x-1|+x d i(x)=%
si x<0
) f=1""
si x>0
X+
=1

xé@w f(x)= lim

x—teo xt]

/7 = It —=x_ -1
Jim, f) = lm

—x+3 si x<3 —x si x<0
b) |x—3|={ |x|={

x—3 six=3 x si x>0

—2x+3 si x<0
g(x) =|x=3|-|x|=13 si 0<x<3
2x—3 si x23

(i, g = i, (2x=3) = +eo
xé’r_noc g(x) = xé’r_noo (2x+3) = +o0
2x+1 si x<

o |2x-1]=
2x—1 si x=

N [ b =

—x+1 si x<

hx)=|2x—1|+x=
3x—1 si x>

N[ b=

xéi;zzw h(x) = xéi;zzw (Bx—1) = +00
xé’r_noo h(x) = xéz’r_noo (—x+1)=+00

x+1

si x<0
diw=1
x4l si x=0
x
lim i(x) = lim x+l g
X > +oo X — 400 x
x+1 _ 4

x{{;zfzw i(x)= lim

X — —oco
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38 Estudia la continuidad en x = 0 de esta funcién:

||

Sfx) =2x+ ~

:Qué tipo de discontinuidad tiene?
En x =0, lafuncién no estd definida, luego es discontinua. Como:

2x—1 si x<0

S0 = {2x+1 si x>0

entonces: [lim (2x—1)=-1; lim Q2x+1)=1
x—0" x—0*

Por tanto, hay una discontinuidad de salto (finito) en x = 0.

Pagina 149
39 Sabiendo que:
ll’m2 P ) =+ lz'n12 q(x) = —c0 lz’m2 rix)=3 lz’m2 sx)=0
di, en los casos en que sea posible, el valor de estos limites:
. s(x) , () , . , 3
a) lim 20 b) lim [s(x)] o) lim |s(x)-q )| d) lim |p(9) -2q)]

2 lim sx) 0

x—2 ])(x) - 400

b) Zz’m2 [s()])2® =0t~ =0
o) Zz;mz |s(x) - g(x)| = (0) - (~00) — Indeterminado.
d) x[% |p(x)—2q(x)|:+oo—2(—<x>):+oo+(+oo):+oo

40 Dibuja, en cada caso, la grifica de una funcién que verifique las siguientes condiciones:
0l =2 lin f)=-2

lim flx) =<

b) lim f(x) =+ xé{’ztoo flx) =—oc0

X — +00

fim fu = <
tin, 79 <

+00 si x<2

—oo si x>2 xlg'flf(x)=_°°

—oo si x<2
+00 si x>2
—oo si x<-2

+00 si x>-2

a) | | b) | i
of | [o
ot HUSs
| | | |
2T T T o ———=— 2T
| | | |
| | | |

-6 4 2] 2l[ 4 6 -6 4 |2 2 4 6
“““““ - R
[ Be B
ina Bum
! ! | |
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Para profundizar

41 Estudia los valores que pueden tomar 2 y b para que la funcién f(x) =

ax+b
5 tenga una

discontinuidad evitable. B
Primero calculamos su dominio:

x2-2x=0 > x=0, x=2
El dominio de definicién es IR — {0, 2}.

La funcién puede tener discontinuidades evitablesen x=0 o x= 2.

Si 6=0 y a=0 lafuncién tiene una discontinuidad evitable en x =0, ya que existe el limite:

ax lim —~ —a

Z’ _ = =
x% x(x—2) x—0 x—2 2

Si 4 #0, solo puede tener una discontinuidad evitable en x = 2. Paraello, x =2 debe ser una raiz
del numerador de la fraccién, es decir:

_ __0b
20+ b=0 — a= >
En tal caso:
‘g“b by +2b b(—x+2) b b
g ey, ZOX+ 20 g, YNTANTE)  gn, 0 __ O
x/z_)mz x(x—2) xZZI”Z 2x(x —2) x[l—»mz 2x(x —2) x[l—»mz 2x 4

La discontinuidad es evitable ya que existe el limite.
En conclusién:

*Si 6=0y a=0, lafuncién tiene una discontinuidad evitable en x = 0.

b

*Si b0 y a=-— 2, lafuncidén tiene una discontinuidad evitable en x = 2.
Y 2

42 Halla el valor de 2 y de & para que la siguiente funcién sea continua en IR y pase por el punto
(1, -2):

ax? +b si |x|<2

=11 si [x]>2

2
La funcidn es par, ya que estd definida mediante dos funciones pares en intervalos de definicién si-
métricos respecto del origen. Por tanto, la continuidad en x =2 garantiza la continuidad en x = -2.
Como pasa por el punto (1, -2), se cumple que (1) =-2 — a+b=-2.

Comprobamos la continuidad en x = 2:

F(2)=4da+b
lim (ax* +b)=4a + b
x—2"

lzmzf(x)z o1 1
w2t 2 4

Para que sea continua en x =2, deben coincidir 4a + & = % .

Resolvemos el sistema:

a+b==-2 5 .
44+b=% > a=pb=—p
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43 Define la funcién f(x) = |x + 3| — |x— 3| por intervalos y calcula sus limites cuando x — +0

Yy X —> —00,
3= -x—-3 si x<-3 .
e+ 3= x+3 six=2-3 - S% x<=3
—x+3 si x<3 - f(X):|x+3|_|x_3|: 2x si —3<x<3
|x—3|:{ 6 six=3

x—3 six=23

lim  f(x) = x{{izioo 6=6

X — +00

Jim £ = o (<6)==6

44 Halla los valores de a y & para que la funcién f(x) sea continua.

x?+2x+b si x<0
f(x) = | sen (ax) si 0<x<n
(x-—m)%+1 six2n
La funcidén es continua cuando x =0 y x =7 ya que estd definida mediante funciones continuas en
sus intervalos de definicién. Veamos ahora la continuidad en x=0 yen x=m

*f(0)=0

/z'n(z)_ (P+2x+b)=b

- 6=0
/z’m+ sen (ax)=0

x—0
cflm=1
lim _sen (ax) = sen (an)
X—=T
5 — sen(an) =1 — an= % +2kn con keZ — a=L 42k con keZ
lim [(x—m)"+1]=1 2 2
X—=T

Para los valores de @ y & obtenidos, la funcién es continua en todo su dominio.

45 Calcula los siguientes limites:
1

x i i te x ,
) b) lim _Senx o lim 8% d) lim Lltsenx
x—n 1—cosx x—nl2 1+ senx x—nl2 1-cos x

a) lim (
x—0* \sen x
1

a) lim ( 1 )x = (+00)**) = 4 oo

x—0% \ sen x

b) senx  _ _senm _0 _
)xl"”?f 1—cos x l—cosm 2

tgx

lim 17:+oo
) to x x—(m/2)” 1+ sen x
9 o, i<
X—T + sen x o x
lim e =—oo

x—(m2)* l+senx

d) lom Lrsenx _ 2 _5
x—n/2 1—cos x 1
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AUTOEVALUACIGON
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Pagina 149
1 Calcula los siguientes limites:
/ 2
a) Ilim f *1 b) lim 2 +e%)
X — +00 —-x x — —00
N o , Inx
) Hm, d Hm, =
(12
a) lim f 1 -1
X — +oo — X

b) lim 2+e)=2+0=2

X — —oo

) lim &£ =+
X — +00 2

d) /lim Inx _

X — 400 X

2
2 Halla el limite de la funcién f(x) = (2"2—14—%> cuando x —> 1, x > -1, ¥ = +00, x —> —oo,
x° - X =

Representa grificamente la informacién que obtengas.

£ = 2744 3 2*+4 Blx+1) 2%+ 4-3x-3 _ 2x*—3x+l
T x+D(x-1) x-1 (x+Dx-1) (x+D)kx-1  (x+Dx-1)  (x+1)(x-1)
, 23 -3x+1 (0, @x-D(x-1) . 2x-1 1
lim [0 = lim GrD)x—1) 0 A D) lx=1) = lim ;+1 2
lim 2x* = 3x+1 oo

2 x——1" (x‘*'l)(x_l) -
lim f@) = lim 2x"—3x+1 _ <

xo-1 (x+1)(x=1) , 2x2 —3x 41 _
D=1

56
|
, 7 2x2—3x+1 _ 14
xéy‘fn”f(x)_xéin” (x+1)(x=1) =2 =T ':r2- ____________
| /——-
|
. o 2P 3x+l 6 & 21V 2 4 6
Jim | fo) = lim GaDo=1) =2 i o
14
1
!
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3 Observa la grifica de la funcién y = f(x) y di el valor de los siguientes limites:
a) lz'nfl S Y

b) lim f(x) _/\?\
3

9 tim f&)

S3-2-1, 10 2/ X
&) _tim_ £ o
lim f(x)=0
x—2"
a) x/i'n_zl flx)=3 b) xlliﬁz fx) = lin f(9=—2 / no tiene limite cuando x — 2
x—2%
Ol ) = e & Jim f)=1

4 Considera la funcién siguiente:

f(x)={_% si x<1

rax si x21

a) Halla 2 para que la funcién sea continua en x=1.
b) ;Es discontinua en algiin punto?
¢ Para a =-2, representa la funcién.

a) Para que sea continua en x = 1, debe cumplirse que lz'ml fx) =f£(1):
X —

f()=1+a
lim <_L):_
x—1"\ X = -l=1+a > a=-2

lim (* +ax)=1+a
x—17

Si 2=-2, lafuncién es continuaen x=1.

b) La funcidn es discontinua en x =0, ya que no estd definida en dicho valor al anularse el denomina-
dor de la fraccién. En x =0 hay una discontinuidad de salto infinito.

si x<1

Of@=1 *

x> —2x si x21 Ig
L4
12
{1k 2 A h 6 X
ol
4]
-6
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—e* si x<0

5 Se considera la funcién f(x) = ax -3
x*—4x+3

si x20°
Estudia la continuidad de f para los distintos valores del pardimetro 4.

La funcién estd definida por intervalos. Para analizar su continuidad debemos estudiar la continuidad
cuando x <0, cuando x>0 yen el punto de ruptura x = 0.

* DPara que sea continua en x =0, debe cumplirse que lz'mo f(x) =£(0):
X —

f0)=-1
lim (—¢*)=-1
220 > lim £ =f(0) =1

ax —3 -3 -1

lim 22 —2 -2 =
x=0" 5% _4x+3 3

Por tanto, la funcién es continua en x = 0, para cualquier valor del pardmetro a.

* Cuando x <0, la funcién también es continua ya que es de tipo exponencial.

* Veamos ahora qué ocurre cuando x> 0. Para ello, empezamos calculando las raices del denominador:
x%2—4x+3=0 > x=1, x=3
— Cuando x=1 y x= 3 lafuncién es continua por ser un cociente de polinomios cuyo denomi-

nador no se anula.

—En x=1 yen x=3 lafuncién no es continua al no estar definida. Analicemos el tipo de discon-
tinuidad en funcién del pardmetro a.

e En x=1:
f(1) no existe.

, o ax -3 g ax -3 _(a-3)
I = 3 MGy e-3 T ©

>

Por tanto, si =3, f(x) tieneen x=1 una discontinuidad evitable. Si = 3, f(x) tiene en
x =1 una discontinuidad de salto infinito.

e En x=23:

f(3) no existe.
, o ax -3 ax -3 _ (Ba-3)
TR L S me il L e Y oy R 1) B

%

. -3
Si a23 — ){i"’lf(x)= (ﬂ(o) ) =to0

Sig23 o 7 9o _, 3«-1) _, 3 _-3
i a x/lzrllf(x) 0) j’i’”l (x—1)(x —3) xllamlx—3 2

, 3a-3
Siazl — xll_{ﬂsf(x):%Zioo

Sia=1— 7 =@= , x-=3 _ 1 _1
He fm f® (0) i, (x—1)(x—3) Jm =3

Por tanto, si =1, f(x) tieneen x =3 una discontinuidad evitable. Si 2= 1, f(x) tiene en
x =3 una discontinuidad de salto infinito.

Resumiendo, la funcién f(x) es continuaen IR —{1, 3}; en x=1 hay una discontinuidad evitable
si =3 o una discontinuidad de salto infinito si @ # 3, y en x=3 hay una discontinuidad evitable si
a=1 o una discontinuidad de salto infinito si « = 1.
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6 a) Calcula 2 y & para que f sea continua:

2x+a si x<-2
f) ={x*-5 si 2<x<l
bx+3 six21

b) Representa la funcién obtenida.

a) * fescontinuasi x<-2, si —2<x<1 ysi 1 <x, por estar definida por funciones continuas.

* Para que f sea continua en x=-2, debe cumplirse que [z’m2 fx) =f(=2):

f(2)=-2(2+a=4+a

lim (2x+a)=4+a

x—=2" Por tanto: 4 +a=-1 — a=-5
lim (*-5)=4-5=1
x—=2"%

* Para que f(x) sea continuaen x =1, debe ser /z'Wi fx)=f(1):
f(1)=b-1+3=6+3

lim (x* =5)=—4
xinlz_(x ) Portanto: b+3=—-4 — b=-7 Y
lim (bx+3)=b+3
x—1" 1
1 X
—2x—-5 si x<-2
b) f(x) = {x* =5 si 2<x<l1
—/x+3 sil<sx /\
La representacion gréfica se muestra a la derecha:

47



