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Resuelve

Determinantes de orden 2

* Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de coeficientes:

2x+3y=29 5vx—3y= 8 dx+ y=17
MEE y=5 ) —-10x + 6y =-16 c 5x+2y=19
) 9x -6y =7 18x+24y=6 ) [3x+11y-128
—6x + 4y =11 ¢ 15x +20y=5 8x— 7y= 46
2x +3y=29 2 3 )
Y 3x - y= 5} 3 _1 =-1120 Solucion: x=4, y=7
S5x—=3y= 8 5 -3 s 3
b) —10x+6y=—16} 10 6 =0 Solucién: x = §+§7\,, y=A
4x+ y=17 1‘ 5
) 5x+2y=19} 5 2 =320 Solucion: x=5, y=-3
-6y= 9 -6
d) _Zi n 4§ - 171 } 6 4|7 0 Sistema incompatible
18x+24y=06 18 24 y | 4
e 15x+20y=5} 15 20| Solucién: x = g—?k, y=A
Sxelly=128 % 11‘ _ . _ 1402 . _ 886
£) 8x— 7y-= 46} g _7 =-109 =0 Solucion: x = 109 7= 109
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T ) DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA
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1 Siendo A una matriz 2 X 2, justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Para que 4| =0 es necesario que sus cuatro elementos sean 0.
b) Si los dos elementos de la segunda columna de A son 0, entonces |4| = 0.

¢) Si las dos filas de A coinciden, entonces |A4| = 0.

osi |8 s ¢ d‘ 15

)lcd__ ,entoncesab— .
L |m 3 m 30

e) Si w7 = 43, entonces n 70 = 430.
o | %[ <o

a) Falso, Lol =

b) Verdadero, porque en los dos sumandos del determinante aparece algin elemento de la segunda fila.

a11 212
C) Verdadefo, A = ( ) - |A| =ﬂ11412—ﬂ11ﬂ12 =0
a11 412
d b
d) Verdadero, | ‘zcb—adz—(ad—cb):—‘a ‘:_(-15):15
a b c d

0 m 3
=70m—30n=10(7m—3n)=10‘ Y 7‘:10-43=430

) Verdadero, | ‘
e) Verdadero, » 70

2 Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos de ellos:

12 6 12 6 10
D4 2 I’)‘4—2 911 0
7 =2 3 11 -140 7
D7 |21 77 b ‘ 60 -3
12 6 .
a) 4 2| 0, porque sus filas son proporcionales: (1.%) = 3 - (2.%)
12 6
b) 4 9| —48
1 0
) 110 ‘ = 0, porque tiene una columna de ceros.
7 =2 ) .
d) 7 _a|* 0, porque tiene sus dos filas iguales.
5 11 0 fil ionales: (1.2 2.2
e) 21 77|17 porque sus filas son proporcionales: (1.2) - 7 = (2.%)
-140 7
f) 0 -3|° 0, porque sus dos columnas son proporcionales: (2.%) - (-=20) = (1.%)
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[El uso de los datos que proporciona el enunciado permite que el alumnado trabaje la crea-

cién y creatividad (dimensién personal)].

)
Sean A = ( m) y |A| =-13. Calcula:
n p

n p I m
*‘)‘1 m‘ D7 75
n o p lm‘
a) lm=_7l]) =—(-13)=13
[ m [ m
34 ’31 3’”‘ ‘lm‘ 9.(-13) = -11
9| |:3n3p: 'np:'(_ ) =-117
3n 5p n p ‘/m‘
d =3. ‘ =(-1)-15- =(-1
)‘3157”3517%()5”]) (-15)

3n 5p

o |34] d) 31 5m

- (-13) =195
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4 Calcula los siguientes determinantes:
51 4 9 03
a)|0 36 b)-110
9 6 8 0 21
514 03
a) |0 3 6|=-114 b)|-1 1 0|=3
9 6 8 0 21
5 Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a)|l 21 b)| 0 10 91
301 0 0 10
04 -1 10 47 59
)12 1|=14 b)| 0 10 91|=1000
301 0 0 10
Pagina 79
6 Dadas estas matrices:
549 54 1 5 4 20
A=(8 19 B=|81 7 C=|81 8
3609 36 -3 3 6 18

justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) |A| = 0 porque su tercera columna es suma de las dos primeras.
b)|B| = 0 porque su tercera columna es diferencia de las dos primeras.
©) |C| = 0 porque su tercera columna es producto de las dos primeras.

a) Verdadero por la propiedad 9 de los determinantes. Si una matriz tiene una linea que es combinacién
lineal de las demds paralelas, entonces su determinante es cero.

b) Verdadero por la propiedad 9 de los determinantes. Si una matriz tiene una linea que es combinacién
lineal de las demds paralelas, entonces su determinante es cero.

c) Falso, porque el producto de dos lineas no es una combinacién lineal de ellas.

7 Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

3-17 4 1 7 7 4 1
a)|0 0 0/=0 b)j2 9 1 (=0 (2 9 7|=0
111 4 -8 -2 -14 27 94 71

a) Tiene una fila de ceros (propiedad 2).
b) La 3.% fila es proporcional a la 1.%:

(3. = (=2) - (1.%) (propiedad 6)
¢) La 3.2 fila es combinacién lineal de las dos primeras:

(3.2 =(1.* +10- (2.%) (propiedad 9)
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;Qué te hace decir eso? [La presentacién de las evidencias paa justificar la respuesta permite
trabajar esta estrategia].

Xy 3z
Sabiendo que |5 0 3|=1, calcula sin desarrollar los siguientes determinantes:
111
3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
a5 0 3 b1 0 3/5 ©[2x+5 2y 2z+3
1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z
a)|5 0 3(=3|503=3-1=3
1 1 1 111
5x 5y 5z J 2
b)|1 0 3/5(=5-L]503/=1.1=1
5
1 1 1 111
x y 2 Xy =z
o [2x+5 2y 2z+3|=(50 3| =1
x+1 y+1 z+1 111
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1 Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la matriz M.

Menores de orden dos; por ejemplo:

23_15\
s e 220 2 64
N l46=’15=
4 111 5
0 0 3 4
Menores de orden tres; por ejemplo:
2 3 -1|5
4 6 2(7) |12 3 -1 126
M=|511 2/6]| |4 6 2(=68 |1 1 5|=21
411 1 5] |5 -1 2 0 3 4
00 3 4

2 Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos 2,5, 433 y a43.

02 46
2-135
A=111 23
4.6 57
235
Q=12 3| ==2 A= D320y, =—1-(=2)=2
457
026
Og3=12 -1 5| =108; Az3=(-1)0* . 055=1-108 = 108
46 7
026
Og3=2 =1 5[ =16; Agz=(1)U*3 . 03=-1-16=-16
113
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1 Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollindolo por cada una de
sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1

52 6

9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Aplicando la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

=3-2-4+(-5)-8-(-1)+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3-7-(-5)-4=456

Desarrollando por la 1. fila:

37 - 56 |5 2
52 6 3‘ ‘ ‘ | 30407 (74 -1 (58) <120+ 518+ 58 - 456
9 8 4

Desarrollando por la 2. fila:

S 7 7 -1 3 -1 37
-5 2 6 5‘ +29 4 _6‘98 =5-30+2-21-6-(-39) =180 + 42 + 234 = 456
9 8 4

Desarrollando por la 3.2 fila:

S 7 7 -1 3 -1 3 7
-5 2 6 9‘ 8_5 6 +4‘_5 ) =9-44-8-13+4-41=396-104 + 164 = 456
9 8 4

Desarrollando por la 1.* columna:

3 7 -
-5 2 6
9 8 4

3‘ ’lg 4

1
+9’ 6‘=3-(—4O)+5-36+9-44:—120+180+396:456

Desarrollando por la 2.2 columna:

37 -

_1 _
-5 2 6 = 7‘ +2; 4 8‘_5 6 =—7.(=74)+2-21-8-13=518+42—-104 =456
9 8 4

Desarrollando por la 3.2 columna:

3 7 -
—526

3
:‘1‘ 69
9 8 4

7 3 7
8 +4‘_5 2 =—1-(-58)-6-(-39) +4-41 =58 +234 + 164 = 456
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2 Calcula los siguientes determinantes:

70 -3 4 31-13
40 4 7 14-14
V37 6 9 b3 2 5
1019 20 0 2
ity 77
@ _ - 7. -

V|3 5 ¢ o= 7|4 4 7| =-7-290=-2030

1019 119

(1) Desarrollando por la 2.2 columna.

?i_iz 1 -13 31 -1
b o 5 o 5(=’—24—14+214-1 = 2.28+2-28=0
20 0 2 3 25 03 2

(1) Desarrollando por la 4.* fila.

También podriamos haber observado que la 4. columna es igual a la suma de las otras tres; y, por
tanto, el determinante vale cero.
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1 Calcula el rango de las siguientes matrices:

1 230-14 4 215 3 1001 -1 21 0 -1
3-101 1 2 2 326 5 1-1210 51 -3 -7
A=14131 0 6 B=l6 5 312 8 C=l10 000 1 D=\, , 3 _g
70321 8 12 10 6 23 16 11000 102 2
1 2130 -14
3-101 1 2
A:413106
703218

1 2
Tomamos el menor de orden 2: ‘ 3 1|7 —7 # 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

La 3.2 fila es la suma de las dos primeras, y la 4.2 fila es lasumadela 2.2y la 3.2 — rn (4) = 2.

4 2115 3
2 3|2 6 5
6 5 312 8
12 10 6 23 16

B=

4 2
Tomamos el menor de orden 2: ‘ 5 3 ‘ =8 = 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

42 5
Tomamos menores de orden 3: {2 3 6 | =8 #0 — Las 3 primeras filas son linealmente indepen-
65 12 dientes.
4 215 4 2 5 3
2 326 2 3 6 5
Tomamos menores de orden 4: 6 5 3 12 =0y 6 5 12 8 =0 — ran(B) = 3.
12 10 6 23 12 10 23 16
1 0|01 -1
1 -1]2/1 0
“=lo o001
1 1000

1 -1
Tomamos el menor de orden 2: ‘ 1 0 ‘ =1 # 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.

0 01 -1
01 -1 121 0 01 -1
Como|2 1 O :‘2 1‘:—2::0,}1 000 1 =—|2 1 0|, entonces ran (C) = 4.
00 1 100 0 00 1
210 -1
157
=172 s
10 2 2
21
Tomamos el menor de orden 2: ’ 5 1 ’ =-3 = 0. Las dos primeras filas son linealmente independientes.
210
Como |5 1 -3| =-9 = 0yla3.?filaeslasuma de las dos primeras, entonces ran (D) = 3.
10 2

9
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1 Averigua si los siguientes sistemas son compatibles o incompatibles:

3x-2y=5 4x+ S5y=7 x+3y-z=1 x+3y-2z=1
a)y x+3y=-2 b)2x- y=0 c) 12x +z=2 d) {2x +z=2

2x— y=3 7x+ 11y =4 2y—-2=0 2y-z=5
a) 3x-2y= 5 3 -2 3-25

x+3y=—2t A=[1 3| A4'=|1 3 =2

26— y= 3 2 -1 213

S 11k 0 A)=2

L3P 0= ran (A) =

El sistema es compatible.
|A1=0 — ran(A')=2

b) 4x+ 5y=7 4 5 4 517
2 y=0t A=|2 21| A'=[2 100
7x+11y=4 7 11 7 114

|A'| =147 20 — ran(A") =3 2z ran(A) =2

El sistema es incompatible.

) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -1]|1
2x +z=2¢y A=({2 0 1| A'=(2 0 1 2
2y-z=0 02 -1 02 -10

Calculamos el rango de A:
‘ 13

N O‘:—6¢0 y |4]=0 — mn(d) =2

Calculamos el rango de A"

131
2 0 2|=0 (pueslal.2yla3.2columna son iguales) — rn(A") =2 =ran(A)
020

Como la 4.2 columna de A’ y la 1.2 son iguales, necesariamente ran(A") = ran(A); es decir, el siste-
ma es compatible.

d x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 1|1
2x +z=2¢r A=1(2 0 1 A'={2 0 1 |2
2y—z-5 02 I 0215

Sabemos que 7an(A) = 2 (ver apartado anterior).

Calculamos el rango de A"

1 31
2 0 2/=-3020 = mn(A)=3=rn(A)
025

El sistema es incompatible.

10
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1 Resuelve mediante la regla de Cramer:
x—3y+5z=-24 X+ y—2z=2
a)12x— y+4z=-8 b)] x— y+z=8
X+ y =9 2x+3y =10
a) x-3y+5z=-24 1 35
2x— y+4z=-8 ¢ |A|=]2 -1 4|=-1=0
X+ y =9 1 1 0
24 -3 5 1 24 5 1 -3 24
|A|=| -8 -1 4|=—7; |A)|=|2 -8 4|==2; |As=]2 -1 -8 |=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9
Por tanto: x=7, y=2, 2=-5
b) x+ y—z=2 1 1 -1
x— y+z=8 ¢ |[A|=|1 -1 1|=-6
2x+3y =10 2.3 0
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
|A|=|8 -1 1[=-30;|4,|=1 8 1[=0;|4:]=|1 -1 8[=-18
10 3 0 2 10 0 2 3 10
Por tanto: x=5, y=0, 2=3
2 Resuelve aplicando la regla de Cramer:
2x-5y+3z=4 3x—4y— z=4
a)y x—2y+ z=3 b) y+ z=6
5x+ y+7z=11 2x+5y+7z=-1
a) 2x—5y+3z=4 2 -5 3
x=2y+ z=3 ¢ |[A|=]1 -2 1|=13
Sx+ y+7z=11 5 1 7
4 -5 3 2 4 3 2 -5 4
11 1 7 5 11 7 5 1 11
Por tanto: x=5, y=0, z=-2
b) 3x—4y— z=4 3 —4 -1
y+ z=6 ¢ |[A|={0 1 1[=0
2x+5y+7z=-1 2.5 7

Por tanto, ran (A) < 3.
Como hay menores de orden 2 distintos de cero, ran (4) = 2.

3 -4 -1 4
A=10 1 1 6| > mn@A)=3
2 5 7 -1

Por tanto, este sistema es incompatible.
n
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3 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

x— y+3z=1
a)13x— y+2z=3
-2y+72=0

x— y+3z=1
b) \3x— y+2z=3
-2y+7z2=10

a) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1
3x— y+2s=3f A=|3 -1 2| A=[3 21
—2y+75=0 02 7 0 2

NN W
S W =

Calculamos el rango de A:

1 -1

0 o =220y |A|=0 - mn(4)=2

Calculamos el rango de A"

1 -1 1

3 -1 3|=0 (lal.ayla3.2 columna son iguales) — mn(4") =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 2.2 ecuacién:

2y+72=0 _2}}:_72_)}:&

z
x—y+3z=1} x—y=1-3z — x=y+1—3z=1+7
2

Soluciones: x=1+ N\, y=7\, z=2\

b) x— y+3z=1 1 -13 1 -1 3 1
3x— y+2z=3 ¢ A=|3 -1 2| A'=(3 -1 2 3
—2y+7z=10 0 27 0 2 710

Sabemos, por el apartado a), que ran(4) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3|=2020 — man(A)=3=rmn(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.
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4 Resuelve estos sistemas:
x+y =3
y+z=5

x +z=4

3x+4y=4
b) | 2x + 6y =23
2x+3y=1

a)
5x-y+2=06
a) x+y =3

y+z=5
x +z=4

[
O =
— == O
O =
—_— = = O
A\ AN W

S5x—y+2=0

1 10
Como |0 1 1[=2=20 — mn(d)=3
1 01

Calculamos el rango de A"
|[A']|=0 = rman(A') =3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la dltima ecuacién y
aplicar la regla de Cramer:

310 1 30 113
511 0 51 01 5
_401_2___141_4_‘_104_6_
T A Bt T i i Sl ek
Solucion: x=1, y=2, z=3
b) 3x+4y=4 3 4 3 4|4
2x+6y=23 A=|2 6] A'=[2 623
—2x+3y=1 -2 3 -2 31

Como |A4'| =-309 = 0, entonces ran(A") =3 = ran(A).

El sistema es incompatible.
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1 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
3x -5y +z2=0 x— y—- z=0
a)) x-2y+2=0 b)ix+ y+32=0
x+y =0 x-5y-92=0
x+11y—4z=0 ( 5 0
) —2x + 4y+ z=0 " 3x+y+ 2z , _0
¢ x+ y-2z=0 ¥y B t_O
2x—16y +5z=0 A
) 3x—5y+2=0 3 -5 1
x=2y+z=0p |A|=|1 -2 1|=-520 — ran(A) = 3 = n.? de incégnitas
x+y =0 1 1 0
El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, 2=0
b)x— y— 2=0 1 -1 -1
x+ y+3z=0p |[A|=|1 1 3[=0
x=5y-9z=0 I -5 -9
-1

Seleccionamos el menor =220 — ran(d) =2

1 1

Podemos suprimir la 3.2 ecuacién y pasar la z al segundo miembro:

X—y=2 X=-z
x+y=-3z| y=-2z

Soluciones: x=—-\, y=-2\, z=1A
o x+11y—4z=0

1 11 -4
2x+ 4y+ z=0 . :
-2 4 1|=-18 = ran(A) = 3 = n.? de incognitas
x+ y—-2z=0 5
2x— 16y +52=0 B

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, 2=0

d) x+y+5z =0 1150
3x—y -2t=0py A=(3 -1 0 2
x—y+ z— t=0 1 -1 1 -1
1 15
3 -1 0[=-1420 — ran(4)=3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la 7z al 2.° miembro:

x+y+52=0
3x—y =2t
X—_y+ zZ=t
0 1 5 1 0 5 1 1 O
2t -1 0 3 2+ 0 3 -1 2¢
t -1 1| _—7¢ 1 ¢ 1 7t —t 1 -1 ¢ 0
= = =—; = = = 5 = = =0
X “14 4720 “14 14720 % “14 “14

Soluciones: x=MA, y=-\, z=0, t=2A
14
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2 Resuelve.
x-2y+32=0
) y+ 2=0
2 x-3y+22=0
—x + 5y =0
[(x - 2y + 32 = 0
b) y+ z2=20
x -3y +2z =0
—-x + 5y + 32 =0
x + 3z =0
) y - =0
I x+ ¥y +2t=0
2¢+2y+3z+ t=0
x + 3z =0
- t=0
d) "
x+ y + 2t =0
2x + 2y + 32 + 9t = 0
a) x—2y+3z=0 1 2 3
¥+ z=0 - 0 1 1
x—3}/+2z=0 11 -3 2
—x + 5y =0 -1 5 0
Calculamos el rango de A:
| 1 -2 3 1 -2 3
0 1=1::O;O 1 1|=0;10 1 1|=0
1 -3 2 -1 5 0

Por tanto, ran(A) = 2. Elsistema es compatible indeterminado.
Para resolverlo, podemos prescindir de las dos tltimas ecuaciones y pasar la z al segundo miembro:

x—2y=-3z| x=-3z2+2y=-3z2-2z=-5z
y=-z | y=-2
Soluciones: x=-5\, y=-\, z=2A

b) x-2y+32=0

y+ z=0
x=3y+2z=0
—x+5y+32=0

El menor asociado a las 1.2, 2.2 y 4.2 ecuaciones es:

1 -2 3
0 1 1{=320 — man(A) =3 = n.°de incdgnitas
-1 5 3

El sistema tiene solucién tnica, que es la solucién trivial por ser homogéneo.

Solucion: x=0, y=0, z2=0
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c x + 3z =0 1 03 0
y —=0l {010 1|
cry  w2-o[ 47|11 0 2 [P 1AI=0
2x+2y+3z+ t=0 22 3 1
1 03
0 1 0|=-320 — ran(A) =3 < n.°de incdgnitas
1 10

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién y pasar
la 7 al segundo miembro:

3z

x— 3z=0 z:%:?:t
J =1 y=t
X+y =-2t| x=-2t—y=-2t—t=-3¢

Soluciones: x=-3\, y=\, z=A, t=1A

d =x +3z =0 1 03 O
y - t=0 (010 -1 T
X+ y £ 2520 |A| = 110 2 =-2420 — ran(A) = 4 = n.° de incdgnitas
2x+2y+3z+9:=0 2 23 9

El sistema tiene solucién tnica, que es la solucién trivial por ser homogéneo.

Solucion: x=0, y=0, 2=0, t=0
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8 ) DISCUSION DE SISTEMAS MEDIANTE DETERMINANTES
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1 Discute y resuelve.

x+ y+az=0 x+ y=£k

a) yax— y =-1 b) {kx- y=13

x+4y+62=0 5x+3y=16
Q) x4 y+az=0 1 1 a 1 1 4|0
ax— y =-1¢ A=|a -1 0|; A'=|a -1 0 -1
x+4y+06z=0 1 4 6 1 4 6|0

YA ryy a=2
|A|=4¢Z2—5ﬂ—6=0—>d= 5+4/25+96 518121:51811 <
a=

8 - -3

4
* Si a=2, queda:
1 1 20 1
A'=12 -1 0/|-1 Tomamos el menor: ) _1‘ =320 > mn(d)=2
1 4 6 0
S —
A
1 1 O
2 -1 -1{=320 — mn(A") =3 =ran(A) — Elsistema es incompatible.
1 4 0
* Si a:—%, queda:

1 1 -3/410

1 1
A'=(-3/4 -1 0 |-1]| Tomamos el menor: S A =2
-3/4 1| 4
1 4 6 0
%f—/

A

1 1 0

-3/4 -1 -1|=320 — ran(A") =3 = ran(A) — Elsistema es incompatible.
1 4 0

*Siaz2y a=-3l4 = ran(A) = ran(A") = n.° de incégnitas = 3, el sistema es compatible deter-
minado. Lo resolvemos:

0 1 « 1 0 «
-1 -1 0 a -1 0
0 4 6 6 — 4a 1 0 6 -6
X=- =7 ) )
4a°-52—-6 4a”"-5a-6 4a“—5a2—-6 4a“-5a-06
1 1 O
a -1 -1
1 4 0 3

Z = =
4’ —54-6 4a*—54—-6

6—4a ___a—6 7= 3
4a*> —54-6 44> —54-6 4a*> —54-6

Solucion: x =
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b) x+ y=# 11|k
kx— y=13¢ A'= |k -1 13
5x+3y=16 5 316
%/_/
A
k=2
|A'|=3k*~11k+10=0 — k= 12/121-120 _ 1121 —
6 6 kZ?
* Si k=2, queda:
1 1]2
A'=|2 -113
5 316
—
A
11
Tomamos el menor: 2 —1‘ =320 — ran(A) = ran(4’) = 2 = n.° de incignitas

El sistema es compatible determinado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la 3.2 ecuacidn:

x+y=2
2x—y=13

y=2-x=2-5=-3

} Sumando: 3x=15 — x=5

Solucion: x=5, y=-3

e Si k= %, queda:

1 1/]5/3
A'=(5/3 -1 13
5 316
H—/
A

1 1
‘ ‘: -8 20 — ran(A) = ran(A’) = 2 = n.° de incdgnitas

53 -1|" 3
El sistema es compatible determinado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la 3.2 ecuacién:

5
X+y==
5 3 Sumando: §x=£—>x=ﬁ=£
2x—y=13 3 3 8 2
3
O, 11 _-=23
T3 TG
Solucion: x = %, y:%

*Si k=22 y k= % — ran(A') =3 = ran(A), el sistema es incompatible.
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2 Discute y resuelve, en funcién del pardmetro a, el siguiente sistema de ecuaciones:

(a-Dx+ y=0
(@a-1)x+(@+1)y=0

(@a—1)x+ y=0 4 a-1 1
(@-Dx+@+)y=0[ 7“7 \a=1 a+1

11 =0
|A|=(a—l)‘1 d+1‘=(a—1)(a+1—1)=a(a—1)=0<;l:1

* Si 2=0, queda:

_ -0
X } y=x — Sistema compatible indeterminado.
—x+y=0

Soluciones: x=MA, y=»A
* Si a=1, queda:

=0
J } Sistema compatible indeterminado.
2y=0
Soluciones: x=N\, y=0
*Siaz0yazxl - ran(4)=2

El sistema tiene solo la solucién trivial: x=0, y=0
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G ) CALCULO DE LA INVERSA DE UNA MATRIZ
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1 Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

1 -1 -1
-1 0 3

-2 5 3

A:

Calculamos la inversa de la matriz A:

|A|==120 — existe A7!
-1 _
O (A,']') (A]'i) A~ |A| (A ;)
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 -3
8 53| >[-8-53]>-9 52| 4"'=
-3 2 -1 -3 2 -1 -5 -3 -1
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B|=-3 20 — existe B!
o (Bz'j) (B]'z') B! |B| (B ;)
21 -2 -1 21 5 -1 21
c12) 7\ 27 a2 78 Tl 2
2 Calcula la inversa de estas matrices:
At ) 5o
1
Calculamos la inversa de la matriz A:
|A|=-120 — existe 47!
11
O (Aij) (Aji) A7 = T4l (A]l)
7 2 7 =2 (7 —4 (7 —4
41/ 7 \ca 1) 7\ 1) 74 T\
Calculamos la inversa de la matriz B:
|B| =320 — existe B!
O (Bij) (le») B7l= |B| (B ;)
1 -1 =2 1 1 =2 1 3 -1
31221 > (3 12 21| >|1 12 -4| > B'=
-1 4 8 -1 -4 8 -2 21 8

20

1
3

15 8 3
9 52
5 31
10
1
3
1 3 -1
1 12 -4
-2 -21 8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
A 4
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1. Estudio del rango de una matriz que depende de un parametro

Hazlo tu

* Estudia el rango de las siguientes matrices segtin los valores del parimetro %:

1 1 21
2 3 81
-1-11 £k
-1 1 -21

1 -2 3 2 1k£1
aaM=(-3 6 9 6 b)N=(21 & c) P=
kE -4 6 -4 111

a) El menor formado por las tres primeras columnas es:
1 -4 3
-3 6 -9
k -4 6
*Si bz22 — ran(M)=3
*Si k=2:
1 -2 3 2
M=|-3 6 -9 6
2 -4 6 -4

Todas las columnas son porporcionales, luego ran (M) = 1.

=9k2-36k+36 —> 9k%2-36k+36=0 — k=2

b) Hallamos los valores que anulan el determinante de /V:
1 £ 1 boD
IN|=|2 1 k| =k*=3k+2=0<_
k=1
1 11
*Si k22 y k=1 = ran(N)=3
* Si k=2:

2
N = =320 > ran(N)=2

— N
—_ = N
—_ N =

e Si k=1:

11

N= 21

==120 = ran (N) =2

— N
—_ = =

1
c) Resolvemos la ecuacién |P| = 0:

1 1 2 1| a»
2 -3 8 1| @y-2-019
7] = 1 -1 1 k| GI+09
-1 1 =2 1| @H+a9

e Si b22 — ran(P) =4
e Si k=2 — ran (P) <4

1 1 2 1
2 3 8 1
-1 -1 1 2
-1 1 21

—
\®]

1
4 -1
3 k+l|”
0 2

-5 4 -1
0 3 k+1|=8k-16=0 > k=2
2 0 2

©c oo~
|
v ool

1 1
‘2 _3‘=—5¢0—>mn(]))22; 2 3 8|=-1520 > ran(P)=3
-1 -1 1

21
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2. Regla de Cramer
Hazlo tu
* Resuelve aplicando la regla de Cramer.
x+y— z=4
_5y=8
) 7x -5y b){ x—y _3
-3x+2y=-9
5x+y-3z=18
7 =5 8§ -5 7 8
a) |A4] = ‘_3 ) ’ =-1; |A,|= ‘_9 ) ‘ =-29; |4)]= 3 _9‘ =-39
_ =29 _ _-39 _
X= 29, y = 39
Solucién: (29, 39)
1 1 -1
b)[A[=]1 -1 0[=0
5 1 -3
1 1
‘1 _1‘ =220 > ran(d)=2
Quitamos la 3.% ecuacidn por ser combinacidn lineal de las anteriores:
x+y—z=4
x—y =3

Pasamos z al segundo miembro para tener el mismo nimero de incégnitas que de ecuaciones. Hace-

mos z=A (pardmetro).

x+y=4+A
x—y=3

4+A 1 1 4+A
I
&Wwwnm:<l57,x;1)

22
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3. Estudio de la compatibilidad de un sistema

Hazlo tu

* Estudia el siguiente sistema segun los valores de % y resuélvelo cuando sea posible:

-

x+ y—-z=4
=y =3
x +z=1
Bx+4y+z=k
Buscamos el valor de % parael cual |4'| = 0.
1 1 -1 4| a» 1 1 -1 4
-2 1 -1
, 1 -1 0 3| @9H-019 0 -2 1 -1
|A|=1 o 1 1l 6n-an “lo 21 2 _3 =|-1 2 -3 |=15-3k=0 > k=5
304 1 k@930 o 1 o4 gorpf IO RSR2

*Si k25 = ran(A') =4 — elsistema es incompatible.

1 1 -1
*Si k=5 > ran(A)=ran(A')=3, yaque |l -1 0[=-3=20
1 0 1

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, eliminamos la cuarta ecuacién y aplicamos la
regla de Cramer:

4 1 -1 1 4 -1 1 1 4
3 -1 0 1 3 0 1 -1 3
o 1y g s MU 1] 1 _I1 O 1] 5
S S S T
Solucion: (%,—%,—%)
Pagina 92
4. Discusion de sistemas aplicando el teorema de Rouché
Hazlo tu

* Discute los siguientes sistemas de ecuaciones y resuélvelos cuando sean compatibles:

1 x +2z= 3
X+ y+ z=a-

3 =-1
a)\2x+ y+az=a b) x+2yi z——2
x+ay+ z=1 . ;+mz=—5

1 11 a-1 1
)21 a a | > |A=|2
1 a1 1

a=2
=’ +3a-2 =0<_ :

a =
1

QN =
i U

*Sia=2yaz-1— ran(d)=3=ran(A") — elsistema es compatible determinado.

Para cada valor de # distinto de —1 y 2, tenemos un sistema con solucién dnica, que por la regla de

Cramer es:
a-1 11 1 a-1 1 11 a-1
a 1 a 2 a a 21 a
1 a 1 1 1 1 1 a 1
¥=" V= » 2= T
—a” +3a-2 —a” +3a-2 —a” +3a-2

23
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Solucién: <a+1, ﬂ, __4 )
a—1 a—1

Son tres planos que se cortan en un punto.

e Sia=-1:

; 1 =—120 = ran(A)=2

1 1 =2 El sistema es incompatible.
2 1 -1(=3=20 — ran(4)=3

1 -1 1

Son tres planos que se cortan dos a dos.

e Sia=2:
x+ y+ z=1 1 1 11
2x+ y+2z=2¢ A'=|2 1 2|2
x+2y+ z=1 1 2 11
b1 120 A =2
| =—1= —> ran =

Como la columna de términos independientes es igual a la columna de coeficientes de z, tenemos
que ran(A") =2 =ran(A), el sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro:

x+y+ z=1
2x+y+2z=2} — x=1-4, y=0 z=1

Los planos se cortan en una recta.

b) Empezamos estudiando el rango de A"

1 0 2 3 %) 1 0 2 3
o131 1 -1 es-3-a 3 1 -5 -10
4] = 0 2 -1 =2 69 0 2 -1 =2
1 -1 m -5| #9-019 0 -1 m-2 -8
1 -5 -10
Por tanto: [A'|=|2 -1 2|=-18m-36=0 = m=-2
-1 m-2 -8

e Sim=-2,ran(A") =4 = ran(A):

* Si m = -2, calculamos el menor formado por las tres primeras filas, en el que no interviene :

1 0 2
31 1(=9— ran(A)=ran(A") =3 — Elsistema es compatible determinado.
0 2 -1

Resolvemos el sistema formado por las tres primeras ecuaciones y obtenemos:

x=-1,9=0, 2=2

24
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5. Calculo de la matriz inversa
Hazlo tu
* Dada esta matriz:
10 -1
A=(0 a 3
4 1 —-a

a) Halla los valores de 4 paralos cuales A es regular.

b) Para a =2, halla la matriz inversa de A.

1 0 -1
a=3
a) |A|=10 2 3 |=-a’+4a-3 —>—az+4a—3=0< )
41 —a ‘=
A esregularpara =3 y a=1.
b) a = 2:
|A| =1
1 0 -1 -7 12 -8 -7 -1 2
A={02 3| > Ay)=|-1 2 1| > A"=12 2 -3
41 =2 2 -3 2 -8 -1 2

25
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1. Sistema compatible para cualquier valor del parametro

® Sea el sistema de ecuaciones:
ax + y+ z=a+2
2x —ay + z=2
X— y+az=a

a) Comprobar que es compatible para cualquier valor de a.

b) Calcular su solucién en forma matricial en el caso « = 0.

¢) Resolver para 2 =1 utilizando el método de Gauss.

*Si az-1 — ran(A) =3 =ran(A’) — el sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

a 1 1
|2 —a 1|==4?-1=0 - a=-1
1 -1 a
eSi a=-1:
—x+y+z= 1
2x+ y+z= 2
x—y—-z=-1
-1 1

21 =320 — ran(d) =2

Afadimos la columna de términos independientes:

El sistema compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

-1 1 1
2 1 2|=0— ran(A)=2=rn(A)
1 -1 -1

Es compatible para cualquier valor de a.

b) 2 = 0:
0 1 1\ [x\ /2
2 0 1|{y|=(2] > AX=B > X=A"'B
1 -1 0 z 0
0 1 1\ /-1 1 -1
2.0 1] =|-1 1 =2
1 -1 0 2 -1 2
-1 1 -1\ {2\ o
X=(-1 1 =2]-[2]=|0
2 -1 2/ \o/ \2
c) a=1:

26
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1 1 1|3\ a3 1 1 1|3 (1.2

2 -1 1]2] @y-2-09 0 -3 —-1|-4| @»

1 -1 1/1/] GB»-013 0 -2 0 =2/ 3-39-2-29
1 1 1 3

0 -3 -1 4| - x=1,y=1, z=1

0o 0 2|2

2. Anadir una ecuacion a un sistema

¢ Anadir una ecuacién al sistema
2x—y+2z=1
x+y— z=3
de modo que sea:
a) incompatible.
b) compatible determinado.
¢) compatible indeterminado.
{ZX —y+2z=1
a)
x+y— z=3
Hacemos (1.2) + (2.3) — 3x+z=4

Cambiamos el término independiente — 3x+z =5

El sistema:
2x—y+2z=1
x+y— z2=3
3x + z=5

es incompatible.

b) {2x—y+2z=1 4

- x=

1

x+y— z=3 3 3

Una solucién es: x =4, y=2, 20
na solucion es: x=-, y=3 2

Afadimos la ecuacién 5x—4y =0

El sistema:
2x— y+2z=1
X+ y— z=3
S5x—4y— =0

es compatible determinado.
c) Hacemos (1.2) + (2.3) — 3x+2z=4

Ponemos esta nueva ecuacion que es combinacion lineal de las anteriores.

El sistema:
2x—y+2z=1
x+y— z2=3
3x + z=4

es compatible indeterminado.
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3. Rango de una matriz que depende de dos parametros

¢ Estudiar el rango de esta matriz:

1 -1 -1 5
B={-11 0 2
1 a 2 22
ran(B) <3
1 -1 -1
-1 1 0|=a+1
1 a 2
Siaz-1 — rmn(B)=3
1 -1 &
-1 0 2|==2b-4
1 2 2

Si b=-2 — ran(B)=3
Sia=-1y b=-2 —> ran(B)=2

4. Resolver una ecuacion matricial

2 m 0
® Dada la matriz A={ 0 0 m|:
1 -10

a) Calcular los valores de m paralos que A tiene inversa.

b) Para m =1, calcular la matriz X que verifica X4 + X—24=0.

2 m 0
A0 0 m|=m*=2m
1 -1 0

m:_2m=0 — m=0, m=2
Sim20y m=2 — A tiene inversa.

b)XA+X-24=0 = X(A+1) =24 — X=24(A+ 1)
1

Para comprobar que este paso es valido, veamos si (A4 + /)~ existe.
-2 10 100 -1 10
A+I=({0 0 1]+|010]=l0 1 1
1 -10 001 1 -11
| A+ 1] =-1, luego tiene inversa.
-2 1 -1
A+Dt=|-11 -1
1 01
-2 1 0\/-2 1 -1 6 22
X=2{0 0 1)-11-1|=(2 0 2
1 -1 0/\1 0 1 -2 0 0

28
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Para practicar

Determinantes

1 Calcula el valor de estos determinantes:

181 3 4 -6 7 8 0 0 31
all7 0 b)|2 -1 1 |0 -7 3 d|-2 02
16 -1 5 3 -5 1 01 3 40
181 3 4 -6 7 8 0 0 31
a)|l1 7 0]=0 b)[2 -1 1]=0 |0 -7 3|=-25 d)|-2 0 2|=10
1 6 -1 5 3 -5 1 0 1 3 40
2 Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 4 -5 a-1 1 -1 211 a+l 1 1
all -1 1|=0 b)] 0 a4+6 3 |=0 0|02 2|=0 d| 1 2 4(=0
1 -1 a a-1 2 0 23 4 1 a2
3 4 -5
)|l -1 1|=7-7a=0 — a=1
1 -1 a
a—1 1 -1
b)| 0 4+6 3 |=a2+24-3=0 > a=1, a=-3
a-1 2 0
21 1
|02 2|=4a2-12=0 = a=43, a=—43
23 4
a+l 11
Dl 1 2 al=-a3-4a?+6a=0 > a=-3, a=0, a=2
1 a2
3 ;Qué valor de 2 anula estos determinantes?:
all a-1 1 -1
alll11 by 0 a-2 1
01 a a 0 2
1 1 2 a+l 1 1
Jla 1 2 d|-a-10 -2
1 a+1 0 0 1 a%-a-1
all a 11
a) |11 1|=]1-2 0 0|=(@-1)@-1)=@-17%=0 - a=1
01 a 0 1 a
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a-1 1 -1
b)| 0 24-2 1|=2@-1D)@-2)+a+a(a-2)=2(a-1)a-2)+ala-1) =
a 0 2
a=1
=(@-DBa-4=0<T__ 4
-3
1 1 2 1 1 2 o1
dla 1 2/=]a=10 0|=(1-2(2-20)=-20-a)(1+a)=0 <_ X
1 a+1 0 0 a =2 ==
a+l 1 1 a+1 1 1
d)|-2-1 0 -2 = 0 1 -1 =@+ 1)(a?-a) =
0 1 d-a-1l |0 1 2-a-1

a=0

=¢z(¢z+1)(ﬂ—1)=0<a=1

a=-1

4 Halla el valor de los siguientes determinantes de orden 4:

1020 21-31
0300 3110
V4005 Dso0 3 1
0601 5221
1020

0300()030
V400 =2§2?=2.(_1z)=_24
0601

(1) Desarrollamos por la 3.* columna.

FILAS

21 -3 1] an 21 31
3110 2.3 31 1 0

bl 0 5 1| Ga-a 2 -1 6 0|
52 -2 1] @H-09 31 10

(1) El determinante se anula, puesto que tiene dos filas iguales.

ssi|” " = -5, scudl es el valor de cada uno de los siguientes determinantes? Justifica las respuestas:
a)‘m+3n p+3q’ b)‘P m o 3n —m‘
o q q » 39 »
P 2m ‘ 1 nim ‘m Sm‘
Vg 20 Vmp mg D15 s
m+ 3n p+3q‘ a |m p’ Q |m n
a) = = =5
n q n g ?q
mi(2 3
b)‘P |7 9 (=)_‘m " sy _s
q n m n Yy
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3n —m| @4
0 no—m @ nm’(z)3‘m n‘=3'(_5)=_15
39 2 q ¢ r 4
2m m
d P (i)2l’ (32]? 9(2)_2’7%71 _ 2.5 =10
q 2n q n m n ? 9
1 n/m‘(4) 1 ‘m n| |m n
C) = -m = = _
mp. mq m p gt 'pr 9q
m Sm
f) » 5p ‘ =0, pues las dos columnas son proporcionales.

(1) Si a una fila le sumamos otra multiplicada por un nimero, el determinante no varia.

(2) El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.
(3) Si cambiamos de orden dos filas 0 dos columnas, el determinante cambia de signo.

(4) Si multiplicamos una fila 0 una columna por un niimero, el determinante queda multiplicado por
ese numero.

a 0 2a
6 a) Resuelve la ecuacién |A|=0 siendo A=( 0 a-1 0 |

—a 0 -a

b) Obtén el valor del determinante de la matriz 24 para a = 3.

a 0 2a| a3 a 0 2a
a) |0 a2a-1 0] @9 =0 a-1 0|=a%(a-1)=0 > a=0, a=1
—a 0  —al G3H+13 0 0 a
306
b)Sia=3:124=2°|0 2 0|=2%.18=144
-3 0 -3

Rango de una matriz

7 Estudia el rango de las siguientes matrices:

10-12 1-12
- 213
a)|23 1 =2 b)
24 2 1 305
1 21
1 -1 2
a) El rango es 3, ya que el determinante (2 1 -2|=15=0.
2 2 1

b) 4.2 fila = 2.2 fila — 1.2 fila.
3.2fila=1.2fla+ 2.2fla.

1 -1 2
P ) 21 3 1 -1 2
oranto: ran | 5o | =ran|, | 5
12 1
Como ) _1‘:3¢0—>Elrangoes2.
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8 Halla el rango de estas matrices:

35 1 1231 -1 2-1.0°0 120 3
6 10 2 - 00 2 -1

a)Az10 1 b)Bzf(S)ggi c)C=02_10 d)ng;—;—Z
45 0 20 -10 B
35 1
6 10 -2

VA= 5
4 5 0

01
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 5 0’ =520 = ran(d) =22

Las dos ultimas filas son linealmente independientes.

Veamos si la 2.% fila depende linealmente de las dos tltimas:

6 10 -2
1 0 1|=0 — La2.?filadepende linealmente de las dos tltimas.
45 0

Veamos si la 1.% fila depende de las dos tltimas:

351
1 0 1| =10 =0. Por tanto, ran (4) = 3.
450

1231 -1
b)B=14 5621
1003 4

Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: -5=0

45‘
10l

Las dos primeras columnas son linealmente independientes. Luego, ran (B) = 2.

Veamos si la 3.2 columna depende linealmente de las dos primeras:

123 5 3
456 :’5 6‘:—3¢0.Portanto,mn(B):3.
100

2-10 0
00 2 -1
9C=10 2 1 0
2

0 -1 0

Calculamos |C |:

FILAS
2-10 0 1.9 2-10 0
0 2 -1
c 00 2 -1 (2.9 00 2 -1l 5 1 0
||‘02—10‘<3.a> 02—10‘1_10‘
20 -1 0 (45 -a9 01 -10 -

=22-1)=2=20 - mn(C)=4

(1) Desarrollamos por la 1.2 columna.
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12 0 3
d)D=101 -1 2
27 -30
1 2
Tomamos un menor de orden 2 distinto de cero: 01l* 0

Las dos primeras filas son linealmente independientes.

Veamos si la 3.% fila depende linealmente de las dos primeras:

~1|=-3-4+7=0

> La 3.2 fila depende linealmente de las otras dos.
2|--8-6+14=0

DO = N -
N o= NN~
|
OV}

Por tanto, ran (D) = 2.

Comprobamos. [El cdlculo del rango de las matrices propuestas por el enunciado es una
buena ocasién para que el alumnado trabaje esta técnica].

Estudia el rango de las siguientes matrices segn el valor del pardmetro que aparece en ellas:

210 a 1 0 2 -1a 111
DAd=[11 =2 b)B=|-1 24 -2 OC=\a 3 4 dD=(1-a1
31 a 1 -1 2 3-12 11 a
210
a)|[A|=]11 -2|=2a4-6+4-a=a-2=0 - a=2

31 a

21
*Si 2=2 — Como |A4|=0y ‘1 1‘=1¢0 — man(Ad) =2

*Siaz2 — |A|=20 > rn(4)=3

a 1 0

a=0
b)|B|=|-1 22 2| =4a?-2-2a+2=4a>-22=0 — 24(24—1)=0<ﬂ_L
1 -1 2 )

1

0
1 2‘:2::0 — ran(B) =2

Observamos que
*Sia=0 — |B|=0 = rnn(B)=2

. Si a:% — |B|=0 = mn(B) =2

'SiazOyazé — |B|#0 — ran(B)=3
2 -1 a
O|Cl=|a 3 4|/=12-4?>-12-92+8+2a=-a>-7a+8=0 —
3 -12

N - 49+32=7¢m=7129 <zz=1—8
— 4o

-2 -2
3 4‘
-1 2

Observamos que =1020 — ran(C) =2
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Por tanto:

*Sia=1 > |C|=0 - mn(C)=2
*Sia=-8 = |C|=0 - mn(C)=2
*Siazlya=-8 = |C|20 = ran(C)=3

1 11
a=1
DID[=|1 =2 1|==a?+1+1+a-1-a=-a?+1=0<_ X
11 a ==
1 1 1 11
*Sia=1—>D=[1-11 %‘1 1 20 = ran(D) =2
1 1 1
11 11
*Sia=-1 >D=|11 1 —)‘1 1 20 > rman(D) =2
11 -1
*Siazlyaz-1 - |D|20 > mn(D)=3
1 1 1
10 Halla los valores del parimetro m para los que el rango de A=|m m? m?| es menor que 3.
m m m?
1 1 1 1 0 0 1 0 0
m om> m*=\m mt—m mt—m|=m*=m)|m m*—m 1|=
m m m*l Am 0 m* —m m 0 1
1 00 1 00
= (mz—m)2 m 11 :(mz—m)2 m 10 :(mz—m)2
m 0 1 m 0 1
m2-m?=0 > m=1, m=0
Si m=0 o m=1, entonces ran(A) <3
11  Estudia el rango de la matriz M segin los valores de z.
1 2 31 1 04 2 11 1+#+11 t 1 30
aM=|1 t 3 2 bpM=({0 ¢t 4 0 oM=(t 0 0 2 dM=(1 ¢+ 21
1 8-3 3 -2 -13 ¢ -2 0z 2 0 22t5 ¢
1 2 31
agM=|1 ¢+ 3 2
1 8-3¢r 3 -2
131
1 3 21]=0
13 =2
A Y g e e
g =9 - “30-6 37 3¢—2) 370 2 rrM)<
1 8-3¢ 21 [0 6-3¢ -3

31
Tomamos un menor de orden 2: ‘3 ) ‘ =3=0 — ran(M) =2, para cualquier =
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1 04 2
b)M=(0 ¢t 4 0
-1 3 ¢t -2
1 4 2
0 4 0(=0
-1 ¢z -2
1 0 2
0 # 0]|=0
-1 3 =2
04 2
t 4 0[=2t2+8t-24
3 ¢ =2

202+ 8:-24=0 = t=2, t=-6
Sit#2ytz—6 - ran(M)=3

4 2
Tomamos un menor de orden 2: ’ 40 ’ =-8

Si t=2 = ran(M) =2
Si t=—6 = ran(M) =2

11 £+1 1
OM=lt0 0 2
0+ 2 0

1 t+1 1

0 0 2|=2t2+2t-4

t 2 0

202+ 2t—4=0 = =1, t=-2

1 t+1 1

t 0 2|=2t-4

0 2 0

2t—4=0 = t=2

Como se anulan en puntos distintos, tenemos que 7an(M) = 3, para cualquier z

t 1 30
dM={1 ¢ 21
2 2t 5 ¢
tr 13
1 ¢t 2|==t?-1=0 - t==1
22t 5
t 10
1 ¢ 1|=£2-22142=0 > t==1, =2
2 2t ¢
1 30
t 2 1|=-3t2+8t-5=0 > zt:l,zt:i
2t 5 ¢ 3
Sit=1— ran(M) =3
e Si =1 ran(M) = 2 porque, por ejemplo, 1 ; =-1.

35



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

12 Estudia el rango de estas matrices segtin el valor del pardmetro a:

11 1 2 123
a
12 -3 8 a-1 1 a-2 1-2a -1
A=\ 1 11 b)B:;églsz c)C:<1 —a2a—1) d)D:<a a 2a>
1-11 -2

a)Si |A|=0 - a=2
*Sia=2 — ran(4)=3
*Siaz2 — ran(d) =4

123 a
b)B=(2 4 6 8
369 12

* Si @a=4 — las cuatro filas son proporcionales — ran(B) = 1

20 — ran(B) =2

a=1
=+ 1=0<_ .
a=—

S 4 ‘Sa
1 a# —> 6 8

(4_1 1 ) a -1
c) C= -

1 —a 2a-1 1 —a

* Si =1, queda:

c 1 -1 1 o)1
=11 1 1 — ran(C) =

* Si a=-1, queda:

C—l—ll ‘—11‘
“\1 1 33/ 711 =3

*Siazlyaz-1 —> ran(C)=2

=220 — ran(C)=2

a-2 1-2a -1 a-2 1-2a a=0
— = 2_ — 2: 2— =
d)D_< ; ; 24)—) , , |=a7-2a-a+2a"=3a"-3a 0<4=1
Siac0 o p- (17! D) =1
ia=0 — D= 00 0 — ran(D) =
-1 -1 -1

eSia=1— D= < ) — Las dos filas no son proporcionales — ran (D) =2

1 1 2
*Siaz0 — ran(D)=2
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Pagina 96

Teorema de Rouché. Regla de Cramer

13 Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son compatibles o incom-

patibles:

x— y=6 x+ y— z=-2 2x+3y-2=3
a) 4x+ y=-1 b) 2x— y-3z=-3 01—=x-5y+2=0
5x+2y=-5 x—-2y-2z=0 3x+ y-2=6
-2
x—y-2z=2 zi2y+7z_() x+3y+ z=-1
d) 12x+y+3z=1 e) y-/z )] x- y- z=-1
3x + z=5 y+ z=-l 2x+ y+3z=5
2x + 3y =0 Y
a) x— y=06 1 -1, 6
4o+ y=-1p A'=[{4 1 -1
5x +2y=-5 5 2 -5
H—J
A
1 -
Como 4 1 =520y |A'| =0, tenemos que: ran(A) = ran(A') = 2 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la tercera ecuacién:

—y=6 | S do: 5x = =1
x—y } umando: 5x=5 = x ;So[ucz'o'n:x=1»}’:_5

4o+ y=-1| y=-1-4x=-1-4=-5
b x4+ y— z=-2 11 -1/-2
2x— y-3z=-3p A'=(2 -1 -3 -3
x—2y-2z=0 1 -2 =210
%,—/
A
1
Tenemos que |A| =0 y que ) _1‘ =320 — ran(d)=2
1 1 =2
Como (2 -1 3|=-3=20 - mn(A)=3=zmn(d)=2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

) 2x+3y—-2=3 2 313
w=5y+z=0p A= {-1 5,1 0
3x+ y—2=06 3 1 -16
%/_/
A
2 3

Como |A4]|=0y ‘_1 _5‘ =—7 =0, tenemos que ran(A4) = 2.

2 3 3
Ademis, [-1 =5 0| =0. Luego ran(A") = 2 = ran(A) < n.° de incdgnitas.

3 16

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la tercera ecuacién:

2x+3y—z=3} 2x—z=3—3y} Sumando: x=3+2y

—x—-5y+2z=0| —x+2=5y 2=5y+x=5y+3+2y=3+7¢

Soluciones: x=3 + 2\, y=A, z2=3+7A
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d) x—y—2z=2 71””—7171 =212
2x+y+3z=1p A'=|2 1311
3x + z=5 3 00115
%,—J
A
21

Como |A4]|=0y ‘3 0‘ =-3 20, tenemos que ran(A) = 2.

1 -1 2
Como |2 1 1|=620 —> ran(A")=3=mn(A) =2

3 0 3

Por tanto, el sistema es incompatible.

e) x+ y+ z=2 11 112
x—=2y-72=0 4 1 2 -7/ 0
yez=—ll 7 lo 1 101
2x + 3y =0 2 3 010
%/_/
A
1 1 1
Como |1 -2 -7|=5=20 7y |A'| =0, tenemos que ran(A) = ran(A’') = 3 = n.° de incégnitas.
0 1 1

El sistema es compatible determinado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1 1 1 2
0o -2 -7 1 0 -7 1 -2 0
-1 1 1| 15 0 -1 1] _19 0 1 -1| s
S . N b R SO ) L R, SR Sl B I |
X 5 5 J 5 5 o 5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

f) x+3y+ z=-1 1 3 1 -1
x— y— g=-1¢ A'=|1 -1 -1 -1
2x+ y+32=5 21 3|5
N
A
Como |A|=-14 =0, tenemos que ran(A) = ran(A") = 3 = n.? de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

103 1 1 -1 1 13 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
15 1 310 4 o125 31 14 . . 121 5] 28
o v v VA 7L S VA

Solucion: x=0, y=-1, z=2
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) [8e+ 14y -2 b x”"z”:;
Y 13x- sy=11 x-y o ois
z—t=0
32—y =2 x-y-z+t=4
©012x+ y+ 2=0 d
X+y+z—t=2
3y+2z=-1
a) 8x+ 14y=2 4 8 14| 2 4 820
3x— sy-11] A7 \3 =5 11) 7 14l=-82=
%,—/
A
‘2 14‘ 8 2
~ 11 —5__164__ _311_82_
" s s H YT s s
Solucion: x=2, y=-1
b)x+y-z+r=1 1 1 —131 1 1 1 -1
x—y —t=2p A'={1 -1 0 -1 2| — Tenemosque |1 -1 0|=-2=0.
2-1=0 00 1.-10 00 1
| S —
A
1- 1 -1 1 1—¢ -1
2+t -1 0 1 2+ O
= r 0 1 _—3—t _3+t  _ 0 ¢ 1 _l+r_—1-¢
-2 -2 2’ -2 -2 2
1 1 1-¢
1 -1 2+¢
a 0 O t __21-_
zZ = ) —_2 =t
Soluciones: x=3+7b, =_1_7”, z=MA, t=A
2 2
) 3x— y =2 3 -1 0 2
2x+ y+ 2=0 A'=12 1 1|0 —>|A|=1¢O
3y+2z=-1 0 3 2 -1
| —
A
2 -1 0 3 2 0 3 -1 2
0o 1 1 2 0 1 2 1 0
B T s O P - I
X = 1 = 1 —_1; }/— 1 - 1 —_5’ Z = 1 —1—7
Solucion: x=-1, y=-5, z=7
dx—y—z+t=4| x—y=4+z-1¢ 1 -1
=2=z0
X+y+z—t=2| x+y=2—-z+¢ 1 1
‘4+z—t —1’ ‘1 4+z—1¢
2—z+t 1 6 1 2—2z2+t| _D2_2542¢
= = —= 5 = = 2—1—
X > 5 3; 2 ) Z+t

Soluciones: x=3, y==1—-A+ U, z2=A, t=L
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x+y =5
Jx+y-2=0 x-2y+ z=-2 x+2y+z=0 x +2=0
a)y x+y+z=0 b){2x+ y+ z=-2 )\x- Yy - d y+z=7
y—z=1 X+ y-2z=-2 - y-z=-1 2x+y+2z=11
a) 3x+y-2z=0 31 -10
x+y+z=0p A'=|1 1 10
y—z=1 01 -1]1
—_—
A
Como |A|=-6=0, tenemos que: ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

01 -1 3 0 -1
01 1 1 0 1
il o, 0 o a4
T -6 37T 6 "6
Solucién: x==L, y-2 z-=L
olucidn: x== y=% 2=
b) x-2y+ z=-2 1 =2 1 =2
2x+ y+ z=-2¢p A'=|-2 1 1 =2
X+ y—2z=-2 1 1 =2|=2
%/_/
A
Como ) _1 ‘ =-3y |A| =0, tenemos que ran(A) = 2.
1 -2 -2

310

1 10
R LU R S B |
T T 6 T 26 3

Ademds, |-2 1 2| =18=0. Luego mn(A') =3 = ran(A) = 2.

1 1 =2

Por tanto, el sistema es incompatible.

) x+2y+z=0 1 2 1,0
—~x—y =1 ¢A=(-1 -1 0 1
- y—z=-1 0 -1 -1/ -1
%/_/
A
1 2 1 2 0
Como |A] =0, 1 =1=0y [-1 -1 1
0 -1 -1

ran(A) = ran(A') = 2 < n.° de incdgnitas

=0, tenemos que:

El sistema es compatible indeterminado. Para hallar sus soluciones, podemos prescindir de la 1.2

ecuacién y resolverlo en funcién de y:

X -y =1 x=—1-y
—y—z=-1| z=1-y

Soluciones: x=-1-N\, y=A, z=1-1A
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x+y =5 1 10 5
x +z2=0 |1 0 1]6
y+z=7 A= 0117
2x+y+z=11 211 11
<
A
110
Tenemos que |A'|=0 y |1 0 1|=-2%0. Luego man(A) = ran(A") = 3 = n.? de incdgnitas.
011

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién:

510 150 115

60 1 161 106
7y o4 0 1070 6 5,0 101 7] _8_
e S I e BaEA e e sk
Solucion: x=2, y=3, z=4

16 Resuelve los siguientes sistemas homogéneos:

a)

a)

9x+3y+22=0
x+ y— z=0
12x-3y—2z=0 by (o~ I* =0
2y o 8x+ y+4z=0
rogr &= x+2y-2z=0
x+ y— z=0 x+ y— z=0 1 1'-1
12x—-3y—2z=0 x=2y+ 2=0¢p A=[1 2 1
x—2y+ z=0] 12x—3y—2z=0 12 3 2
1 1
Como |A|=0y ) _2‘ =-3 =0, entonces, ran(A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 3.2 ecuaciéon y
pasar la z al segundo miembro:

X+ y=2
x—2y=—2
z 1 ‘ ‘1 z
=z 22 5 oz 1 =2l 2z 2g
SR R R e
Soluciones: x=%, y:%, z=\
b) 9x + 3y +22=0 9 3 2
3x— y+ z=0 4 3 -1 1
8+ y+4z=0 18 1 4
x+2y-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Como |3 -1 1|=-35#0,entonces ran(A) = 3 = n.° de incégnitas.
8 1 4

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0.
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17 Estudia y resuelve los siguientes sistemas:

X+ y+ z=2

x-y=22=2 x-2y-72=0
a) 12x+ y+3z=1 b)
3 _3 y+ z=-1
voor R 2x+3y =0
Q) x—y-2z=2 1 -1 =22
2x+ y+3z=11 A'= 211 311
3 + z=3 3 0,13
[ —
A
2 1
Como [A|=0y 3 0‘ =-3 =0, tenemos que ran (4) = 2.
1 -1 2
Ademds, |2 1 1|=0.Luego ran (A') =2 = ran (A) < n.° de incdgnitas.
3 0 3

El sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la primera ecuacidn:

x=2ZZ_1_%
2x+y+3z=1| 2x+y=1-3z 3 3
3 3l 3 23 7 Hacemos z = 3A.
xoot A= - y=1-3z-2x=— _?z

Soluciones: x=1-N, y=-1-7A, z=3\

b) x+ y+ 2z=2 1 1 12

x—2y-7z=0 |1 =2 =70

ye z=—1[ 770 1 1141

2x+ 3y =0 2.3 070

N
A
1 1 1
Como |1 -2 -7[=5=%0y |A'| =0, tenemos que:

0 1 1

ran (A) = ran (A") = n.° de incdgnitas = 3
El sistema es compatible determinado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.* ecuacién. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1 1 1 2
0 -2 -7 1 0 -7 1 =2 0
11 1] 715 0 -1 1| _jo 01 -1| 5
S S R ) LU, J o Sl B R
x 5 5 =3 ) 5 5 o 5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1
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Calculo de la matriz inversa con determinantes

18 Halla la matriz inversa de las siguientes matrices:

1 20
a)M=<§ j) b)N=<_35 g) oP={ 111 d) Q
-1 0 -1

a) [M|=2#0 — lamatriz M tiene inversa. La calculamos:

]
— O -
S O =
—_— - O

oL —— Adj (M) —— (Adj (M)’ — Q' = ﬁ (Adj (M)’

)= = =4 e

L (21 o
M= s/ 1 es la matriz inversa.

b)|N| =6 %0 — lamatriz NV tiene inversa. La calculamos:

0 ——> Adj (N) —— (Adj (N))'— N~ = L (Adj (\))*

N
(2 —5) (2 5) (2 0) 1(2 0>_N_1
03/ Vo3 7 \53 7 %6\53)"

1/3 0 o
N-1= 5/6 12 es la matriz inversa.

Q) oy ——> Adj (P) —— (Adj (P))' —— P~ = L (adj (P))’

|7l
-1 0 1 -1 0 1 -1 2 2 -1 2 2
-2 -1 2)% 2 -1 —2)—> 0 -1 —1>+11 0 -1 —1>F1
2 1 -1 2 -1 -1 1 2 -1 1 2 -1
d) o, ——> Adj (Q) —— (Adj (Q))f M= ]34' (Adj (Q))’

0 -1 0 0 10 0 -1 1 0 -1 1
R IR AR B DU Y B (R | e
11 0 1 -1 0 01 0 01 0
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19 a) Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices:

A=

N O -
S =~ N

1
0 B=
3

N © N

10
13
11

b)Resuelve las ecuaciones AX=B y XB=A siendo A y B las matrices del apartado anterior.

121
a)|[A|=|0 1 0| =120 — Existe A~}
203
01y —— Adj (4) —— (Adj (4)) —— A = 4 (4dj ()Y
3.0 -2 3.0 -2 3 -6 -1 3 -6 -1
6 1 -4—(-614|—[0 1 0]—|0 1 0]=A4"
10 1 10 1 2 4 1 2 4 1
210
|B|=]10 1 3] =220 — Existe B!
211
o — Adj (B) ——> (Adj (B)))— B~ = |17| (Adj (B))"
2 -6 2 2 6 -2 2 -1 3 ~1 -1/2 372
1 2 0|—(-1 2 0]—|6 2 -6|]—|3 1 -3|=B"!
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

b)AX=B —» A'AX=A"'B > X=A"'B
3 -6 -1\/210 4 —4 19
X=A'B=|10 1 0o]{013|=[0 1 3
2 4 1/\211/ \=2 3 13
XB=A — XBB!'=AB! - X=AB!

12 1\[-1-1/2 3/2 4 3/2 =712
01o0ff3 1 -3]=3 1 -3
203/\-1 0 1 -5 -1 ©

X=AB"-
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20 Halla los valores del pardimetro ¢ para los cuales las matrices A y B no son regulares y calcula:
a) A7 si t=1. b) B! si £=2.

1 04 10¢
A=(0 ¢ 4 B=(110
-1 3¢ t 01

— 24 4r-12 = _ —4+y16+48 _—4:64 48 t=2
a) |A|=t"+4t-12=0 > ¢= 5 _ . - =4 <t__6

A no es invertible para #=2 nipara #=-0.

1 0 4
Calculamos A7! para t=1: A= 0 1 4| — |A|=-7

-1 31
o ——> Adj (A) ——> (Adj (A))' —> A ﬁ (Adj (A))*
-11 4 1 -11 -4 1 -11 12 -4 -11 12 -4
1253 5|12 5 B[4 5 4o T4 5 4|-a
-4 41 -4 -4 1 1 -3 1 1 -3 1

t=1
b)|B|=1—t2:O<t_ 1

B no es invertible para #=1 ni para #=-1.

Calculamos B7! para 7= 2:

102
B=|110| - |B|=-3
201
0 ——> Adj (B) ——> (Adj (B))' — B~ - |17| (Adj (B))*
1 1 =2 1 -1 =2 1 0 =2 10 2
0 30|=>(0-30]>(-1-32 —>%13—2=B‘1
2 21 2 2 1 20 1 2 0 -1

Para resolver

21 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcién del pardmetro a:

2x— y+ 2z=0 x+y+ z=0 ax+ y— z=0 3x+3y- 2=0
a)y x+2y-3z2=0 b) { ax +2z=0 0y x+ 2y+ 2=0 d)j4x+2y—az=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0 3x+ 10y +4z2=0 3x+4y+62=0
Q) 2x— y+ z=0 2 -1 1

x+2y-3z=0p A=(1 2. -3

3x—4y—az=0 3 -4 -a

Como es homogéneo, sabemos que 7a7(A) = ran(A’).
|A|=-54-25=0 > a=-5

*Si a=-5 — Como . 9

=520 = ran(A) =ran(4') =2

El sistema es compatible indeterminado.
*Siaz-5 — ran(A) =ran (A") = 3.
El sistema es compatible determinado, solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0.
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b) x+y+ 2=0 111 1
ax +2z=0r A=|42.0 2
2x—y+az=0 2 -1 a

Como es homogéneo, sabemos que ran(A) = ran(A").

Vv a=-3
|A|=-a%-a+6=0 — a= 1+ 1+24:1i5
-2 -2 a=2

*Sia=-30a=2 — Como

1 1

=220 > ran(A) =ran(4') =2
0 2
El sistema es compatible indeterminado.

*Siaz-3yaz2 — ran(d)=rn(4d’) =3.

MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

El sistema es compatible determinado, solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0.

Qax+ y— z=0 a 1 -1
x+ 2y+ 2=0 A=7177727J 1
3x+ 10y +42=0 3 10 4

Como es homogéneo, sabemos que ran(A4) = ran(A’).

|A|=-24-5=0 — a:?

5 1
2 1

e Si d=_§ — Como

‘=3=0 — ran(A) =ran(A') =2

El sistema es compatible indeterminado.

e Si a:—% — ran(A) =ran(A') =3

El sistema es compatible determinado, solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0.

d)3x+3y— 2=0 3 3 -1
b+ 2y—az=0p A= 4 2! —a —>|A|:3a_46:0—>a:4?6
3x +4y+6z=0 3 4 6
o i _4_6 3 — — "y
Si a= 3 — Como 4 2 =—620 = rman(A)=rmn(Ad') =2

El sistema es compatible indeterminado.

e Sia= 43—6 — ran(A) = ran(A') = 3.

El sistema es compatible determinado, solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0.

22 Discute los siguientes sistemas segtin los valores del parimetro m:

7y+ 5z=-7 mx+ y— z=1
a) \3x+4y+mz=-1 b)y x-2y+ z=1
7x +5z=7 3x+4y-2z=-3
2x+ y— z=1 x+ y+ z=6
01 x-2y+ z=3 d)12x+2y+mz=6
5x—-5y+2z=m mx =0
a) 7y+ 5z=—7 07 5|7
3x+4y+mz=—1p A'=|3 4 m -1
7x +5z=7 7.0 517
—
A
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El sistema tendrd solucién si 7an (A) = ran (A’), segin el teorema de Rouché.

Buscamos los valores que hacen |A4] = 0:

07 5
|A|=(3 4 m|=49m—-245=0 > m=5
7 0 5
0
e Sim=5— / 20 > ran(4) =2
3 4
07 -7
3 4 —1(=-49+196-147=0 — ran(A') =2
7 0 7

El sistema es compatible indeterminado.

*Sim=#5 — ran (A) =ran (A') = 3, el sistema es compatible determinado.

b) mx+ y— z=1 m 1 —-11
x—2y+ z=1 A=(1 =2 1|1
3x+4y—2z=-3 3 4 213

%/—J
A
m 1 -1
|[A|=|1 =2 1 |=4m—-4+3-6-4m+2=-5
3 4 2

Como |A| =0 para cualquier valor de 7, ran (A) = ran (A') = 3. El sistema es compatible deter-
minado para todo m.

o 2x+ y— z=1 2 1 -1l1
x—2y+ z=3p A'=|1 -2 1|3
5x—5y+2z=m 5 -5 2 m
-
A
2 1 -1
|A]=]1 =2 1|=-8+5+5-10+10-2=0
5 -5 2
2
| 20 = ran(A)=2
2 1 -1
1 2 3|=—4m-5+15+10+30-m=-55m+50=0 > m=10
5 -5 m

*Si m=10 — ran (A) = ran (A') = 2. El sistema es compatible indeterminado.

*Si m=#10 = ran (A) =2 = ran (A') = 3. Elsistema es incompatible.

d x+ y+ z=6 11 11/6
2x+2y+mz=6p A'=|2 2 m 6
mx =0 m 0 010

%/_/
A

m=0
Al = = -2)=0
4] mm=2)=0 <

NI
S N =
S 3 =~
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1116
eSim=0—> A'=12 2 0|6
00 0/0
11
‘ 2 ol* 0 — ran(A) =ran(A') =2 — Elsistema es compatible indeterminado.
11 1/6
eSim=2 —> A'=12 2 2|6
2 0 0/0
2 2 116
‘2 0 20; |12 2 6/=20 — ran(A)=2=rn(A") =3 — Elsistema es incompatible.
2 00

*Sim=z0y m=#2 — ran(A) =ran (A') =3 — Elsistema es compatible determinado.

23 Discute, segin los valores de a, el siguiente sistema de ecuaciones y resuélvelo en el caso a = 2,
si es posible:

Ax+ddyraz=1
x+aty+ z=0

s

1 &%

=a4—a3=0 - a=0, a=1

Sia=0 ya=1,ran(A)=2=ran(A")y el sistema es compatible indeterminado.
Sia =0, la primera ecuacién queda 0 = 1, por tanto, el sistema es incompatible.

Si @ =1, la primera ecuacién queda x + y + z = 1. mientras que la segunda queda x + y + z = 0, por
tanto, el istema es incompatible.

Sia=2:
4+ 8y+2z=1 (1.9 4x +8y+2z=1
x+4y+ z=0 4.-29H-019 8y+2z=-1

Por tanto: z = —1/2 — 4y
4e+8y—1-8y=1 — x=1/2
Solucién: x=1/2, y=A, z=-1/2-4A

Pagina 97

24 Existe algtin valor de & para el cual estos sistemas tengan infinitas soluciones?:

X + Yy + 2z = 0 x + Yy = a
Ay X + ay + 3z 1 b)1-2x — y + (a-1)z 2
x+ y+ 2-az = a x + 3y - z =a

a)|A|=a-a>=0—4a=0,a=1

Sia=0,ran (A) = ran (A") = 2 porque Lo ‘ = —1. Por tanto, el sistema es compatible indetermi-

nado. 120

Sia=1, |1 3 1|=2,portantoran (A") =3 pero ran (A) = 2. Por tanto, el sistema es incompa-
tible. 111

b) |4 =1-24=0 ->a=1/2

Sia=1/2, ran (A) = 2 (no es dificil encontrar menores no nulos).
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Faltaversi ran (A") =3 o ran (A') = 2:

1 1 172
-2 -1 2 |=-0
1 3 172

Por tanto ran (A') = 3 y el sistema es incompatible.

25 Discute los siguientes sistemas segtin los valores del parimetro m:

mx+y+ z=4 x+ y+ z=m-1
a)] x+y+ z=m b)2x+ y+mz=m c)
xX—y+mz=2 x+my+ z=1
'x + 2z=3
x+my+z=4
3x+ y+ z=-1
d)] x+ 3y+z=5 €) f)
_4 2y— z=-2
(X yrz= x— y+mz=-5
a) mx+y+ z=4 m 1 1|4
x+y+ z=mp A'=|1 1 1 m
X—y+mz=2 1 -1 m|2
%/_J
A
m=1
Al=m?-1=0
|A] =m <m_ .

* Si m=1, queda:

1 1 1|4
a1 1 11 :j Contradictorias — Sistema incompatible.
1 -1 1|2

* Si m=-1, queda:

-1 1 1| 4
A=11 1 1 |-1 ] Contradictorias — Sistema incompatible.
1 -1 -1 2

*Simzly m=-1 = ran(A) =ran(A') = 3 = n.° de incégnitas.

El sistema es compatible determinado.

b) x+ y+ z=m-1 11 1 m-1
2x+ y+mz=m A=(2 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
H_J
A
) 3+4/9-8 31 m=1
Al =—m? +3m =20 > m= =22 22 <m:2

* Si m=1, queda:

1 1 1/0
A'=12 1 1|1 ] Contradictorias — Sistema incompatible.
1 1 11
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[ %+ 2y+32=0

x+my+ z=0
2x+ 3y +4z=2

2x+ y+ z=1
x-2y+ z=m
x+ y-2z=0

X— y— 3=m



* Si m=2, queda:

1 111
A= 72”1} 2| 2. Las columnas 1.2, 3.2 y 4.2 son iguales.
1 2 1)1
H—/
A
1
Como )1 ’ ==120 = ran(A') = ran(A) = 2 < n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible indeterminado.
*Simzly m#2 = ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado.

o x+ 2y+3z=0 1 230
x+my+ z=0p A'=|{1 m 10
2x+ 3y+4z=2 2 3 4]2

%,—/
A

|A|=-2m+2=0 > m=1
* Si m=1, queda:

El sistema es incompatible.

*Sim=1— ran(A) = ran(A") = 3 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado.

d) x+my+z=4 1 m 1 4
x+ 3y+z=5¢ A'=[1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 14
%{_/
A

4:/16-12 4+J4& 412 m=3
- 2_ = = = = —
|A|=m*—4m+3=0 > m > 7 5 <m:1
*Si m =3, queda:

1 31 4 :j L . ; .

a-l1 31 s Contradictorias — Sistema incompatible.
311 4

* Si m=1, queda:

1 114

A'={1 3.1 /5|. Lalyla3.2filason iguales.
1 11 4

1
Ademis, 13 ‘ =2=0. Luego, ran(A) = ran(A") = 2 < n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible indeterminado.
*Sim=#3y mz1l — ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incégnitas.

El sistema es compatible determinado.
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26 Dadas las siguientes matrices:

Alzs) B_12(1) C1_2
“\0 2 -1 ‘11 “\o -1

halla la matriz X que cumple la igualdad ABX = C + I, donde I es la matriz unidad de orden 2.

3 4
as-(7 %)

1/7 4/7)

-1 _
(4B) ‘(1/7 317

ABX=C+I — X=(AB) (C+1) = (1/7 417 )(2 _27>=(2/7 —27/7)

1/7 =3/7)J\0 0 217 =2717

27 Estudia el rango de esta matriz segin los valores de « y calcula su matriz inversa cuando « =0,
si es posible.

1 2 -4
A=|10 -3 a
-2 2 4

|A| =642 -6a-12=0 — a=-1, a=2
Siaz-1ya=2 — ran(d)=3.

Observamos que (1) _23 ‘=—3 y que, por tanto, como este menor no depende de a, ran(A) = 2 si
a=-1 o0 a=2.
Si a=0:
1 20 1 2/3 0
A=|0 30| > A'=[0 -1/3 0
-2 2 4 1/2 172 1/4

28 Discute los siguientes sistemas segiin los valores de a y resuélvelos en el caso 4 = -3, si es posible.

2x+ay+az=4 x—ay+2z=0
a)—x+ay+ z=a b) ax—4y—4z=0
X+ y+az=3 2Q-a)x+3y-2z=0

a) [A|=0 - 242-2=0 - a=-1, a=1

Siaz-1ya=1 — ran(A) =3 =ran(A") — Elsistema es compatible determinado.

2 -1 4
Sia=-1:|-1 -1 =1/ =620 — ran(A") = 3 = ran(A) — El sistema es incompatible.
1 1 3
*Sia=1:
2 -1 4 114
-1 1 1|=0 111(=0
1 13 113
Por tanto, ran (A') < 3 .
Buscamos ahora menores no nulos de orden 2 como, por ejemplo, 11 ‘ = 3.

Por tanto 7an(A) = 2 ran(A'") y, por tanto, el sistema es compatible indeterminado.
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*Si a=-3:
2 -3 -3 4\ 2 -3 -3 4\ @y 2 -3 3 4
A=(-1 -3 1 3| 2-@y+01» 0 -9 -1 2| @3 0 -9 -1 =2
1 1 -3 3/ 2:695-09 0 5 3 2/ 3-@9-69 0 -32 0 -8

Tercera ecuacién: =32y = -8 — y=1/4
Segunda ecuacién: -9/4 —z=-2 — z=-1/4
Primera ecuacién: 2x—3/4 + 3/4=4 — x=2
Solucion: x =2, y=1/4, z=-1/4
b) |[A|=0 = —64*+6a4+36=0 = a=-2,4=3
Siaz-2vy a=3 — ran(A) =3 = ran(A") — El sistema es compatible determinado.
Si a=-2 o a=3, el sistema es compatible indeterminado, porque el sistema es homogéneo.
Si 4 = -3, la solucién es (0, 0, 0).

2 1 1
29 Dadalamatriz A=|2 3 2 |
-3 -3 2
a) Calcula A(2I-A).
b) Justifica si existen las matrices inversas de 4 y 21— A.
c) ;Para qué valor de % se verifica A~ = kI - A2

2 01 1 100\, /2 1 1 2 1 1\/0 -1 -1\ (100
A)AQI-A)=(2 3 2|[2l010|-{2 3 2||=({2 3 2|-2-1-=2|=(010
3 3 2/\\0oo0o1/ \=3 32/ \.33=2/\3 3 4/ \oo01

b)A(2I-A)=1 — Ay 2]— A tienen inversa y cada una es la inversa de la otra:

A1 =21-4
QI-A)Y1=4
c) k=2
23 11
30 Dada 4= (1 2), halla X tal que AXA = (2 3>.
Lyt
AXA=\y 53) 2 X=471{5 5

Calculamos A7

A(zs) y (21) y (z _1) e (2 —3>
=1 o) 2 Uy=l3 o) 2> Up={5 ) >4 = ,

(TG )0
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1 -1 21 1 3
Dadas las matrices A4 = (_1 2) y B= <1 0), encuentra la matriz X tal que AXB = ( 0 _1).

0 -1

AXB L3
- 0 -1 0 -1

1 1 3
> — A 'AXBB 1= 4! < 3 )B-l - X=A4"1 ( )B-l

Calculamos A~

1 -1
-1 2

A<1—1> y <2—1) y (21) 4 (21)
"\ o) 2 W= ) 2 W) 2 A=

Calculamos B~1:

=1

‘2 o,

100~

le) 2y (01 B(O—l g1 (01

“\10) 7 BI=\y o) 7Bl o) 2B

o (2 1)1 3\(0 1\ (5 -8

“\1 1l —1)\1 2/7\2 -3

Dadas las matrices:
a2 ot g (201 et 2 D-s
“\1 -15 “\110 “\3 -1 )

halla la matriz X que verifica (AB*+ C)X = D.

(AB'+ C)X=D — (AB'+ C)"L (AB'+ C)X = (AB'+ C)"'D — X=(AB'+ C)"\D

. Sea FoAB' +C -2 0 1 31 1 2 -7 =2 1 2 -6 0

@aEsAr Tl as 3 -1)7\2 0/ 3 )T 1
-10

e Calculamos E7' (|E| =60 — existe E7}):

11 _1 -1 1 0 L1 0
(o) = (0 —6) - (Ei/)=<0 —6) - (Eﬁ)=(—1 —6) - £ 1=6(—1 —6)

¢ Por tanto:

1 0\/_8 8\ [4/3
_ ; Ap_p-1p_ 1 -1 =
X=AB'+C)y'D=E'D-= 6(_1 _6)(—2>_6<20)_(10/3)
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33 Halla X tal que 34X = B, siendo:

ke
- O
— e N

102
A={o0 11| B-
101

34X=B — X- %A‘IB

Calculamos 47! (JA|=-120 — existe A7):

1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 10 2
@)={0 -1 0] > )=[0 -1 0]—> =1 -1 -1]> A"=-111
21 1 2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
Por tanto:

10 2\ /102 1 2 0\ [1/3 2/3 0

X:%—lll 101:%110:1/31/30

1 0-1/\111 0 -1 1 0 —-1/3 1/3

34 Dadas las siguientes matrices:
= “\1 01 “\12 4

001
a) ;Para qué valores de m existe A712
b) Para m =1, halla la matriz X tal que X4 + B=C.

m 4 4
0 2 4
011

=2m

3 4] -

Existe A7! si m = 0.
bDXA+B=C > XA=C-B - X=(C-B)A™!

144\ (1 22 4
02 4| ={o 12 =2
001 0 0 1

C3011 1 -1 2\ [-1 2 -1
“P7\12-41)7\1 0 1)7\o 2 =2

1 2 4
12 -1 -1 3 -9
= — _1= — =
X=(C-B)A (0 2_2>o 172 =2 (0 1_6>
0 0 1
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, 1 & 2
35 Sean las matrices A4 = (0 1 1) y B=

=

k
1].
32

a) Determina para qué valores de %2 la matriz AB tiene inversa.
b) Resuelve la ecuacién ABX = 31 para k=0, donde I esla matriz unidad de orden 2.

0 4

4B 1 £ 2 E+6 2k +4

) AB=1{y _1 | | 2 1
/€+6 2/€+4 2
’ 2 1 ’:_3/%—2:0 - /éz—g

Existe (AB)™! para k= — %
b) ABX =3I — X=3(AB)™!

k-0 - ap- (¢ *
=V AP=1

6 4\V (—12 2
21/ "\ 1 =3

¥ 3<_1/2 2) (—3/2 6)
- 1 3/ \ 3 9

36 Escribe en la forma habitual estos sistemas y resuélvelos si es posible:

x 11 4
1 3 2 4 x
2) (1 1 —1> y =(0> b {31 (y>= 0
z 2 -1 1
a) x+3y+2x=4| x+3y=4-2A
x— y— z=0| x— y=A
‘4_2x 3‘ ‘1 4—2K‘
. AU 4o _ded, 11 A | 4430 _4-3)
1 3 4 4 7 —4 —4 4
1 -1

Soluciones: x = el e

b) x+y=4
3x—y=0
2x—-y=1
1 1
o
1 1 4
3 -1 0/=-820 — mnd)=3
2 -1 1

Como ran(A) = ran(A"), el sistema es incompatible.

20 = ran(d) =2
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1 -1 4 11
37 Escribe las ecuaciones lineales del sistema AX =B, siendo A=|3 1 0|y B=|5 |,y
-1 01 2
resuélvelo.
-1 4\ [x 11
AX=B > 3 1 o]|y|=5
-1 0 1/\z 2

x—y+4z=11
3x+y =5
—X + z= 2

Resolvemos el sistema:

1 -1 4|11
A=13 1 0|5
-1 0 1|2
N

A B

|A| =8 — ran (A) = ran (A') = 3. Sistema compatible determinado.

11 -1 4 1 11 4 1 -1 11
5 1 0 3.5 0 3 1 5
2 0] g . |- 21| g 0 -1 0 2] 4
x= g g LUt R 8 =g 7O

Solucion: x=1, y=2, z=3

38 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

2x + y =2 x+ y— z=3 x+y =-1 x+2y+ z=3
a) y+32=0 b)12x+ y+ z=-2 © y+z=-2 d 3y+ z2=4
2x+y+ z=2 x-2y-3z=1 x +z=3 x+2y+2z=4
a) 2x +y =2| (2 1 0\ [x\ [2
y+3z=0 01 3|-|y]={0
2x+y+ z=2 21 1) \z 2
—_— — —
A . X =B

|A| =220 — Existe A7!. La calculamos:

1 1

0L (A;;) (A;;) A~ = W(Aﬁ)
2 -6 =2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 =1/2 3/2
1 2 0|l=(-1 2 o|l=|6 2 -6|—>4'=[3 1 =3
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
Luego:

-1 —=1/2 3/2\ [2\ [1
A-X=B > AV A.X=A1.B—> X=A1.B=|3 1 =3].0]=(0

-1 0 1 2/ \o

Por tanto: x=1, y=0, 2=0
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b) x+ y— z2=3 1 1 -1\ [x 3
2x+ y+ z=-2 2 1 1 [|y]=[-2
x—=2y-3z=1 1 -2 -3/ \z 1

— — —
A . X = B

|A|=1120 — Existe A!. La calculamos:

-1_ 1
O (Az'j) (Aji) A7 = W(Aji)
-1 -7 -5 -1 7 =5 -1 5 2 -1 5 2
5 2 3|55 2 3|57 2 3 eA‘1=%7 2 -3
2 3 -1 2 -3 -1 -5 3 -1 -5 3 -1
Luego:
-1 5 2 3 -11 -1
A-X:B—>A_1-A-X:A_1-B—>X:A_1-B:ﬁ 7 =2 3|2 :ﬁ 22 |=| 2
-5 3 -1 1 22 -2
Por tanto: x=-1, y=2, z=-2
Q) x+y =-1 1 1 0\ /x -1
y+z=-2 01 1)f{yl=|-2
x +z=3 1 01 z 3
—_— —
A . X = B
|A|=2#0 — Existe A!. La calculamos:
-1_ 1
O (Ai]') (A]'i) A7 = W(Aji)
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11—1—)—111—>11—1—>A‘1=%11—1
1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1
Luego:
1 -1 1 -1 4 2
A-X:B—>A‘1-A-X:A‘1-B—>X=A‘1-B:% 11 -1 (=2 :% —6|=[-3
-1 1 3 2 1
Por tanto: x=2, y=-3, z=1
dx+2y+ z2=3 1 2 1\ [x 3
3y+ z=4 0 3 1]-(y]=\4
x+2y+2z=4 1 2 2/ \z 4
—_—
A . X =28
|A|=3#0 — Existe AL, La calculamos:
1 1
o (Ajj) (A]’i) A~ = W(Aji)
4 -1 -3 4 1 -3 4 -2 -1 4 -2 -1
210—>_210+11_1—>A*1=%11_1
-1 1 3 -1 -1 3 -3 0 3 -3 0 3
Luego:
4 -2 -1 3 0 0
A-X:B—>A‘1-A-X:A‘1-B+X=A‘1-B:% 11 -1].|4 :% 3]=[1
-3 0 3 4 3 1

Por tanto: x=0, y=1, z=1
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39 Estudia los siguientes sistemas de ecuaciones. Resuélvelos cuando sean compatibles e interpreta
geométricamente las soluciones obtenidas:

x+ay— z=1+a
a)\x+ y—az=a
X— y— z=a

X+ z=1
b) y+(@a-1)z=0
x+(@a-1)y+ az=a
1 a -1
A |Al=|1 1 —a|=1-4> > 1-42=0 - a=+1
1 -1 -1

*Siaz-1yazl = ran(A)=ran(A’) =3 — Elsistema es compatible determinado.

Lo resolvemos usando la regla de Cramer:

2
_—a+a 1, 1 2
SIS R A 21
*Sia=-1:
1 -1

x—y—2z=0
x+y+z=-1 ‘

‘:2¢0 — ran(A) =2
x—y—z=-1

Afadimos la 4.2 columna y la 3.2 fila:

1 -1 0
1 1 -1|=2=20 — ran(d")=3
1 -1 -1

Luego, ran(A) = ran(A') — El sistema es incompatible.

*Sia=1:
x+y—z=2 11
x+y+z=1 ‘1 _1‘:—2::0—)7;171(1‘1):2

x—y—z=1

Afadimos la 4.2 columna y la 2.2 fila:

1 1 2
1 1 1|{==220 — ran(4) =3
1 -1 1

Luego, ran(A) = ran(A') — El sistema es incompatible.
Interpretacién geométrica:
*Si a#-1y a=1, tenemos tres planos que se cortan en un punto.
* Si a=-1, el primer y el tercer plano son paralelos y el segundo los corta.

* Si a=1, el primery el segundo plano son paralelos y el tercero los corta.
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1 0 1
b)|A|=]10 1 a-1|==4?+32-2 > a?>-32+2=0 - a=2, a=1
1 a-1 a
*Siazlya=#2 — ran(A)=ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.

Usando la regla de Cramer:
a—1. a—1. 1

D LS S )
e Sia=1:
x+ z=1
y =0
x+ z=1

Las ecuaciones 1.2y 3.2 son iguales. Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segun-
do miembro como pardmetro.

x+ z=1
y =0
Soluciones: x=1-X\, y=0, z=A
*Sia=2:
X+ z=1 1 0
y+ z2=0 01 =120 — ran(d) =2
X+y+2z=2

Afadimos la 4.2 columna y la 3.2 fila:

1 01
01 0|{=120— rand)=3
11 2

Luego, ran (A) = ran (A') — El sistema es incompatible.
Interpretacién geométrica:
*Sia=1y a=2, tenemos tres planos que se cortan en un punto.
* Si @ =1, dos planos son coincidentes y se cortan en una recta con el tercero.

* Si @ =2, los planos se cortan dos a dos.
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40 [Este tipo de trabajo con pardemtros requiere que el alumnado trabaje la iniciativa (dimen-
sién productiva de esta vlave].

m—1 1 0
Sealamatriz: A= m-1 m+2 2
m—-1 m+2 m+1

a) Determina para qué valores de 7 la matriz es singular.

b) Resuelve, si es posible, el siguiente sistema para m=1y m=-1:

x 2
Aly|=(8
z 8
m—1 1 0 1 1 0 1 0 0
a)|Al=|m-1 m+2 2 |=(m-1)[1 m+2 2 |[=(m-1|1l m+1 2 |=
m—1 m+2 m+1 1 m+2 m+1 1 m+1 m+1
10 O 10 O
=m-1Dm+1)|1 1 2 |=m-1)(m+1)|1 1 0 |=m=1)%m+1) =0 = m=
+1 1 1 m+1 1 1 m-1

A essingular para m=-1y m=1
-2 10
b)eSi m=-1 > A=(-2 1 2
-2 10

El sistema queda:

—2x+y =2
_2x+}/+2z:8 |1 2‘:2¢0—)7‘d71(A)=2
—2x+y =8

Afadimos la 4.2 columna y la 3.2 fila:

1 0 2
1 2 8{=1220 - mn(d')=3
1 0 8

El sistema es incompatible.

010
*Sim=1—>A=|0 3 2
0 3 2
El sistema queda:
y =2
3y+2z=8; Lasecuaciones 2.2y 3.2 son iguales.
3y+2z=8

Nos quedamos con las dos primeras ecuaciones y tomamos x como pardmetro.

¥ =2
3y+2z=8

Soluciones: x=MA, y=2, z=1
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10-1
211

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es A4A.

41 a) Considera la matriz A4 = < ) y calcula el rango de las matrices AA* y A*A.

©) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es AA4”.

)AIO_I Af(l)?
VA=l 1 1) 7 g

1 0 -1 L2 21
A-At= 10 1= — ran (AA*) =2
1

21 1 16
-1
1 2 1 0 -1 5 21
ard=lo 1), | )=(2 1 1] > i) =2
-1 1 112
b) Como el rango es 2, seleccionamos el menor:
5 2
’2 ) =1=0

Podemos suprimir la 3.* ecuacion y pasar la z al segundo miembro:
S5x+2y=—2

— x=2z y=-3z
2x+y =-z
Soluciones: x=MA, y=-3\, z=LA

c) Como ran (AA?) = 2 = n.° de incdgnitas, el sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0.

42 Dada la matriz:

1 10
A=|-11 2
1 01

determina B para que se verifique B—1=AA"\.

1 10 1 -1 1
A=|-1 1 2|; A'=|1 1 0
1 01 0 2 1

Calculamos A7

|A|=4=0 — Existe A7!. La calculamos:

-1 1
O (Ai]‘) (A]‘,') A~ = W (A]‘l')
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 1 -1 2
11—1%—111%31—2—>A‘1=%-31—2
2 2 2 2 2 2 1011 11 2
Calculamos A AL
1 -1 1\ {1 -1 2 3 -1 6
A%A-lzi.l 1 ol|3 1 _2:%-4 0 0
0 2 1/\1 1 2 5 3 2
3 -1 6\ [1 00 1 -1 6
B:A“-A‘H[:%- 4 0 ol+lo 1 0|=L.04 4 o0
5 3 2/ \loo1 55 2
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100
43 Dadalamatriz A=|1 1 0]
001
a) Encuentra la expresion general de A” donde # es un ndmero natural cualquiera.

b) Razona que A” tiene inversa para cualquier # 2 1 y calcula dicha matriz inversa.

1
001 0 1 001

A3=A%. A=

100\ /1 100 100
a)A?=|110 (1 0]l 0|=|210
001
00
10
01

S N o~

100
A"=|n 10
001

100
nl O
001

b) 4" =

=120 — A” tiene inversa.

-x 1 1
44 Dadalamatriz A=({1 —x 1
1 1 —«x

a) Resuelve la ecuacién |4| =

b) Calcula el rango de la matriz A segin los valores de .

- 1 1
a) |4] = —x 1|==x34+3x+2=0 - x=-1, x=2
1 1 —x

111
b)Six=-1 > A=[1 1 1| = mn(d) =1
111

Six=2—>A=|1 =2 1 —>’ 2‘:3¢0—>mn(/1)=2

Sixz-1yx22 — ran(A)=3
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45 Estudia el rango de las siguientes matrices segtin los valores del pardimetro que contienen:

E kE -12
3 k0 1 33 1 E 1 20 11 -1 0
a)A=5k 0 0 b)B=|k £ 3 -1| ¢C=|(-1 -1 k£ 1| dD=({21 -1 0
10 2 1 -133 0 1 1 1 & -t 6 3—-t 9-1¢
FILAS
E B -1 22 (1.3 -2 (4.2 EF—2 F 50
y 3k 0 0 2.9 3 —kOO(nk_z k/e_os @)
Dldl=1s , o o= 6y sleoozs_/eo=
10 2 1 (49 1 0 21 >
5‘34@ 40k=0 = k=0
=725 p | TTHREY RS

(1) Desarrollamos por la 4.2 columna.

(2) Desarrollamos por la 3.2 columna.

00 -1 2

_ 3000 0-12

*Si k=0 — A= 50 0 0 — 15 0 020 — mn(d)=3
10 21 b2

*Si k20 — |A|20 > mn(d) =4

1 33
b)| # & 3|=06k-18 = 6k-18=0 — k=3
-133
1 331 1 31
*Si k=3 > B=(3 33 -1|—> |3 3 -1/=18=20 — mn(B)=3
-133 0 -13 0

*Si k23 > ran(B)=3

Por tanto, ran(B) =3 para cualquier valor de 4.

¢) Observamos que 7an (C) < 3 porque solo hay tres filas.

10
‘_1 ] =120 = mn(C) =2

1 20 o |k 10 bo1
1 kb 1| =k>-2k-3=0<_ sol-1 -1 1 =2 1=0<_

1 1 & k=3 11 4 k=-1

*Si k=-1 = mn(C)=2
*Si b2-1 — ran(C)=3

d) Observamos que 7an (D) < 3 porque solo hay tres filas.

11

2 1 =120 > man(D) =2

1 1 -1 1 1 0

21 -1 |=t=9=0 > t=9; 21 0 |=t=9=0 > ¢=9
—t 6 3—¢ -t 6 9—¢

*Si t#9 — ran (D) =3

*Si t=9 = mn (D) =2
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46 Discute los siguientes sistemas en funcién del pardmetro y resuélvelos cuando sean compatibles:

ax+ y =0 mx+ y+z=0
a) - y+2az=0 b)) x-my—-z=1
—X + ay =0 2x+ y+z=0
a) ax+ y =0
— y+2az=0 Estesistema es compatible por ser homogéneo.
—X + ay =0
a 1 0
A=10 -1 2a
-1 a2 0
a 1 0
[A]=]0 -1 2a|=-24°-22=0 — a=0
-1 a2 0

*Siaz0 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.
Solucion: x=0, y=0, z=0
*Sia=0:
y=0
—=0
—x=0
Las dos primeras ecuaciones son equivalentes. El sistema queda:

y=0
—x=0

Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x=0, y=0, z=A

b) mx+ y+z=0
x—my—z=1

2x+ y+z=0
m 1 1
A=|1 —-m -1
2 1 1
m 1 1
|[Al={1 -m -1|=-m?+3m-2=0 > m=2, m=1
2 1 1
*Sim=zly m=#2 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.
. o ___1 __ 1
Utilizando la regla de Cramer: x= 0, y T T
e Sim=1:
1 1 1 11
A=|1 -1 21| > ‘1 _1‘=—2¢0—>mn(A):2
2 1 1
Anadimos la tltima columna.
1 1 0
1 -1 1|=120 — mn(A') =3 — Sistema incompatible.
2 1 0
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*Si m=2:
2 1 1 21
A=(1 =2 -1| — ‘1 _2’=—5¢0 — ran(A) =2
2 1 1
Afnadimos la dltima columna.
2 1 0
1 2 1({=0 - man(d')=2
2 1 0

Sistema compatible indeterminado. Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segun-
do miembro como pardmetro.

2x+ y+z=0
x=2y—z=1

Soluciones: x= =——=, y=—

Cuestiones teoricas

47 [La jstificacién de si las afirmaciones son verdaderas o falsas permite trabajar la destreza
expresién oral de esta clave].

:Verdadero o falso? Justifica las respuestas y pon ejemplos.
a)Si ¢, ¢, y ¢3 son las columnas 1.2, 2.2 y 3.2 de una matriz cuadrada de orden 3 tal que
le; ¢, ¢3] =5, entonces:
D |ey 2¢5 ¢ =10
M |e;+e; 3—¢; ¢3]=0
m) |e;+¢3 ¢ e3+¢]=5
V) |-¢; 2¢;—¢3 ¢35+ ¢ =10
120 a
b)El sistema (1 3 1) y|= < b) es compatible indeterminado para cualquier valor de 2 y b.

z
¢) Si el determinante de la matriz ampliada de un sistema de cuatro ecuaciones y tres incégnitas

es distinto de cero, el sistema tiene solucién dnica.

d) Si el rango de la matriz de coeficientes de un sistema es menor que el namero de incégnitas,
el sistema es compatible indeterminado.

a) 1) Verdadero:
‘Cz 2C3 L'1|=2‘L'2 C3 f1‘=(—1)22|f1 Cz 53‘=10
11) Falso:
’cl+cz cy)— 01 63‘=|6‘1+62 2¢y 6‘3‘=2‘6‘1+6‘2 cy 63’=2’Cl c; ¢5|=10
111) Falso:
‘Cl‘l'Ca Cz C3+C1‘=‘C1+C3 C2 0‘=0
1v) Verdadero:

‘—cz 2cy —c3 C3+£‘2‘=‘—62 2c) —c5 6‘3‘=‘—62 2¢q 63‘:2‘—62 € c3|=
=—2‘6'2 5] C3’=(—1)(—2)’51 %) 6‘3’=10

b) Verdadero, 7an(A) =2, y como solo hay dos filas, A" no puede tener mds rango. Es comparible
determinado para cualquier valor de 2 y b.
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c) Falso, puede ser también incompatible. Por ejemplo:

x+ y+ z=0

2y+2z=3
3y+3z=1
x—y =—1

Tiene |A'| =7 #0, pero ran(A) =3 — Elsistema es incompatible.

d) Falso, puede ser también incompatible. Por ejemplo:

x+ y+ z2=3
2x+2y+2z=4
3x+3y+32=5

ran(A) =1, ran(4') =2

El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones y tres incég-
nitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucién? Razona tu respuesta.

Al ser el sistema homogéneo con 3 incognitas, tenemos que:
ran (A) = ran (A') = n.° de incégnitas = 3
El sistema serfa compatible determinado. Por tanto, tendria como solucién tnica la solucién trivial:

x=0, y=0, 2=0.

Si en un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incégnitas se verifica que ran(4) = ran(4') = 2,
sse puede aplicar la regla de Cramer? En caso afirmativo, explica las transformaciones que hay
que hacer en el sistema para aplicarla.

Si se puede aplicar la regla de Cramer. Para ello, nos tenemos que quedar solo con las dos ecuaciones y
las dos incégnitas con las que hemos formado el menor de orden 2 distinto de cero. Las dos incégnitas
sobrantes pasan como pardmetros al segundo miembro.

66



MANAYABACHILLERATO
Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales

Pagina 99

50 En un sistema de igual niimero de ecuaciones que de incégnitas, el determinante de la matriz de
coeficientes es igual a 0. Responde razonadamente a las siguientes preguntas:

a) ;Puede ser compatible?

b) ;Puede tener solucién Gnica?

¢) :Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si 7an(A) = ran(A") < n.° de incdgnitas.

b) No, pues al ser ran(A) < n.° de incdgnitas, el sistema no puede ser compatible determinado.

¢) Si, si es compatible, pasando al segundo miembro las incégnitas que sea necesario.

Para profundizar

51 Discute, en funcién de los pardimetros 2 y b, el siguiente sistema de ecuaciones:

X+ ay+2z=3
x-3y- z=-1
—x+ 8y+4z=b

1 a 2
|[A]=|1 -3 -1/=6-32=0 > a=2
-1 8 4

*Siaz2 = ran(A)=3=rn(A") — Sistema compatible determinado.

* Si a=2, elsistema queda:

x+2y+2z=3

x—=3y— z=-1

—x+ 8y+4z=0

b2 520 A)=2

1 3= — mn(A) =

1 2 3

1 3 -1|=25-56=0 — b=5
-1 8 &

Si b25 — ran(A') = -3 = ran (A) =2 — Sistema incompatible.

Si b=5 — ran(A') =2 =ran (A) — Sistema compatible indeterminado.

1 2 a a+3
52 Sean A=|1 -1|, B=|b|y C=| b
0 3 c c+3

Justifica que si el sistema AX = B es compatible determinado, entonces el sistema AX = C tam-
bién lo es.

Si AX = B es compatible determinado, entonces 7an(A) = ran(A") = 2.

Para ello, el siguiente determinante debe ser igual a cero:

1 2 a
1 -1 b6|=3a-3b-3c=0
0 3 ¢
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Calculamos el determinante de la matriz ampliada correspondiente al sistema AX = C:

1 2 a+3
1 -1 b |=3a-3b-3c
0 3 ¢c+3

Los dos determinantes calculados tienen el mismo valor, luego este tltimo vale cero. Por tanto, el
sistema AX = C es compatible determinado ya que también verifica que ran (A) = ran (A") = 2.

53 Discute y resuelve los siguientes sistemas:

bx +2z=0 (m+2)x+(m-1)y—z=3
a) kx— z=Fk b) mx — y+z=2
x+3y+ z=5 X+ my—z=1
a) kx+ 2z=0 E 0 2
kx— z=ky — |A|=|0 kb —1|=k*+k =0 = k==1, k=0
x+3y+ z=5 1 3 1

Si kz—1y k=0 — ran(A) =ran(A') =3 — El sistema es compatible determinado.

Usando la regla de Cramer:

k+
*= _kfl’ r= k+?’ “° /e2+k1
Si k=0:
2z=0
- z=0
x+3y+ z=5

Las dos primeras ecuaciones son equivalentes.
-z=0
x+3y+2=5
Sistema compatible indeterminado.

Pasamos y al segundo miembro como pardmetro.

Soluciones: x=-3k+5, y=k, 2=0

Si k=-1:
— X+ 2z=0 -1 0 2 1 0
—y— z=-1y > A=(0 -1 -1 —>‘0 _1‘=1¢0—>mn(1‘1)=2
x+3y+ 2=5 1 3 1
Afadimos la cuarta columna.
-1 0 O
0 -1 -1|=220 — ran(A') =3 — Sistema incompatible.
1 3 5
b) m+2)x+(m—-1)y—2z=3 m+2 m—-1 -1
mx — y+z=2p o |Al=| m -1 1 |==m?-m=0 > m=0, m=-1
X+ my—z=1 1 m -1

Simz0y m=-1 — ran(A) =ran(A’) =3 — Sistema compatible determinado.

2m+1 —L,z= 2;;1+1

Usando la regla de Cramer: x = > ,
m-+m m m-+m
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Si m=0:
2x—y+z=3
—y+z=2¢ — ran(A) <3, pero ran(A') =3 — Sistema incompatible.
x — z=1
Si m=-1: .
x— z=3
—x—y+z=2¢ — ran(A) <3, pero ran(A') =3 — Sistema incompatible.
x—y—z=1

54 Discute los siguientes sistemas:

x— y+ z=2 x+ y+ z=a-1 x-3y+z=a ax+ y—-z=5b-1
a) 12x +3y—-2z=-8 b) 2x+ y+az=a c) ix -z=b d)2x+ay =b+1

4x+ y+az=2>b x+ay+ z=0b x +z=c -x +2=b
a) x— y+ 2=2 1 -1 1 2

2x+3y—22=-8; A'=(2 3 -2 -8

4+ y+az=0b 4 1 al| b

-
A

|A|=54=0 = a=0
*Si 2=0, queda:

1 -1 1|2 1 -1 2
1 -1
A'=12 3 =2 —8;‘2 3|=5;¢: 0;12 3 -8[=56+20=0 — b=-4
4 1 01 b 4 1 b
—Sia=0y b=-4 — ran(A) =ran(A') = 2 < n.° de incdgnitas — El sistema es compatible
indeterminado.

—Sia=0y bz-4 — ran(A) =2 =ran(A') =3 — Elsistema es incompatible.

*Si a2z 0 — ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incdgnitas — El sistema es compatible determinado,
cualquiera que sea el valor de 4.
b) x+ y+ z=a-1 1 11 a-1
2x+ y+az=a A'=12 1 a a
1 a1 b

x+ay+ z=0b
%/_/
A

-1
|A|=—(a—1)(4—2)=0<;l:2

* Si a=1, queda:

1 1 1/0
A'=12 1 1|1 ] Contradictorias, a no ser que & = 0.
11 11/5

—Sia=1y b=#0 — Sistema incompatible.

—Sia=1y b=0, queda:

1110
A'=12 111 1] Lalafilayla3.2son iguales.
1110
11
‘ ) 17 0 = ran(A) = ran(A") = 2 < n.° de incégnitas — Compatible indeterminado.
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* Si a=2, queda:

1 1111
A'=12 1:2|2| Lal.acolumnay la 3.2 son iguales.
12 1/6

20 — ran(A) = 2;

11
‘ - (b-1)=0 — b=1

21

—_— N =
N — =
S N~

—Sia=2y bz1 = ran(A)=2=rmn(A') =3 — Elsistema es incompatible.
—Sia=2y b=1 — ran(A) =ran(A') = 2 < n.? de incégnitas — El sistema es compatible
indeterminado.

*Siazlya=2 — ran(A)=ran(A") = 3 = n.° de incégnitas — El sistema es compatible deter-
minado para cualquier valor de 4.

o x—-3y+z=a 1 3 1 a
x —z=by A'=|1 0 =1|6b
X +z=c 1 0 1 ¢

-
A

|A| =620 = ran(A) =ran(A’) = 3 = n.° de incdgnitas — El sistema es compatible determinado
para cualquier valorde 4, & y

d)ax+ y—z=06-1 a 1 -1 6-1
2x+ay  =b+lp A'=(2 a 0 b+1
—X +z=0b -1 0 1] &

-
A

1

a=—

Al=a?-a-2=0
2
a =

* Si a=-1, queda:

-1 1 j—l b-1
A=12 —-1,0  b+1
-1 0 1 &
S (A) =2
2 # — ran =
-1 1 4-1
2 -1 b+1|=-3b=0 — 6=0
-1 0 b

—Sia=-1y b=0 — ran(A)=2=ran(A’) =3 — Elsistema es incompatible.

—Sia=-1y b=0 = ran(A) = ran(A") = 2 < n.? de incdgnitas — El sistema es compatible
indeterminado.

* Si a=2, queda:
2 1i-1]b-1

21

) 9 20 — ran(d) =2

2 2 b+1|=36-3=0 —> b=1
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—Sia=2y b=1 — ran(A) =2 =rn(A") =3 — Elsistema es incompatible.
—Sia=2y b=1 = ran(A) =ran(A’) = 2 < n.° de incédgnitas — El sistema es compatible
indeterminado.
*Sia=-1vy az2 — ran(A)=ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas — El sistema es compatible
determinado para cualquier valor de 4.

55 Discute los siguientes sistemas en funcién del parimetro y resuélvelos cuando sean compatibles:

kx +ky— z=2 x+3y+ z=5
3x—ky =0 mx +2z=0
) 5x + ky =0 b) my— z=m
x +2z=1 x— y+ z=0

a) kx + ky— z=2

3x — ky =0
5x+ky =0
X +2z=1
E ok -1 2
, 3 k0 O
|A'| = 5 4 0 0 =—40k=0 — £=0
1 0 2 1

*Si k20 — ran(A') =4 = ran (A) — Sistema incompatible.

*Si k=0:
—z=2
3x =0
Sx =0
x+2z=1

Las ecuaciones 2.2 y 3.2 son equivalentes, nos queda:

—z=2
3x =0
x+2z=1]

El determinante de la matriz ampliada en este caso es:

0 -1 2
3 0 0[=1520 = mn(d')=3
1 2 1

Como ran(A) < 3, el sistema es incompatible.
Este sistema no tiene solucién para ningtin valor de 4.
b) x+ 3y+ z=5

mx +2z=0

my— z=m

x— y+ 2=0
1 3 1 5
) m 0 2 0 5
|A'| = 0 m -1 m =/m—m“=0 = m=7, m=0
1 -1 1 0

*Sim=z0y m=z7 — ran(A') =4 = ran (A) — Sistema incompatible.
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*Si m=0:
x+3y+ z2=5
2z=0
-z=0
x— y+ 2=0
Las ecuaciones 2.2 y 3.2 son equivalentes, por tanto el sistema es equivalente a:
x+3y+ z2=5
2z=0
x— y+ 2=0

El determinante de la matriz de coeficientes en este caso es:
3
0

—_ O =

1
21=820 — ran(A)=3=ran(A’) — Sistema compatible determinado.
1

[a—y

Usando la regla de Cramer obtenemos la solucidn: x = %, y= %, z=0

e Sim=7:
x+3y+ z=5
7x + 2z=0
7y— z=7
x— y+ 2z=0

El menor formado por los coeficientes de las tres primeras ecuaciones es:

1 3 1
7 0 2]1=5620 — ran(A) =3 =ran(A') — Sistema compatible determinado.
07 -1
Nos quedamos solo con las tres primeras ecuaciones:
x+3y+ 2=5
7x + 2z=0
Ty— z=7

Usando la regla de Cramer obtenemos la solucidn: x = —L,

D L7
R A
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1 Demuestra que la matriz B(y) no tiene inversa para ningiin valor de y.
3y+5 7 12
B(»={2y+3 3 6
3y+4 2 6
3y+5 7 12| (39 7 12| |5 7
|B|=(2y+3 3 6|=[2y 3 6|+|3 3
3y+4 2 6| |3y 2 6] 142

12| |3y 7 12 37 12
=2y 3 6|=y(23 6|=0-y=0
3y 2 6 326

Luego B(y) no tiene inversa para ningun valor de y.

6
6

2 Discute en funcién de a el siguiente sistema y resuélvelo si 2 = 3:
X— y+ z=a
ax+2y— z=3a
2x+ay—-2z=06

1 -1 1| a
A'=|la 2 =1 3a

2 a 2|6

%,_J

A

a=-2
|A|=—4+a2+2—4+a—24=42—a—6=0< 3
a=
*Siaz-2vyaz3 — ran(A)=ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.
e Sia=-2:
1 -1 1|2
A=|-2 2 -1|-6
2 2 26
o 1122
‘2 _1‘=—1¢0%mn(fl)=2; 2 -1 —-6(=3020 > mn(A)=3
-2 -2 6
Como ran (A) =2 =ran (A') =3 — Elsistema es incompatible.
*Si a=3:
1 -1 113
A'=(3 2 -19
2 3 26
1 1 1 -1 3
‘3 2‘:5:0—) ran(A)=2; |3 2 9/=0 > mn(d')=2

2 36

Como ran (A) = ran (A') = 2 < n.° de incdgnitas — El sistema es compatible indeterminado.

* Resolvemos ahora el sistema para 2 = 3:

Xx— y+ z=3
3x+2y— z=9
2x+3y—2z=06
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Sabemos que el sistema es compatible indeterminado. Eliminamos la 3.* ecuacién, pasamos z al segun-
do miembro como pardmetro y lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:

Xx— y=3—-2z
3x+2y=9+2z
’3—z _1’ ’1 3-z
_9rz 20 15-2 13 9+3|_4s
T s YT s s
3 2
Soluciones: x = L;k’ y:%, z=A

3 Determina para qué valores de 2 existe la matriz inversa de M. Calcula dicha matriz inversa para
a=2.

2 1 —-a
M=|2a 1 -1
2 al

¢ La matriz tendrd inversa si su determinante es distinto de cero.

2 1 -a 1 1 -2 a=0
|M|=12a 1 -1|=2]a 1 -1|==2@°-2=0 = 24?-1)=0 <a=1
2 a 1 1 a 1 a=—1

M tiene inversasi 220, a=1 y a=-1.

e Para a=2:

21 =2
M={4 1 -1|; |M|=-12

22 1

6

2

36 3 -6 6 3 -5 1
() =5 6 - M)=|-5 6 2| > My)={(-6 6 -6| >
1 6 =2 1 -6 2 6 2 2

~1/4 5/12 -1/12
— M- _% M) =12 -1/2 172
“12 1/6 1/6

4 Halla en cada caso la matriz X que verifica la igualdad:
a)A'XA-B
b)4+X)B=1

, 3 1 1 -1
siendo A=(_2 _1> y B=(2 1).

Q) AT XA=B — AAT' XAAT = ABA™! — X=ABA™!
Calculamos A7! (|4|=-3+2=-1):

~ -1 =2 1) - -1 2 1) - -1 -1 RN 1 1) 1 1
(Oﬂij)— 1 3 — ,'j)— 1 3 - jz‘)— 2 3 - = W( jz')— 2 3
X 3 1\(1 -1\[1 1 5 =2\(1 1 9 11

“\2 a\2 1 )\2 3/7\-4 1)\2 =3/7\-6 7
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b)(A+X)B=1 - AB+XB=1 — XB=1-AB — XBB'=(I-AB)B™! -
— X=(U-AB)B' - X=B"1-4
Calculamos B! (|B|=1+2=3):

1 2 1 2 1 1 1 1/3 1/3
= ) = L) = _1: hr— ) =
() = (_1 1) = () (1 1) = (By) <_2 1) = B = a8 (-2/3 1/3)
Y. 1/3 1/3 3 1)\ -8/3 -2/3
“\=2/3 1/3) 7 \=2 -1/ "\ 43 4/3
5 a) Discute, en funcién de a4, el siguiente sistema:

X+ay+ z=a+2
x+ y+az=-2(a+l)

ax+ )Y+ z=a

b) Resuelve el sistema anterior para el caso a =-1.

Q) x+ay+ z=a+2 1 al a+2
x+ y+ag=-2(+1)p A'=[1 1 a 2(a+1)
ax+ y+ z=a a 1 1 a

%/_J
A

a=1
Al =a®=3a+2=0=(a=Da+2=0<_
a=—

*Sia=1:
1 113
A'=11 1 1|—-4| — Las tres ecuaciones resultantes son contradictorias.
1111
El sistema es incompatible.
*Sia=-2:
1 2.1 0
A=11 1 }—2 2
-2 1 1 /|=2
1 o 1 -2 0
Como 11 ‘ =3y |1 1 2/|=0,entonces ran(A)=ran(A") =2 < n.° de incdgnitas.
-2 1 =2

El sistema es compatible indeterminado.

*Siazlyaz-2 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.

b) Para 2=-1:
1 -1 111
A'=|11 1 -1 0| ysabemosque |A4]|=4.
-1 1 1]-1
%/—/
A
El sistema en este caso es compatible determinado. Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer
1 -1 1 1 1 1 1 -1 1
0 1 -1 1 0 -1 1 1 0
101 1] o g 141 1| o g 11 -1
= =—=—-—3 = = =— 5 = =— = O
¥ 4 47277 4 477207 4 4
hion: %= L y-—1. 2 0
Solucion: x V= ®
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6 Demuestra que no hay valores de m para los que este sistema no tenga solucién. Resuélvelo:

x+ 29+ 2=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7

X+ 29+ 2=3 1 213
x+ 3y+2z=5 A'=|1 3 2|5
x+my+3z=7 1 m 3|7
——
A

|A|=4-m=0 > m=4
*Si m=4:

La 4.2 columna se obtiene sumando la 2.2 y la 3.2. Luego, ran(A) = ran(A"). El sistema es compatible

indeterminado pues:
1 2
‘1 3|:1,-at0—>r;m(z‘l):mn(A’):2

Lo resolvemos en este caso. Podemos prescindir de la 3.2 ecuacién:

X+2y+ z=3; x+2y=3—-2z }

x+3y+2z=5| x+3y=5-2z2
‘3—z 2’ ‘ 3-z
X:—S_zlz 3 =—1+Z; )= 51_2Z =2-z

Soluciones: x=-1+X\, y=2-A, z=2A
*Si mz4 — ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incdgnitas. El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos en este caso:

3 21
5 3 2
N7 m 3| 4y
= 4 —m _4—m_1
1 31
1 52
173 0
)= 4 —m _4—m_0
1 2 3
1 3 5
1 m 7 8_2m_2(4—m)=2

zZ = = =

4 —m 4—m 4—m

Solucion: x=1, y=0, z2=2

Por tanto, no hay ningin valor de 7 para el que el sistema no tenga solucién.
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7 Elrango de la matriz de los coeficientes de un sistema de cuatro ecuaciones con tres incégnitas es 3.
:Qué rango puede tener la matriz ampliada? En base a ello, ;cudntas soluciones tendri el sistema?

La matriz ampliada es una matriz cuadrada de orden 4.
Su rango puede ser 3 (si |A'|=0) o4 (si |A'| #0).
*Si ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas — El sistema serd compatible determinado.

*Si ran(A) =3 =z ran(A') =4 — El sistema serd incompatible.

8 En un sistema homogéneo de tres ecuaciones y dos incégnitas, la matriz de los coeficientes tiene
rango 2.

Di, razonadamente, cudntas soluciones tendra el sistema.

En un sistema homogéneo el rango de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada
siempre coinciden ya que al afadir una columna de ceros no cambia el rango.

Por tanto, tenemos que 7an(A) = ran(A") = 2 = n.° de incégnitas. El sistema serd compatible determinado.
Solo tiene una solucién que es la trivial: x=0, y=0.
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