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1 Calcula los siguientes limites:

a) lim 10x2 — Jx®—5x+1 b) lim 87;
x=+oo *=== Jog(x*+1)

c) xl_)z';zzcm (2x+1—«/4x2+1>
a) lim 10x2 = {x0—5x+1 = (+00) — (+00) = lim (10x* — yx® = 5x +1) (10x? + ¥x® — 5x +1) _
5= 4oo X 1052 4 {x® —5x + 1

Iim 100x% — (x® —5x +1) ~
YT 10x% + 4x® —5x + 1

- lim x5 +100x% +5x — 1 o

X 102 4 Yx® —5x +1
b) 1, €x (O)

= =0
= log(x*+1)  (+o0)

O lim (2x+1—M> ~ (+o0) — (s00) = lim (2x +1—4x? +1) 2x + 1+ 4x? + 1) _
xoe XTee 2x+1+4x2+1
- I Q2x+1)2—(4x% +1) _

Xt g laydxt+1

= lim 4x __4 =1
X g le b+l 2+2

2 Halla la derivada de estas funciones:

_ 2x _ X+ 2 _ x+1
a)ys= 12 b) y = ¥*&* c)y—ln—x_1

Dy 2= 1) dnfx 1) _2(x+1)

T

b)_)/'= DxedX+2 +3x263x+2:g3x+2<2x+3x2>

x—1—<x+1>

o (x—1) o2y,

x+l (x—1>2<x+1> (x—l)(x+1>

x—1
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ax -3 si x<1
3 Dadala funcién f(x) = | x> —6x +5

X —

sixs1’ determina

el valor del parimetro 4 para el cual la funcién es continua en todo su dominio.

La funcién estd definida por intervalos mediante funciones continuas en sus respectivos intervalos de
definicién. Estudiamos qué ocurre en el punto de ruptura x = 1.

f()=a-3
lz’nf_ (ax —3)=a-3

g’i’”lf(x)= Iim x*—6x+5 (0) _ Iim (x=1)(x=5)

= = = lf —3=—-4
x—1* x—1 (0) x—1" x—1 x[inf*(x 5)
—> a-3=-4 > a=-1

Cuando #=-1 lafuncién es continuaen x=1 porque f(1) = lz'm1 f(x) y, por tanto, es continua en
. Jrasid
todo su dominio.

) W i x<—
4 Seala funcién f(x) =12 (ax—12)  si x< 1.
% +b(x-1) si x2-1

a) Halla los valores de 2 y de & para que la funcién sea derivable en x =-1.

b)Para a=1 y b=-1 obtén la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = -2.

a) Para que sea derivable en x = -1, primero debe ser continua:

.1 __1
lim [2(ax—12)]——2a—6

lim flx) =15~ Ll _6=—1-2b
x—’—lf Zz’m1+[—x2+b(x—1)]=—1—217 2
Ademids, las derivadas laterales en x =—1 deben ser iguales:
x4 si x<—1 f'(_l_):i
) =12 - 2 - %=2+b
2x+b si x>-1 Fl=1M=2+b

Resolvemos el siguiente sistema para obtener los valores pedidos:

-54-6:-1_25
— a=18, b=7
%:2+b

b)Si @ =1, setiene que f'(x) = % cuando x < —1. Por tanto:

x=-2, f(-2) = %(_2—12)=—7, f'=2) = %

Y la ecuacién de la recta tangente es y = -7 + %(x +2).
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x+2 si 0sx<2
5 Dadala funcién f(x) = {x2 —6x+12 si 2<x<4.
2x+a si 4<x<8

a) Calcula el valor de 2 para que la funcién sea continua en el intervalo [0, 8].

b) Halla los mdximos y minimos absolutos de f(x) en el intervalo [0, 4]. Justifica que los puntos
obtenidos son mdximos y minimos absolutos.

¢©) Calcula el drea de la regién del plano limitada por las rectas y =0, x=0, x =3 y la grfica de
S ).

a) La funcién estd definida por intervalos mediante funciones continuas y derivables en sus respectivos
intervalos de definicién.

* En x=2 lafuncién es continua ya que:
f@) =4
lim (x+2)=4

, x—2 ,
xll_,mzf(x) - lz'rg+(x2—6x+12)=4 - f2)= xlz_{ﬂzf(x)

¢ Estudiamos la continuidad en x = 4:

f4)=-8+a
lz’nz_ (x*—6x+12)=4

J{lz’}if(x)= Zl’m+(—2x+d):—8+ﬂ %4=_8+ﬂﬁﬂ=12

La funcién es continua en [0, 8] cuando « = 12.
b) Hallamos la derivada en el intervalo [0, 4]:
1 si O<x<2
S = {2x—6 si 2<x<4
f(x) tiene un punto singular en x = 3.

Crecimiento y decrecimiento:
f>0 f<0 f'>0
0 / 2 \ 3 / 4
Evaluamos en los posibles extremos absolutos:

x=0 — £(0)=2

x=2 — f(2)=4
x=3 = f(3)=3
x=4 > f(4)=4

Del comportamiento de la funcién y de los resultados anteriores se deduce que el punto (0, 2) es un
minimo absoluto; y que los puntos (2, 4) y (4, 4) son maximos absolutos.

3

44\ 28
- 18_44)_28
, 6+(8 3) 3 u

2
. 2 3
) Area=foz(x+2)dx+f;(x2—6x+12)zix=[x7+2x 0+[%—3x2+12x
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6 Hallael valorde 4, b y ¢ paraque y=x3+ ax?+ bx + ¢ tenga un punto de inflexién en (0, 1)
y la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto sea 2.
y(0)=1

Punto de inflexién en (0, 1) — {7,
3"(0)=0

La pendiente de la recta tangente en x=0 es2 — y'(0) =2
9'(0) =3x2+ 2ax + b; y'(0)=2 — b=2

y"(x) =6x+2a; y"(0)=0 = a=0

y(0)=1 = ¢=1

La funciénes y = x3 4+ 2%+ 1.

7 Lafuncién y=f(x) tiene las siguientes propiedades:
* Su dominio es R —{-1, 1}. Es continua en todo su dominio y corta el eje X en x=2.
* Asintota horizontalen y=0 con f(x) <0 si x>2 y f(x) >0 si x<2, x=1, x=-1.

* Asintota verticalen x=1 con lim_ f (x) = +oo;

. +
lz’nlz [ (&) = +o00. x=1
x—1"

¢ Asintota vertical en x=-1 con lz’mpf(x) = + 003 lz'm1 f (&) = +o0.
xX—— x—-1"

* Tiene un minimo en (4, -2) y otro en (0, 3).

Representa graficamente la funcién.

BNzces

8 Sea f(x) = yx? — x +1. Determina su dominio, asintotas, extremos relativos y estudia su monoto-
nia. Luego, dibuja la grifica de f destacando los elementos hallados.

* El dominio de la funcién estd formado por los valores de x para los cuales x2_x+12>0, es decir,
todo IR. Es continua en todo su dominio.

¢ Asintotas horizontales:

lim Yx*—x+1 = +0 — No tiene.

X — oo
* Asintotas oblicuas:

2

, x“—x+1

m= lim ————— =1
X — +oo X

(«/xz—x+l—x)(«/x2—x+l+x) _

n= lim (x?—x+1—x)=(+00)—(+o0)= lim
X — oo X teo {?t;:7+x

—x+1 1

= i —=2T2 @ __ 1

o Ukt —x+l4x 2

Larecta y=x— % es la asintota oblicua cuando x — +co.

2 [.2
e gy Y =x+l o AxTrx+l
—X

X — —o0 X X — 00
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n= xé’;ﬁw Wx?—x+1+x) = xérﬁo Wxl+x+1—x) = (+00) — (+00) =

— Im Wxt+x+1 =) @Wx?+x+1+x) B
N o P

-y ——x+1 1

v I ex+lex 2

Larecta y=—x+ L e5 1a asintota oblicua cuando x — —co.

2

* Puntos singulares:
fr(x) _ gx — 1

x“—x+1

F)=0 > 2x-1=0 > x:%
1 1B
=3 = f3)-3
* Crecimiento y decrecimiento:

f'<0 >0
1

Nz S

El punto (%, g) es un minimo.

La funcidn es decreciente en el intervalo (— o, %) y es creciente en <%, + oo).

* Cortaal eje ¥ en el punto (0, 1). No corta al eje X.

9 Dada la funcién f(x) = (3x - 2x2) e*:
a) Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Halla los extremos relativos.
¢) Encuentra los puntos de corte con los ejes.
d) Halla sus asintotas y sus ramas parabdlicas.

e) Represéntala en unos ejes coordenados.

a) £'(x) = (3 —4x)e* + (Bx — 2x2)e* = ¥(-2x% —x + 3)
F0)=0 = ¢*(2x2-x+3)=0 - 2x2-x+3=0 — x:—%, x=1
Signo de la derivada:
f'<0 f>0 f'<0
3 1
\ 5 / \

La funcién decrece en los intervalos (— oo, —%) y (1, +o0) y crece en (— %, 1).

5
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v 1 3)pl )3 oo
x=1, fA)=e¢

El punto (— %, 9,73/ 2) es un minimo. El punto (1, ¢) es un médximo.

cx=0 — f(0)=0
7=0 > Bx—2x%)e¥=0 — 3x—2x2=0 = x=0, x= %
d) La funcidn es continua y derivable en todo IR. No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:

xél:;ﬁo [(Bx — 2x2)¢¥] = —oo

Tiene una rama parabdlica cuando x — +co ya que:

Iim (3x — 2x?%) &~
X — +oo X

= xlz’m [(3—-2x)e"] =—oo

— 400

Jlim | [(Gx— 2x2)e*] = 0 porque la funcién exponencial tiende a 0 y es de orden superior a cualquier

polinomio. Por tanto, la recta y=0 es una asintota horizontal cuando x — —co. Ademis, la funcién
queda por debajo de la asintota horizontal.

e) Y

2

=8 = =2 2

-4
=6

10 Dada la funcién f(x) = —* __ determina su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y de-

Inx

crecimiento y extremos relativos. Represéntala.

* El dominio de definicién es (0, 1) U (1, +o0) para que el denominador se pueda evaluar y no se
anule.

* Asintotas verticales:

lim —*— =0 ya que un polinomio es de mayor orden que un logaritmo.
x—=0* Inx
lim —*—=—co
x—1" Inx
Larecta x=1 es laasintota vertical.
lim —*— =+
w1t Inx

¢ Asintotas horizontales:

lim = +o0 — No tiene.

x—+o0 [y x

e Asintotas oblicuas:

x
m= lim Inx _ lim S S 0 — No tiene.

¢ Es derivable en todo su dominio.

vy nx—1
P =
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f(x)=0 > lrx-1=0 - x=¢
x=e = fle)=e¢
Signo de la derivada:
f<0 f<0 f>0
0 \ 1 \ e /

Es decreciente en los intervalos (0, 1) y (1, ¢) y creciente en (e, +0).

El punto (e, ¢) es un minimo.

e

X

Y

|
|
|
|
|
|
|
aE:
|
|
|
|
|
|

11 El coste total por producir x unidades de un articulo es C(x) = 1424 6x+192. Se define la

funcién coste medio por unidad como C,(x) = & :Cudntas unidades hay que producir para
x
que el coste por unidad sea minimo?
C,x = 1yy6+192
3 x

Tenemos que calcular el minimo de esta funcién.

' 1192
C,lx)==—-—==
C,x)=0 — %—%:0 — x=-24 (novale), x=24

x

Comprobamos si es un minimo mediante la derivada segunda:

C%(x):ﬁ — C;i(24)=ﬁ>0 — En x =24 hay un minimo.
x3 243

En conclusidn, se deben producir 24 unidades para que el coste medio por unidad sea minimo.

12 Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y capacidad 80 cm?.
Para la tapa y la superficie lateral, usamos un determinado material, pero para la base, debemos
emplear un material un 50 % mads caro. Halla las dimensiones de este envase para que su precio
sea el menor posible.

Llamemos x al lado de la base e y ala altura del prisma regular.
Por una parte, 80 = xzy.

Si p es el precio por centimetro cuadrado del material usado para la tapa y la superficie lateral, 1,5p
es el precio por centimetro cuadrado del material usado para la base.

El coste del material es C = 1,5px2 + dpxy + px? = p(2,5x% + 4xy).

De la ecuacién del volumen despejamos y para sustituir en el coste:

y= % - C=p<2,5x2+—320>
x x



13

14

15
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Buscamos las dimensiones que hacen minimo el coste:

C'= p(Sx—ﬁ)

X2

C'=0 = 5x=320 _0 » 364 - -4
x
Estudiando el signo de la derivada primera a ambos lados del punto singular vemos que, efectivamen-
te, es un minimo.

80
X = 4; )= Z =5

Por tanto, para que el precio sea el menor posible, el prisma regular debe tener una base de 4 cm de

lado y una altura de 5 cm.

Calcula.

2 x2 3x+1
a)f(&+5)dx b) [ 53+ 1 da

2 1 3 3x — a3
° 0 x+1dx d)fl x dx
) (%+%2)dx=4&+%+k b) [[5e3+ Tde= 3301 1

x

3

2 1 _ ]2_ 33¢v—x3 , _x_3] __ 8

c)fo—x+1dx—ln<x+l>0_ln3 d)flix dx = |3x 5,73

Representa el recinto limitado por las grificas de las funciones y = x3-3x e y = x. Después,
calcula su drea.

La grificade y= x3 —3x cortaalos ejes en los puntos (0, 0), (3, 0) y (=43, 0).
Tiene un mdximo en (-1, 2) y un minimo en (1, -2).

Puntos de corte entre las funciones:

3
=x° —3x
Y }x3—3x=x—>x3—4x=0—>x=0,x=—2,x=2
y=x

Y]
AL

2 Ry ‘(’2’ 2)

N2 X
(2,294 Lp\y =L 3x

El recinto es simétrico.

2
Area=£§(x3—3x—x)dx+f02 [x—(x3—3x)]dx=2J;)2(4x—x3)dx=2 2x2—x?4] =8 u?

0

2
Calcula el drea limitada por la funcién y = (= 13) , eleje X ylasrectas x=-2 y x=1.
x —
2
Representamos la funcién y = b 13) :
x f—

Si x<3, y—>—o0
* Asintota vertical: x =3 < S 3 /
1 X>3, y—>+o0

Si x—>+o0, fx)>x+1
* Asintota oblicua: y=x+1 < Si xos fp( ) 1
1 X — 09, X) <X+

8
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e 26-Dx=-3)-(x-1)> 2 6x+5 _ x=5, f(5)=8
7T (x—3)? C (x-3)2 =0 <x:1, F(1)=0

Signo de "

y>0 y'<0  y'<0  y'>0 Méximo: (1, 0)

/1 \3 \ 5/ Minimo: (5, 8)

2
1

<
N
N
N
N
~
N
N
N
N

X =

T X
O\ e
VY TR
1(x_1)2 ‘ 1
U =‘£2(x+1+x

:‘(%+4/n2>—4ln5

-

[22 +x+4ln|x - 3|]

~2,17 u?

16 Escribe la expresién analitica de la funcién f(x) de la que conocemos: f''(x) =35 f'(1) =0 y
S =5.

Fr6=3 > f0) = [3dv=3x4ks (D=0 > 34k=0 > k=-3
FO=3v-3 > f) = [ Bx-3)ds - ——3x+/€'

- i_ "= "= —i=£
f)=5 > S -3+k'=5 > k'=8-2=—

_ 3 13
fx) = > 3x + 3

17 Seala funcién f(x) = x + % donde 2 es una constante:
x

a) Encuentra una primitiva de f.

b) Si F es una primitiva de la funcién f; ;puede serlo también G (x) = F(x) + 2x?
2

c) Halla 2 sabiendo que J fx)dx=1,5.
1

_ a _x2 x’z_xz a
a)F(x)_f<x+F>dx_7+d.j_7_ﬁ

+2x = G'(x)=x+%L+2
e

_x_ a
b) G(x) = 2 T2
G no es una primitiva de f porque G'(x) = f(x).

2
9 [P fe-|X - | o5 5 3,323 4
1 2 2|, 5



