
Variables aleatorias

2. Variables aleatorias.  

2.1. Conceptos generales de variables aleatorias.  

2.1.1. Definición.

Consideremos un experimento aleatorio.  Sea E su espacio muestral, que tal como se definió 
en el capítulo anterior es el conjunto de todos los sucesos elementales del experimento.

Supongamos  ahora  que  establecemos  una  función   X   entre  los  sucesos  elementales del 
experimento y los números reales, o sea, entre E y R. Por ser X una función se cumplirán las dos 
condiciones siguientes:

1. Todo suceso elemental  tendrá su correspondiente  número real  como imagen,  sin  quedar 
ninguno suceso elemental sin la imagen.

2. A un suceso elemental  le corresponde sólo una imagen,  y sólo una,  o sea,  a  un suceso 
elemental no se le pueden hacer corresponder dos o más números, sólo le corresponde uno. 
Entonces a esta función así establecida le llamamos variable aleatoria. 

Una variable aleatoria consiste pues en establecer una función entre el espacio muestral 
y los números reales.  

Una  variable  aleatoria  si  puede  a  dos  sucesos  elementales  diferentes  hacerles 
corresponder  el  mismo  número  real, lo  que  no  puede  es  a  un  suceso  elemental  hacerle 
corresponder dos números diferentes.

De esta forma, si llamamos X a la variable aleatoria,  entonces:  X :E R y para cada 
suceso elemental ei de E, X ei =X i donde X i es un número real cualquiera. Cumpliéndose 
que  para  todo   suceso  elemental  e∈E existe  X e  y  además  si  e1=e2 entonces 

X e1 =X e2 .

2.1.2. Ejemplos de variables aleatorias.

2.1.2.1. Ejemplo 1. Lanzamiento de una moneda.

Es el ejemplo más sencillo que se puede poner, supongamos el lanzamiento de una moneda. 
En este caso E={cara, cruz}. Si le hacemos corresponder al suceso elemental {cara} el número cero, 
y al suceso elemental {cruz} el número uno, habremos establecido una variable aleatoria, a la cual 
podemos llamar  X, de manera que: X :E R donde E = {cara, cruz} y está  definida así:

X cara =X 1=0  y  X cruz =X 2=1 ,  por  lo  que  dicha  variable  aleatoria  toma  sólo  dos 
valores, el cero y el uno.

2.1.2.2. Ejemplo 2. Lanzamiento de un dado.

Supongamos que lanzamos un dado, podemos definir una variable aleatoria también muy 
sencilla, a cada suceso elemental o número del dado le hacemos corresponder el número que nos 
sale, así si X es dicha variable aleatoria, se tendrá que:
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Si E={1, 2, 3, 4, 5, 6} . Entonces se define la variable aleatoria X, de manera que:
 X 1=X 1=1 X 2=X 2=2... X 6=X 6=6  esta  variable  aleatoria  toma  sólo  6  valores 
posibles, que son los números del 1 al 6. Y cumple evidentemente las dos condiciones de la variable 
aleatoria.

2.1.2.3. Ejemplo 3. Sacar una bola de una bolsa.

Supongamos una bolsa con 3 bolas blancas, 5 negras y 2 rojas, y el experimento de sacar 
una bola de la bolsa.

Podemos definir una variable aleatoria X, de manera que si sacamos bola blanca toma el 
valor 1, si sale negra,  el valor 2, y si sale roja el valor 3, o sea:

Si E={b1,b2,b3,n1,n2,n3,n4,n5,r1,r2} definimos X de la forma siguiente:

X(b1) =X(b2)=X(b3) = 1 = X1 .
X(n1)=X(n2)=X(n3)=X(n4)=X(n5)=  2 = X2 .
X(r1)=X(r2)= 3 = X3

En  este  caso  como  vemos  la  variable  toma  el  mismo  número  para  todos  los  sucesos 
elementales con el mismo color de bola.  No importa, la variable aleatoria está bien definida ya que 
a  un suceso elemental  le  corresponde un sólo valor,  y para todos  los sucesos elementales  está 
definida la variable aleatoria.

Si A = {sacar blanca} = {b1,b2,b3} es inmediato que la variable toma para todos los sucesos 
elementales de A el valor 1, si B es B={sacar negra} sobre B toma el valor 2 y C={sacar roja} toma 
el valor 3. Luego:

A={b1, b2 ,b3}={e∈E/ X e=1} o  sea  conjunto  de  sucesos  tales  que  para  ellos  la 
variable toma el valor 1. De igual forma:

B={n1 ,n2 ,n3 , n4 ,n5}={e∈E/ X e=2} y
C={ r1 ,r2 }={e∈E / X e=3}

2.1.2.4. Ejemplo 4. Lanzar dos dados.

Supongamos el experimento de lanzar dos dados, y una variable aleatoria que consiste en 
sumar los número que nos salen. De esta forma la variable X, toma los valores siguientes:

Para el suceso elemental: (1,1) el valor 2, o sea X 1=2 .
Para los sucesos elementales.: (1,2),(2,1) toma el valor 3, X 2=3  .
luego en: (1,3),(2,2),(3,1) toma el valor 4, X 3=4 .

(1,4),(2,3),(3,2),(4,1) el valor 5, X 4=5 .
(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) el valor 6, X 5=6 .
(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) el valor 7, X 6=7 .
(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) el valor 8, X 7=8 .
(3,6),(4,5),(5,4),(6,3) el valor 9, X 8=9
(4,6),(5,5),(6,4) el valor 10, X 9=10 .
(5,6),(6,5) el valor 11, X 10=11 .

y para: (6,6) el valor 12, X 11=12 .

Ahora la variable aleatoria X, toma los valores del 2 al 12.
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Evidentemente {e∈E / X e=7}={1,6 ,2,5 ,3,4 ,4,3 ,5,2 ,6,1}

2.1.2.5. Ejemplo 5. Sacar una carta de una baraja.

Supongamos una baraja española, si consideramos el experimento de sacar una carta de la 
baraja podemos definir una variable que a dicha carta le corresponda el número que salga (del uno 
al siete), pero además a la sota le corresponda un 8, al caballo 9 y al rey 10. En este caso la variable 
aleatoria toma los valores del uno al 10. Por lo que por ejemplo si X(as oros)=1, X(sota de copas)=8 
etc ....

2.1.2.6. Ejemplo 6. elegir una persona entre los habitantes de una nación.

Supongamos que elegimos a una persona entre los habitantes de una nación, y tomamos 
como variable aleatoria la que hace corresponder a dicha persona su altura. En este caso la variable 
no  toma  un  número  pequeño  de  valores  muy  determinados,  en  este  caso  la  variable  toma  un 
intervalo grande de valores por ejemplo entre 30 cm. (se incluyen bebés) y 2,30 m. y entre esos 
valores puede tomar cualquiera incluso con varios decimales.

2.1.3. Tipos de variables aleatorias.

Comparando entre las variables aleatorias de los 5 primeros ejemplos y la variable aleatoria 
del último podemos ver que las 5 primeras sólo toman un número finito de valores y que además 
entre dos valores no toman ningún otro. Sin embargo la variable del último ejemplo puede tomar un 
número en teoría infinito de valores dentro de un intervalo de valores, y cualquier número de dicho 
intervalo puede ser tomado.

Las variables aleatorias de los cuatro primeros ejemplos,  se llaman variables aleatorias 
discretas, son las habituales para los experimentos aleatorios típicos. Se insiste sólo pueden tomar 
un número determinado de valores, de manera que  entre dos valores no toman ningún otro. 
En el  caso de que el  espacio  muestral  sea infinito  (formado por infinitos  sucesos  elementales) 
pueden tomar un número infinito de valores, pero de manera que entre dos valores, no pueden tomar 
otro.

La variable  aleatoria  de  sexto ejemplo se llama continua y  es justo lo  contrario  de la 
discreta, puede tomar infinitos valores en un intervalo de los mismos.

Vamos a estudiar detalladamente los dos tipo de variables, y además veremos los ejemplos 
principales de cada una, que son las variables aleatorias binomial, poison  y normal.
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2.2. Variables aleatorias discretas.

2.2.1. Definición.

Por lo  dicho anteriormente  es  una  función entre  los  sucesos  elementales  de un espacio 
muestral de un experimento aleatorio y los números reales, de manera que sólo toma un número 
determinado de valores por lo que entre dos valores no puede tomar ningún otro. En las variables 
aleatorias discretas hay 4 cuestiones básicas que definiremos a continuación y que son:

2.2.2. Función de probabilidad.

Es la fundamental en este tipo de variables, y se define así:

Si la variable aleatoria discreta X que toma los valores X 1, X 2,... X i , .... , en un espacio 
muestral. E. 

Consideremos todos los  suceso aleatorios A i definidos así:

 A i={e∈E / X e=X i} con i=1,2,3,4, .....

Entonces para cada valor que toma la variable aleatoria podemos calcular la probabilidad de 
que tome dicho valor, o sea definimos:

 P i=P X=X i =P A i=p {e∈E / X e=X i } con i=1,2,3,4 ....

 P i es pues la probabilidad del suceso A i , que es el suceso para el cual la variable toma 
el valor X i ,o sea, la probabilidad de que X tome el valor X i . 

Evidentemente como cada P i es una probabilidad y se cumplirá que 0≤Pi≤1 . 

La  función que a cada valor que toma la variable aleatoria le hace corresponder la 
probabilidad de que tome dicho valor se llama función de probabilidad, y hace corresponder a 
cada valor de X i de la variable discreta su probabilidad P i .

La función de probabilidad debe de cumplir una propiedad fundamental para que esté bien 
definida y sea en realidad una función de probabilidad, que consiste en que la suma de todos los 
valores que toma sea uno. O sea ∑ P i=∑ p  X=X i=1 . 

La razón de la anterior es que si la variable aleatoria está bien definida, a todo suceso del 
espacio muestral le corresponde un número. Esto sólo se cumple si y sólo si ∑P i=1  Que es 
pues la condición necesaria y suficiente para que la variable aleatoria esté bien definida.

Veamos  cual  es  la  función  de  probabilidad  en  las  variables  aleatorias  de  los  anteriores 
ejemplos.

2.2.2.1. Ejemplo de la moneda. (2.1.2.1)

La variable aleatoria sólo toma dos valores X 1=0 X 2=1 , sobre la cara y la cruz, luego:
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P1= p X=0= pcara=1
2

y  P2=p  X=1=p cruz = 1
2

.  Estos  valores  de  la 

función de probabilidad para variables discretas pueden ser escritos en forma de una sencilla tabla 
parecida a las tablas estadísticas de la siguiente forma.

X i valores de X  P i=P X=X i

0 1/2

1 1/2

Suma 1

2.2.2.2. Ejemplo de un sólo dado. (2.1.2.2)

En este caso los valores de X son del 1 al 6, y la probabilidad de que salga cualquiera de 
ellos es la probabilidad de que salga el correspondiente número. Luego

P1=p X =1=P2=p X=2 =....=P6= p X=6=1
6

y en forma de tabla:

X i valores de X  P i=P X=X i

1 1/6

2 1/6

3 1/6

4 1/6

5 1/6

6 1/6

Suma 1

2.2.2.3. Ejemplo de la bolsa y las bolas. (2.1.2.3)

En este caso la variable toma 3 valores 1,2,3 y los valores de las probabilidades son los 
siguientes:

P1=p X =1=p Blanca = 3
10

P2=p  X=2=p negra = 5
10

P3=p  X=3 =p roja= 2
10

La tabla será así:

X i  valores de X  P i=P X=X i 

1 3/10

2 5/10

3 2/10

Suma 1
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2.2.2.4. Ejemplo de los dos dados. (2.1.2.4)

En este caso los valores que toma la variable son de X=2 a X=12, las probabilidades de cada 
un son:

P1=p X=2=p {1,1}= 1
36

P2=p  X=3=p {1,2 ,2,1}= 2
36

P3=p  X=4= p {1,3 ,2,2 ,2,1}= 3
36

P4= p X=5=p {1,4 ,2,3 ,3,2 ,4,1}= 4
36

de igual forma

P5=p  X=6= 5
36

P6=p X=7= 6
36

P7=p  X=8= 5
36

... P11=p X=12=1
6

En forma de tabla:
X i valores de X  P i=P X=X i

2 1/36

3 2/36

4 3/36

5 4/36

6 5/36

7 6/36

8 5/36

9 4/56

10 3/36

11 2/36

12 1/36

Suma 1

Se puede observar que la suma de la columna de las probabilidades es siempre 1. Esto es 
siempre así. Una variable aleatoria sólo está bien definida si la suma de las probabilidades en la 
función de probabilidad es uno. En caso contrario no estaría bien definida y no sería una variable 
aleatoria.

2.2.3. Función de distribución.

Se define como la probabilidad  F i de que la variable aleatoria tome un valor menor o 
igual a uno dado, p sea  F i=p  X≤X j  Es muy fácil obtener ese valor, basta sumar todos los 
valores para los cuales la variable sea más pequeña o igual que el buscado. Por ejemplo para el 
lanzamiento de los dos dados (2.1.2.4):

F 5= p X≤5=p X =2p X=3p  X=4 p  X=5= 1
36
 2

36
 3

36
 4

36
=10

36

En el caso de la bolsa y las bolas
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F 2= p X≤2=p  X=1p  X=2 = 3
10
 5

10
= 8

10
Por lo que la función de distribución se define de forma correcta así:

F i= p X≤X i= p X=X 1p X=X 2...p  X=X i=∑
1

i

Pi

Si en una tabla de la función de probabilidad añadimos una columna con las probabilidades 
acumuladas, tendríamos una columna con la función de distribución.  Por ejemplo en el caso de la 
extracción de la bola:

X i valores de X  P i=P  X=X i F i=PX≤X i 

1 3/10 3/10

2 5/10 8/10

3 2/10 1

Suma 1

La columna F i añadida corresponde a la de la función de distribución.

2.2.4. Media o esperanza matemática de una variable aleatoria discreta.

Se define de una forma parecida a la media de las variables estadísticas, si X es una variable 
aleatoria entonces  X =∑ X i . P i . A la media también se le llama esperanza matemática y se 
escribe como E(X).

Utilizando  las  tablas  es  muy  fácil  calcular  la  media,  es  prácticamente  igual  a  como se 
calculaban las medias de las variables estadísticas, así en la variable de la variable de la suma de los 
números del dado (2.1.2.4):

X i valores de X  P i=P X=X i X i . Pi

2 1/36 2/36

3 2/36 6/36

4 3/36 12/36

5 4/36 20/36

6 5/36 30/36

7 6/36 42/36

8 5/36 40/36

9 4/56 36/36

10 3/36 30/36

11 2/36 22/36

12 1/36 12/36

Suma 1 252/36
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Luego X=252
36
=7 o sea la media de esta variable es siete. Siempre se hace igual en la 

tabla de la variable se hace la columna X i . Pi y se suma, el resultado es la media de la variable

2.2.5. Varianza y desviación típica.

Definimos  la  varianza  de  la  variable  aleatoria  discreta  como la  media  del  cuadrado  de 
desviaciones respecto a la media. O sea:

V=∑  X i−X 2 . P i=∑  X i
2−2. X . X iX 2 . P i=∑ X i

2 . P i−2. X .∑ X i . P iX 2 .∑ P i

V=∑ X i
2 .P i−2.X .XX2=∑ X i

2 . Pi−X2 .

y  también  definimos  la DesviaciónTípica==V  .  Es  frecuente  llamar  a  la  varianza  el 
cuadrado de la desviación típica, o sea: 2=V=∑ X i

2 .Pi−X2 .

La varianza la calculamos introduciendo la columna X i
2 .P i sumándola y luego restando 

el cuadrado de la media. Así en la variable aleatoria del lanzamiento de un sólo dado (2.1.2.2). 

X i P i X i . Pi X i
2 X i

2 . P i

1 1/6 1/6 1 1/6

2 1/6 2/6 4 4/6

3 1/6 3/6 9 9/6

4 1/6 4/6 16 16/6

5 1/6 5/6 25 25/6

6 1/6 6/6 36 36/6

Suma 1 21/6 91/6

X= 21
6
=3,5 2=V =91

6
−21.21

36
=91.6−21 .21

36
=546−441

36
=105

36
=2,91666

=2,91=1,70

2.2.6. Ejercicios

2.2.6.1. Ejercicio 1.

En  un  experimento  aleatorio  se  define  una  variable  aleatoria  X  con  la  siguiente  tabla 
correspondiente a una función de probabilidad.

X i valores de X  P i=P X=X i

1 0,1

2 0,2

3 x
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X i valores de X  P i=P X=X i

4 0,3

5 0,1

6 0,1

Suma 1

1. Que valor debe de tener “x” para que la variable esté bien definida.
2. Calcular P X4 P 2≤X6 P X≤2 P  X5
3. Mediante el suceso contrario calcular P  X1 y P X6
4. Calcular la media
5. Calcular varianza y desviación típica.

Apartado 1.   Para que la función de probabilidad esté bien definida, es necesario que la 
suma de todos sus valores ∑ P i sea 1, pero si sumamos:

P1P2....P6=0,10,2x0,30,10,1=0,8x=1 de donde 0,8 x=1 luego
x=1−0,8=0,2

Por lo que para que la tabla esté bien definida el valor que falta debe de ser 0,2. La tabla 
completa será:

X i valores de X  P i=P X=X i

1 0,1

2 0,2

3 0,2

4 0,3

5 0,1

6 0,1

Suma 1

Apartado 2.  Calculemos las probabilidades que se piden:

P  X4=P X=1P X=2P  X=3=0,10,20,2=0,5 .O  Sea  se  suman  las 
probabilidades para valores de X por debajo de 4, sin incluir el cuatro.

P 2≤X6=P  X=2P  X=3P X=4P X=5=0,20,20,30,1=0,8 .  Se 
suma las probabilidades para valores entre 2 y 6 incluyendo el 2, sin incluir el 6.

P X≤2=P  X=1P  X=2=0,10,2=0,3 .  Se  suman  las  probabilidades  para 
valores de X menores que 2  incluyendo el dos.

P X5=P  X=6=0,1 O sea para valores mayores que cinco, sin incluir el 5.

Apartado 3.  Lo contrario a que X1 será X≤1 . Si queremos calcular directamente 
la  P  X1 tendríamos  que  calcular  la  P  X=2 ,P  X=3... P  X=6 y  sumarlas.  Sin 
embargo por el suceso contrario es más fácil ya que:
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P X1=1−P X≤1=1−P  X=1=1−0,1=0,9

Lo contrario a X6 es X≥6
Luego P X6=1−P X≥6=1−P X=6=1−0,1=0,9

Apartados 4 y 5.  Calculemos la tabla para el apartado:

X i P i=P  X=X i X i . Pi X i
2 X i

2 . P i

1 0,1 0,1 1 0,1

2 0,2 0,4 4 0,8

3 0,2 0,6 9 1,8

4 0,3 1,2 16 4,8

5 0,1 0,5 25 2,5

6 0,1 0,6 36 3,6

Sumas 1 3,4 13,6

Entonces: 
X=∑ X i . P i=3,4 y 2=V =∑ X i

2 . P i−X 2=13,6−3,42=13,6−11,56=2,04

y =V=2,04=1,4281

2.2.6.2. Ejercicio 2.

Se tiene una bolsa con 10 bolas, 2 Negras, 2 Rojas 3 Blancas y 3 azules. Se considera el 
experimento de sacar una bola de la bolsa. Se define una variable aleatoria X así definida.

X 1=X negra=0 X 2=X Roja=1 X 3=X Blanca =2 X 4=X azul =3

Calcular su función de probabilidad, la media, varianza y desviación típica.

La función de probabilidad es muy simple:

P1=P X=0= p negra = 2
10

P2=P X=1= p Roja = 2
10

P3=P  X=2= pblanca= 3
10

P4=P  X=3=p azul = 3
10

La tabla con esta función y para hacer los cálculos de la media y desviación típica será así:

X i P i=P  X=X i X i . Pi X i
2 X i

2 . P i

0 0,2 0 0 0

1 0,2 0,2 1 0,2

2 0,3 0,6 4 1,2

3 0,3 0,9 9 2,7
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X i P i=P  X=X i X i . Pi X i
2 X i

2 . P i

Sumas 1 1,7 4,1

X=∑ X i . P i=1,7 2=V =4,1−1,72=4,1−2,89=1,21 =1,21=1,1

2.2.6.3. Ejercicio 3. 

Se  tiene  una  bolsa  con  8  bolas,  5  blancas  y  3  negras.  Se  extraen  dos  bolas  con 
reemplazamiento,  Se define una variable aleatoria de manera que toma el valor 0 si las dos bolas 
son blancas, toma el valor 1 si son una bola de cada color, y toma el valor 2 si las dos son negras.

Calcular:

1. Función de probabilidad, y comprobar que está bien definida.
2. Media, varianza y desviación típica.

Apartado 1.  Por la definición dada:

P1=P X=0=P B , B= pB. p B=5
8

.
5
8
=25

64

P2=P X=1=P B , N =2.P B y N =2. pB. p N =2.
5
8

.
3
8
=30

64

P3=p  X=2=P N ,N =P N  .P N =3
8

.
3
8
= 9

64

Está bien definida ya que P1P2P 3=
25
64
 30

64
 9

64
=25309

64
=64

64
=1

X i P i=P  X=X i X i . Pi X i
2 X i

2 . P i

0 25/64 0 0 0

1 30/64 30/64 1 30/64

2 9/64 18/64 4 36/64

Sumas 1 48/64 66/64

X =48
64
=3

4
2=V=66

64
− 48

64 
2

=33
32
−34 

2

=33
32
− 9

16
= 33

32
−18

32
=15

32

= 15
32

2.2.7. Ejercicios propuestos.

2.2.7.1. Ejercicio 1.

La tabla de la función de probabilidad de una variable aleatoria discreta es la siguiente:
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X i P i=p X=X i 

0 0,05

2 0,10

4 0,15

6 x

8 x+0,07

10 x

12 0,15

14 0,10

16 0,05

Calcular:

1. Calcular x para que la función de probabilidad esté bien definida.
2. La columna de la función de distribución, o sea F i=p  X≤X i
3. Media, varianza y desviación típica de la variable aleatoria.

2.2.7.2. Ejercicio 2.

Se lanzan tres dados, se define una variable aleatoria de manera que si los tres números son 
distintos toma el valor 0, si hay dos iguales toma el valor uno, y si los tres son iguales toma el valor 
2. 

1. Hacer la tabla de la función de probabilidad y de distribución.
2. Comprobar que está bien definida.
3. Calcular la media, varianza y desviación típica.

2.2.7.3. Ejercicio 3.

Un arquero tiene dos blancos, en el primero las probabilidades de obtener 10, 20, 30, 40, 50 
puntos son 5/16, 4/16, 3/16, 2/16 y 1/16 respectivamente, la de no acertar es de 1/16. En el segundo 
las  probabilidades  de  obtener  10,  20,  30,  40,  50  puntos  son  9/32,  7/32,  5/32,  3/32  y  1/32 
respectivamente, la de no acertar es de 7/32. El arquero elige un blanco al azar sabiendo que la 
probabilidad del primer blanco es 1/3 y la del segundo es 2/3 y lanza una flecha.

Se considera la variable aleatoria que a cada tiro le hace corresponder su puntuación de cero 
a 50 puntos. Calcular:

1. La tabla de la función de probabilidad.
2. La media, varianza y desviación típica.
3. Si  ha  obtenido  40  puntos.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  haber  elegido  el  primer 

blanco?.
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2.3. Ejemplos de variables aleatorias discretas.

2.3.1. Variable aleatoria discreta uniforme.

Supongamos  un experimento aleatorio  y E su espacio muestral,  dicho espacio tiene un 
número finito de sucesos elementales o sea E={e1,e2, e3, .... en} . Se supone que dichos sucesos 
elementales son equiprobables, o sea, todos tienen la misma probabilidad de salir. En este caso se 
define una variable aleatoria X de manera que X ei =i . O sea a cada suceso elemental se le hace 
corresponder su número de orden dentro del espacio muestral.

Evidentemente X es una variable aleatoria discreta cuya función de probabilidad es:

P X=i=p ei =
1
n

. Donde i=1,2,3 ...n

Vemos que la probabilidad para cualquier valor que tome la variable siempre es el mismo, y 
corresponde a  la  probabilidad  de cada  suceso elemental.  Dicha  probabilidad  viene  dada por  la 
probabilidad  laplaciana.  Como la  función  de probabilidad  toma siempre  un valor  único,  a  esta 
variable se le llama variable uniforme.

La función de probabilidad está bien definida ya que:

∑
i=1

i=n

P X=i=∑
i=1

i=n
1
n
=1

n∑i=1
i=n

1=1
n
n=1 .

La media de esta variable es:

X=E X =∑
i=1

i=n

i 1
n
=1

n∑i=1
n

i=1
n
1nn
2
=n1

2
Aquí se ha aplicado que la suma de  12345...n es la suma de una progresión 

aritmética con a1=1 an=n y diferencia d=1 u la suma es Sn=
a1an n

2
=1n n

2
Para la varianza partimos de considerar demostrada la siguiente expresión para la suma de 

los cuadrados de los n primeros números naturales:

122232 ....n2=
n n1 2n1

6
.   No se demuestra  la  expresión  ya que hay que 

utilizar métodos matemáticos más superiores. Supuesta cierta la expresión, entonces:

2=V=∑
i=1

n

i2 1
n
−X 2=1

n
122232...n2−n1

2

4
=1

n
n n12n1 

6
−n1

2

4

2=V=
n12n1

6
−
n12

4
=n1

22n1−3 n1
12

=n1 4n2−3n−3
12

2=V=n1n−1
12

=n2−1
12
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La distribución uniforme puede generalizarse, en este caso la variable aleatoria se define 
de la forma siguiente:

Si a es un número real cualquiera, entonces:

X e1 =a1 X e2 =a2 .... X en =an=b . La variable toma pues los n valores 

comprendidos entre a+1 y b (incluidos a+1 y b) y P X=ai =1
n

. En este caso la media es:

X=E X =∑
i=1

n

ai 1
n
=1

n
a1ann

2
=n12a 

2
=ab1

2
=an1

2

Para la varianza:

2=V=∑
i=1

n

ai2 1
n
−X 2 Vamos a desarrollar para cada i  la expresión ai2 .

a12=a22.1.a12

a22=a22.2.a22

a32=a22.3.a32
.......
an2=a22.n.an2 luego:

∑
i=1

n

ai 2 1
n
=1

n ∑i=1
n

a22a∑
i=1

n

i∑
i=1

n

i2=1n na22a n n12
n n12n1

6 
∑
i=1

n

a1 2 1
n
=a2n1 an12n1 

6
Entonces:

2=V=∑
i=1

n

ai2 1
n
−an12 2 donde  en  vez  de  la  media  se  ha  puesto  su  valor, 

luego:

2=a2n1a
n12n1

6
−a2−2.a.

n1
2

n12

4
=
n12n1

6
−
n12

4
luego:

2=n122n1−3 n112 =n1  4n−3n2−312 =n1n−112
=n2−1
12

Que es el mismo valor de la varianza antes obtenido. Finalmente si:

b=an n=b−a , entonces:

2=V=
b−a2−1

12
que se será la expresión más general de la varianza.

2.3.2. Variable aleatoria de Bernouilli. 

Consideremos un experimento aleatorio,  y sea E su espacio muestral.  Si A es un suceso 
aleatorio definimos una variable aleatoria X de la forma siguiente: 

Para cada suceso elemental de A toma el valor uno o sea X A =1 , y para cada suceso 
elemental que no pertenece a A toma el valor cero. O sea para el suceso contrario A se verifica 
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que X  A=0 . 
Entonces si la probabilidad 0P A=p1 ,  evidentemente  P1=X=1 =P A =p y 

P0=P X=0=P A=1−p=q .
Esta variable aleatoria se llama de Bernouilli y su tabla para la función de probabilidad, su 

media y varianza son las siguientes:

X i P i=P X=i  F i=PX≤i X i . Pi xi
2 X i

2 .P i

0 1-p 1-p 0 0 0

1 p 1 p 1 p

Sumas 1 p p

Entonces X=p 2=V=p−p2=p 1−p =p.q = p.q

La repetición del experimento anterior n veces va a dar lugar a la variable aleatoria que 
llamamos binomial.

2.3.3. Variable aleatoria geométrica.

Es una generalización de Bernouilli. Se hace un experimento aleatorio, su espacio muestral 
es E, y A es un suceso aleatorio cuya probabilidad es  0P A=p1 . Así mismo  A es el 
suceso contrario y su probabilidad P A =1−p=q . Se define una variable aleatoria que cuenta 
las veces que se repite el experimento hasta conseguir que salga el suceso A. Así X=0 si no hay 
fracaso A sale a la primera. X=1 si la primera vez no sale A, A sale después de un fracaso. X=k si A 
sale después de k fracasos, o sea, k veces se falla y a la k+1 se acierta. Se supone además que cada 
repetición del experimento no influye en la siguiente.

La función de probabilidad de esta variable será así:

P X=k =P A ,A , .... k veces .... A ,A =p Ak. p A =qk . p

Es inmediato que está bien definida ya que:

∑
k

P X=k=∑
k

qk p=p 1qq2q3....qk....=p
1
1−q
= p

p
=1

Al tener la suma de los términos de una progresión geométrica de razón q1 .

Se puede demostrar que la media de la variable aleatoria geométrica es:

X=E X = q
p

y la varianza es:

2= q

p2
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2.4. Variable aleatoria binomial.

2.4.1. Definición de la Binomial.

Consideremos un experimento aleatorio. Sea A  un suceso de dicho experimento. Y sea 
A su suceso contrario. Por ejemplo, el experimento de lanzar una flecha el blanco, y el suceso 
A de dar en el blanco y el suceso A de no dar en el blanco. 

A  partir  de  ahora  llamamos  p a  la  probabilidad  de  que  A ocurra,  o  sea 
0p=P A 1 y  llamamos  q a  la  probabilidad  de  que  ocurra  el  contrario,  o  sea 
q=p  A=1− p A=1−p . Por lo tanto q=1−p y p=1−q . 

El experimento se repite n veces y se supone que son independientes, o sea que cada vez 
que se repite el experimento no se influye en el siguiente. Por ejemplo lanzar 20 flechas al blanco. 
Entonces  de esas  n veces  que se  hace el  experimento  se  cuenta  las  veces  que ocurre  A , 
Evidentemente A puede salir entre cero y n veces. Llamamos k las veces reales que ocurre 

A .
Se va a definir una variable aleatoria que llamamos X y que cuenta las veces que nos ha 

salido el suceso A al repetir el experimento. O sea:

A no sale nunca, entonces X=0 . 
A Sale una vez entonces X=1 . 
A Sale dos veces entonces X=2 . 

.............................
A A sale k veces entonces X=k .

.............................
A sale todas la veces entonces X=n .

Por ejemplo en el caso de lanzar las 20 flechas al blanco X simplemente contará el número 
de aciertos en el blanco.

Una  variable  aleatoria  así  definida  se  llama  Binomial,  en  concreto  Binomial  para  n
repeticiones y p de probabilidad. O también Bn , p .

2.4.2. Función de probabilidad de la distribución binomial.

La variable aleatoria binomial es discreta ya que sólo toma los valores comprendidos entre 
cero y  n y sólo esos,  y tampoco ningún valor comprendido entre esos.  La variable  aleatoria 
Binomial tendrá una función de probabilidad veamos cuál es. 

Empecemos por  P0=P  X=0  o sea que en las  n repeticiones  A no salga nunca. 
Este cálculo es fácil (recordemos que P A = p P A=1− p=q ).

p  X=0= p A A A ..n−veces .. A= p A. p A..n−veces .. . p A=p  An=1− pn=qn

P1=p X =1=P  A , A , A , ....n−1 vez .... A o  sea  que  A  salga  una  vez  y  no  salga  el  resto  en 
cualquier orden. Luego:
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p  X=1=P  A , A , A , ....n−1 vez .... A= n!
n−1!. 1!

. p A y A y A y ...n−1 vez .. y A luego

p  X=1=n1. p A. p  A. p A. ..n−1veces .. . p A=n1. p.q.q.q ... q=n1. p.qn−1

P2=p  X=2=P A , A , A , ....n−2 vez .... A= n!
n−2! .2!

. p  A y A y A y .n−2 .. y A luego

p  X=2=n2. p  A . p A. p A. ..n−2veces ... p  A=n2 . p.p.q.q ...q=n2. p2. qn−2

P3=p  X=3 =P A , A , A , A ....n−3 veces .... A = n!
n−3!. 3!

. p A y A y A y A y .. .n−3 .. y A

p  X=3=n3 . p A. p A. p  A . p A. ..n−3veces ... p  A=n3 . p.p.p.q ...q=n3. p3.qn−3

 Así sucesivamente, entonces cuando sale k−veces A

Pk= p X=k=nk  . pk .qn−k=nk  . pk .1− p n−k

que es la expresión de la función de probabilidad para una binomial Bn , p

Demostraremos más adelante  que la expresión de la función de probabilidad es correcta, o 

sea la suma de todos los valores que toma es uno, o sea ∑
k=0

k=n

nk  p k .q n−k=1 . Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1. Supongamos que lanzamos una flecha a un blanco, sabemos que la probabilidad 
de acertar es de 0,3. Lanzamos 20 flecha:

1. ¿Tenemos una binomial? ¿Cuál?
2. ¿Cuál es la función de probabilidad?.
3. Cual es la probabilidad de acertar 5 flechas.

1. Evidentemente es una binomial, donde n=20, y p=0,3 luego q=1−0,3=0,7 luego es 
una B20 0,3 .

2. La función de probabilidad será: p  X=k =20
k .0,3k .0,720−k

.

3. Será la P  X=5 y p X=5=20
5  .0,35 .0,720−5= 20!

15!. 5!
.0,35 .0,715=0,1788

Por desgracia sale una expresión que puede ser un complicada de calcular, sin embargo no 
es complicado, ya que existen una tabla que permite los cálculos anteriores de una forma fácil y 
efectiva.  Más  adelante  veremos  esta  tabla.  En  el  ejemplo  hemos  calculado  la  probabilidad 
introduciendo los datos en una calculadora científica.

2.4.3. Binomio de Newton.

La binomial debe su nombre a lo que se conoce en matemáticas como binomio de Newton, 
a continuación vamos a estudiarlo.  Para ello recordamos de cursos anteriores las expresiones del 
cuadrado de una suma y del cuadrado de una diferencia. Estas son: 
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ab2=abab =aaab.abb=a22abb2

y de igual forma:

a−b2=a−ba−b =aa−ab−babb=a2−2abb2 . 

Podemos generalizar estas expresiones para :

 ab3=abab ab=aaaaababaabbbaababbbabbb
luego
ab3=aaa3aab3bbabbb=a33 a2b3ab2b3

Podemos ver que a3 y b3 aparecen una vez y los factores  a2b y ab2 tantas veces como 

formas de combinar dos letras a y una b, o formas de combinar dos letras b y una a, o sea 31  y 

32  respectivamente. Luego podremos escribir la siguiente expresión:

ab3=30 a331 a2 b32 ab233 b3
Como 30 =1 El coeficiente de a3 se ha puesto como un número combinatorio con el 

fin  de  que  todos  los  coeficientes  sean  números  combinatorios.  Si  desarrollamos  a−b3
obtenemos  una  expresión  similar  pero  ahora  los  signos  de  cada  coeficiente  se  alternan  entre 
positivos y negativos, resultando la expresión:

a−b3=30 a3−31 a2 b32 ab2−33 b3
Si desarrollamos la expresión genérica abn en cada término aparecen multiplicaciones 

de los números a y b, el el primer término será n-veces el número a, luego será an . El segundo 

tendrá n-1 a y una b, y aparece como formas de combinar n-1 a y una b o sea aparece n1  vez, en 

el siguiente término aparecen n-2 veces el número a y dos veces el b, el coeficiente será n2  y así 

sucesivamente.  Esto  nos  da  la  siguiente  expresión  también  llamada  desarrollo  del  binomio  de 
Newton.

abn=n0 ann1 an−1b..nkan−k bk... n
n−1a bn−1nn bn=∑

k=0

k=n

nk an−kbk

O bien:

abn=∑
k=1

k=n

nk an−kbk

Si  fuese  la  diferencia,  sale  el  mismo  resultando  pero  alterando  los  signos  positivos  y 
negativos. O sea:
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a−bn=n0 an−n1 an−1b..nk−1 k an−kbk...nn −1n bn=∑
k=0

k=n

nk −1k an−kbk

O bien:

a−bn=∑
k=1

k=n

nk −1kan−kbk

El coeficiente −1k hace que los coeficientes se alteren de signo ya que según sea k par o 
impar la potencia −1k vale 1 o vale -1. Esto provoca que los coeficientes cambien de signo.

2.4.4. La función de probabilidad de la binomial es correcta.

Se ha llegado a que en una B n, p la función de probabilidad es:

p  X=k =nk . pk . qn−k=nk  . pk .1−pn−k
.

Si hacemos ∑
0

n

p X=k  se tiene:

∑
k=0

k=n

nk  p k .q n−k=q pn=1−pp n=1n=1

Ya que la suma de todas la probabilidades es exactamente igual al desarrollo de un Binomio 
de Newton, en concreto qp n . Por lo que la suma de todas las probabilidades es 1 y la función 
de probabilidad está bien definida.

2.4.5. Cálculo de cualquier número de aciertos.

Es frecuente  que  en  la  binomial  no sólo  sea necesario  calcular  la  probabilidad  para  un 
número exacto de veces, puede ser necesario calcularla para cuando se acierte más de un número de 
veces,  o  menos  de  un  número  de  veces,  o  que  se  acierte  entre  dos  número  de  veces,  o  sea: 

p Xk  o p X≤k  o p Xk   o p X≥k  o p kXh o bien p k≤X≤h . 

En todos los caos se hace igual, se mira para que valores de X se cumple la condición, se 
calculan todas estas probabilidades, y se suman los resultados. Por ejemplo:

p  X5 será: p  X=0 p X=1 p X=2 p X=3p X=4 O sea, se calculan todas 
las probabilidades entre cero y 4 y se suman. Si hubiese sido:

p  X≤5 será:  p  X=0 p X=1 p X=2p X=3p X=4p X=5 o  sea  se 
incluiría también el caso 5.

Si fuese:
p  X5 tomaríamos todos los caos de 6  a n y sumaríamos, así en una binomial
B8, p será: p  X5= p  X=6 p X=7p X=8 y si fuese:
p  X≥5 será: p X≥5=p  X=5p X=6 p X =7p  X=8 

Si nos piden la probabilidad de X entre dos valores, basta sumar las probabilidades para los 
valores comprendidos entre ambos, así:

p 3≤X6=p  X=3p X=4p X=5 o sea incluimos el 3 pero no el 6 .
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A veces conviene hacer los cálculos por el suceso contrario, ya que siempre lo contrario a 
X k es X ≥k o bien lo contrario X k es X ≤k . 

Así, si nos piden:  p  X1 , posiblemente tendríamos que hacer muchas sumas desde 
2 hasta  n .  Pero  como  lo  contrario  a  X1 es  X≤1 .  Entonces 
p  X1=1−p  X≤1=1− p X=0 p  X=1 , que es más fácil.

También  pueden preguntar  la  probabilidad  de que  A ocurra  al  menos una vez,  o  sea 
p  X≥1

Evidentemente lo haremos siempre por el contrario o sea:
p  X≥1=1−p  X1=1− p  X=0 . Calculamos evidentemente la probabilidad del contrario, 

o sea de que A no ocurra nunca.

Ejemplo  2.   Repetimos  el  ejercicio  del  avión  y  las  bombas.  O  sea.  Se  sabe  que  la 

probabilidad de que un avión acierte con una bomba en el blanco es 
1
5

. El avión lanza 5 bombas.

1. ¿Estamos ante una binomial? ¿Cuál?
2. Probabilidad de que al menos una bomba dé en el blanco.
3. Probabilidad de que más de dos bombas den en el blanco.
4. Probabilidad de que entre 1 y 3 bombas den en el blanco.

Apartado 1.  Es una binomial donde n=5 y p=1
5
=0,2 y q=1−p=1−1

5
=4

5
=0,8

Apartado 2. Lo que se pide es  X≥1 lo hacemos por el contrario  X1o sea X=0 . 
Entonces:

p  X≥1=1−p  X=0=1−50 . 45 
5

=1−1.
45

55=1−1024
3125

=3125−1024
3125

=2101
3125

Apartado 3.  Se pide que X2 o sea:

p  X2=p  X=3 p X=4p X=5 Calculamos cada uno de ellos y los sumamos:

p  X=3=53 15 
3

. 45 
2

= 5!
3.!2!

.
1
53 .

42

52=
5.4.3.2
3.2.2

.
1

125
.
4.4
25
=10 .

16
3125

= 160
3125

p  X=4=54 15 
4

. 45 = 5!
4.!1!

.
1
54 .

4
5
=5.

4
3125

= 20
3125

Y por último

p  X=5=5515 
5

= 5!
5.!1!

.
1
55=1.

1
55=

1
3125

. Luego

p  X2= 160
3125

 20
3125

 1
3125

= 181
3125

.

Apartado 3. Se pide p 1≤X≤3=p X=1p X=2p  X=3

p  X=1=51 15 .  45 
4

= 5!
1.!4!

.
1
5

.
44

54=
5.4.3.2
4.3.2

.
1
5

.
4.4.4.4

625
=5.

256
3125

=1280
3125

p  X=2=5215 
2

. 45 
3

= 5!
2.!3!

.
1
52 .

43

53=
5.4.3.2
3.2.2

.
1

25
.
4.4.4
625
=10 .

64
3125

= 640
3125
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p  X=3=53 15 
3

. 45 
2

= 5!
3.!2!

.
1
53 .

42

52=
5.4.3.2
3.2.2

.
1

125
.
4.4
25
=10 .

16
3125

= 160
3125

Luego: p 1≤X≤3=p X=1p  X=2 p X=3=1280
3125

 640
3125

 160
3125

=2080
3125

Ejemplo 2. 

La probabilidad de que al lanzar una bomba un avión esta dé en el blanco es 
1
10

. Cuál es 

la probabilidad de que se fallen 20 lanzamientos antes de alcanzar el blanco 5 veces.

Para alcanzar lo que se pide en los primeros 24 lanzamientos deben de haber 20 fallos y 4 
aciertos en cualquier orden. A esto lo sigue un último lanzamiento que debe de acertar.  Tendremos 
que calcular  mediante  la  binomial  la probabilidad de que en 24 lanzamientos  se acierten 20, y 
multiplicar esto por la probabilidad de acertar el último.

p=p A , A , A , A , A ....20 veces ... A . p A =2420 110 
4

 910 
20

 110 =0,0129
2.4.6. Media y varianza de la Binomial.

Veamos cuales son la media y la varianza de una binomial, para la media:

X=E X =∑
k=0

k=n

k p X=k =∑
0

n

knk  pkqn−k si desarrollamos la expresión k nk se tiene:

k .nk=k .
n!

k !.n−k!
=

k .n .n−1 !
k .k−1! .n−k!

=n .
n−1!

k−1!.n−1 −k−1!
=n.n−1k−1  luego:

X=E X =∑
k=1

k=n

n n−1k−1  pkqn−k=np∑
1

k=n

n−1k−1  pk−1 qn−1−k−1=npqpn−1=np 1n−1

X=E X =np .

Luego la media de una B n, p es np

Para la varianza aplicamos la expresión:

2=V=∑
k=0

k=n

k 2P X=K −X 2 Calcularemos  primero la  suma y luego le  restaremos el 

cuadrado de la media.

∑
k=0

k=n

k 2 p X=K =∑
k=0

k=n

k 2nk pk qn−k . Desarrollamos la expresión k 2 .nk  . Entonces: 

k 2nk =k2
n!

k !n−k !
= k 2n!

k k−1!n−k!
= k n!
k−1 !n−k !

= k−1 n!−n!
k−1 !n−1!

k 2nk= k−1n!
k−1k−2 !n−k !

 n!
k−1!n−k!

=
n n−1n−2!
k−2 !n−k !


nn−1!

k−1!n−k !
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k 2nk=nn−1
n−2!

k−2!n−2 −k−2!
n

n−1!
k−1 !n−1−k−1!

k 2nk=nn−1n−2k−2n n−1k−1
De donde:

∑
k=0

k=n

k 2 p X=K =∑
k=0

k=n

k 2nk  pk qn−k=∑
k=2

k=n

n n−1n−2k−2 pkqn−k∑
k=1

k=n

n n−1k−1  pkqn−k

∑
k=0

k=n

k 2 p X=K =n n−1 p2∑
k=2

k=n

n−2k−2 pk−2qn−2−k−2np∑
k=1

n

n−1k−1  pk−1 qn−1−k−1

∑
k=0

k=n

k 2 p X=K =n n−1 p2  pqn−2np  pqn−1=n2 p2−n p2np

De donde:

2=V=∑
k=0

k=n

k 2P X=K −X 2=n2 p2−n p2np−np2=np−np2=n  p−p2=np 1−p

 luego la varianza será:

2=V=np 1−p =npq

De esta forma si en un ejercicio se nos pide la media y varianza aplicaremos directamente 
estas fórmulas, así:

Ejercicio 1. Supongamos que lanzamos una flecha a un blanco, sabemos que la probabilidad 
de acertar es de 0,3.  si lanzamos 20 flechas es una binomial B20 0,3 

 La media es:
X =np=20 . 0,3=6

La varianza es
 2=V =npq=20 . 0,3 . 1−0,3=20 . 0,3 .0 ,7=6 . 0,7=4,2

Ejercicio 2.  En el ejercicio del avión y las bombas calcular la media y varianza.

Es una binomial B5,
1
5  La media y varianza son:

X =np=5 .
1
5
=1 y la varianza 2=V =npq=5.

1
5

.
4
5
=4

5

2.4.7. Uso de tablas en la binomial.

Los calculos de las probabilidades en la binomial pueden ser largos y tediosos, nada más que 
viendo los ejercicios resueltos se puede comprobar fácilmente. Afortunadamente existe una tabla 
que simplifica el cálculo, veamos como se emplea. La tabla aparece como el la figura siguiente:
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En las columnas verticales aparece n y k que en la tabla la llama r y en la columna 
horizontal aparece p . En primer lugar diremos que el máximo valor de n es 10, ya que para 
valores más grandes que 10 se hace una aproximación con las distribución normal o de poisson que 
más adelante  veremos.  Por lo tanto esta tabla sólo la emplearemos si  n≤10 .  Veamos como 
buscar en la tabla.

Ejemplo 1.  Tenemos una binomial B5 0,2 o sea n=5 y p=0,2 y queremos buscar 
por ejemplo:

P X=3=53. 0,23. 1−0,22 Entonces o hacemos el cálculo de la anterior expresión o 

en la tabla buscamos la fila n=5,k=r=3 y la columna p=0,20

 Encontramos el valor 0,0512 luego P X=3=0,0512

Ejemplo 2.  Tenemos una binomial con n=8 y p=1
3

queremos buscar:

1. P  X1 y P X3
2. P 3≤X5

Apartado 1. La primera probabilidad la buscamos por el suceso contrario luego:

p  X1=1−P  X≤1=1−P  X=0P X=1=1−0,03900,1561=1−0,1951=0,8049
p  X3= p X=0p  X=1p  X=2=0,03900,15610,2731=0,4862

Apartado 2.

P 3≤X5=p  X=3 p X=4=0,27310,1707=0,4438

Ejemplo 3.   Si  vemos la tabla  esta sólo tiene las opciones para  p≤0,5 si  intentamos 
utilizar una binomial para valores más grandes de  p no encontraríamos el valor. Sin embargo 
esto es fácilmente evitable.

Supongamos una binomial  Bn , p y otra  binomial   Bn ,1− p .  Evidentemente  si 
p≥0,5 entonces 1−p0,5 . O sea, si p0,5 y no aparece la tabla, podemos considerar la 

binomial con 1−p que si aparece en la tabla. Veamos entonces estas dos expresiones:

p  X=k   en  la Bn , p  es nk . pk . 1− pn−k

p  X=n−k  en la Bn ,1− p será

  n
n−k .1− pn−k .1−1− pk=nk . pk.1− pn−k

Por lo tanto es la misma expresión, de esta forma si en una  B8 0,6 tuviésemos que 
calcular P  X=3 no podemos, ya que no está en la tabla. Pero por lo anterior esto se soluciona 
fácilmente,  tomamos  la  binomial  B8 0,4   ya  que  1−p=1−0,6=0,4 y  calculamos  la 
probabilidad para n−k=8−3=5 , o sea:
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P X=5=0,1239 que es la probabilidad buscada.

Ejercicio 4.  En una B10,
2
3  . Calcular:

1. P  X≤2 .
2. P  X3 .
3. P 5≤X7 .

Apartado 1. 

P X≤2=P  X=0p X=1p X=2 . X que es  B10,
2
3  .  Sea Y que es una 

B10,1−2
3  o sea B10,

1
3  entonces:

p  X=0= pY=10 p X=1=pY=9 p X=2=p Y=8 luego:
p  X≤2=p Y=10 pY=9p Y=8=0,00000,00030,0003=0,0033

Apartado 2.  La hacemos por el caso contrario.  Como antes,  Y es B10,
1
3 

p x3=1−p X≤3=1− p  X=0p X=1 p X=2p X=3 luego
p  X3=1− p Y=10 pY=9p Y=8 pY=7 luego
p  X3=1−0,00000,00030,00300,0163=1−0,0196=0,9804

Apartado 3.  Como antes , Y es B10,
1
3   

p 5≤X7= p X=5p X=6=p Y=10−5 pY=10−6
p 5≤X7=0,13660,0569=0,1935
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2.5. Variable aleatoria de Poisson.

2.5.1. Definición de la variable aleatoria de Poisson.

En las tablas de la binomial el valor de n es más pequeño de 10, en el caso de ser n más 
grande y la probabilidad pequeña, se dice que la variable aleatoria sigue una distribución de Poisson 
o de sucesos raros. La distribución de Poisson se puede decir que es seguida por las binomiales 
cuando n∞ y p0 . En concreto para valores para valores de np < 5 y p <0,1 o bien n>100 
y p < 0,05.  

Si X es una variable de Poisson puede tomar los valores k=0,1,2,3,.... o sea, puede tomar 
cualquier valor positivo, y la función de probabilidad es la siguiente:

P X=k=
e−k

k !
donde k=0,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 .....

A  se le llama parámetro de la distribución y diremos que X sigue una distribución de 
Poisson de parámetro  o una P  .

La variable de Poisson está bien definida ya que:

∑
k

P X=k=∑
k

e−k

k !
=e−∑

k

k

k !

El  saber  como  calcular  esa  suma  de  infinitos  número  requiere  unos  conocimientos 
matemáticos  superiores  a  los  requeridos  en  bachillerato,  en  concreto  se  necesita  conocer  los 
desarrollos en serie de Taylor. Simplemente diremos que la suma es justamente e .

Luego:

∑
k

P X=k =e−e=e0=1 . La función de probabilidad es correcta.

2.5.2. Media y varianza de una distribución de Poisson.

La media la calculamos como:

X=E X =∑
k

k
e−k

k !
=∑

k

e−k−1

k−1!
=e−e=

Para la varianza calculamos primero :

∑
k

k 2 p X=k=∑
k

k2
e−k

k !
=∑

k

k e−k

k−1!
=e−[∑

k

k  k−1
k−1 !

 1
k−1! ]

∑
k

k 2P X=k=e−∑
k

2
k−2

k−2 !
e−∑

k


k−1

k−1 !
=e−2ee− e=2

La varianza será pues:

2=V=∑
k

k 2PX=k −X 2=2−2=

Por lo tanto en la variable aleatoria de Poisson coincidan su media y su varianza y ambas 
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son el parámetro de la variable  .

2.5.3. Tablas de la distribución de Poisson.

Como en el caso de la binomial también existe una tabla para el cálculo de probabilidades en 
la función de probabilidad de esta variable aleatoria. Dicha tabla es la siguiente:

Buscar una probabilidad en esta tabla es sumamente fácil, en el lado izquierdo aparecen los 
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valores del parámetro  desde =0,1 a =10 . En horizontal están los valores que toma la 
variable aleatoria. Así por ejemplo para una variable aleatoria de Poisson donde =3 tenemos 
que:

P X=5=0,1008

P X3=P X=0PX=1P X=2=0,04980,14940,2240

P X≥1=1−P X1=1−P X=0=1−0,0498=0,9502

Siempre que tengamos una binomial B n, p  que cumpla np5 con p0,1 , o bien, 
n100 con p0,01 , podemos aproximar la binomial por una poisson P  con =np , 

ya que la media de  P  es   , que tendrá que ser igual a la media de la binomial que es 
np .

Es lo que vamos a hacer en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.

La probabilidad de que una bomba lanzada desde un avión dé en un blanco es de p=0,01
Un avión lanza 50 bombas. ¿Cuál es la probabilidad de que al menos una dé en el blanco?

Solución.

En  principio  tenemos  una  binomial  B 500,01 Pero  como   n=50 p=0,01 , 
entonces  np=50. 0,01=0,55 y  p0,1 , luego podemos aproximar la binomial por una de 
Poisson con =np=0,5 .

Como  se  pide  la  probabilidad  de  que  al  menos  uno  dé  en  el  blanco  hay  que  calcular 
P X0 ya que X cuenta el número de blancos.

Entonces:

P X0=1−P X=0=1−0,6065=0,3935

Como vemos a pesar de lanzar muchas bombas, la probabilidad de alcanzar el blanco es 
poca.

Podía preguntarse, ¿Cuántas bombas hay que lanzar para que la probabilidad de alcanzar el 
blanco fuese superior al 90%?.

En este caso supuestas que son muchas bombas y que se ajusta a la distribución de Poisson, 
vemos en la tabla que para =2,4 P X=0=0,0907 .
Luego  P X0=1−P X=0=1−0,0907=0,9093 superior  al  90%,  como  para  valores  más 
grandes  de    esta  probabilidad  aumenta,  entonces  np=n0,01=2,4= luego 

n 2,4
0,01
=240 . Por lo que se necesitan al menos 240 bombas para asegurar el objetivo. 

Esta  es  la  estrategia  que  siguieron  los  ingleses  en  la  segunda  guerra  mundial  en  los 
bombardeos de Londres, situar los objetivos difuminados para que la probabilidad de alcanzar uno 
fuese pequeña y obligar a lanzar muchas bombas con el consiguiente gasto para los alemanes.
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2.6. Variables aleatorias derivadas de la binomial.

2.6.1. Variable hipergeométrica.

Cada  repetición  del  experimento  de  la  binomial  es  independiente  del  anterior.  La 
probabilidad de un suceso sigue siendo la misma en cada uno de los experimentos que se realizan. 
Vamos a considerar ahora que hacemos una repetición de un experimento pero dichos experimentos 
no son independientes. Este es el caso de una distribución hipergeométrica. Vamos a estudiar este 
caso solamente con un sencillo ejemplo.

Se tiene una urna con N bolas de las cuales N 1 son de un color y N 2 de otro color. 
Evidentemente  N=N 1N2 .  Se extraen a continuación y sin reemplazamiento  n bolas , se 
trata  de  calcular  la  probabilidad  de  que  k bolas  con  k≤n sean  de  un  determinado  color. 
Supondremos además que el color deseado es el primero, para el cual hay   N 1 bolas. 

Evidentemente  n≤N ,  k≤N1 y  n−k≤N 2=N−N1 .  Si  sacásemos  las  bolas  con 

reemplazamiento  sería  una  típica  binomial   B n, p con  p=
N1

N
.  Pero  como  no  hay 

reemplazamiento la probabilidad en cada extracción varía y no es una binomial. Sin embargo es 
fácil calcular la probabilidad pedida. 

Si llamamos  A el suceso de extraer una bola del color deseado. Se trata de calcular la 
probabilidad  de  obtener  k veces  A y  n−k veces  A .  Por  lo  tanto  la  probabilidad  de 
obtener  A , A , A ....k−veces ... A , A , A , ....n−k .... A en  cualquier  orden.  Para  lo  cual 
calcularemos  la  probabilidad  de  que  primero  salgan  todos  los  sucesos  deseados  y  luego  sus 
contrarios, y mutiplicaremos esta probabilidad por las formas de ordenar estos objetos , o sea, por 

nk  . Entonces, calculando:

p A y ..k .. y A y A y ..n−k .. y A=
N 1

N
.
N 1−1
N−1

...
N 1−k1
N−k1

.
N 2

N−k
.

N2−1
N−k−1

...
N2−n−k 1

N−n1
Simplificando cada parte de la anterior expresión 

N1

N
.
N1−1
N−1

...
N1−k1
N−k1

=
N 1N1−1 ... 1

N1−k ... 1.N N−1 .. N−k1
=

N 1!
N1−k!.N N−1 ... N−k1  y

N2

N−k
.

N2−1
N−k−1

....
N 2−n−k1

N−k−n−k1
=

N 2 N 2−1 ...1
N 2−n−k  ... 1N−kN−k−1 ...N−n1

Que resulta ser igual a:
N2!

N 2−n−k!N−k N−k1 ... N−n1  entonces uniendo las dos expresiones:

p A y ..k .. y A y A y ..n−k .. y A=
N1!

N1−k !N..1.N−k1 
.

N2!
N2−n−k!.N−k ... N−n1 

Pero:  si: 

N N−1 ... N−k1 .N−k  ....N−n1 =N N−1 .. N−n1 .
N−nN−n−1 ...1
N−nN−n−1 ... 1

Esta expresión queda así:

N N−1  ...N−k1 .N−k ....N−n1= N !
N−n ! por lo que:
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p A y ..k .. y A y A y ..n−k .. y A=
N1!.N 2!

N1−k ! . N!
N−n!

.N 2−n−k!

Como la probabilidad que nos interesa considera que al suceso A y su opuesto pueden salir 
en cualquier posición, si P es la probabilidad pedida, entonces:

P=nk . p A y ..k .. y A y A y ..n−k .. y A= n!
k !.n−k !

.
N1!.N 2!

N1−k ! . N!
N−n!

.N 2−n−k!

luego:

P=

N 1!
k !.N 1−k!

.
N2!

N2−n−k!.n−k !
N !

n!.N−n !

=
N 1

k  . N2

n−k
Nn 

Entonces si X es una variable aleatoria que toma los valores desde  0,1 , 2,...k ...n según 
las  veces  que  sale  A en  el  anterior  experimento.  Entonces  X  sigue  una  variable  aleatoria 
hipergeométrica cuya función de probabilidad es:

P=P X=k=
N1

k  . N2

n−k
Nn 

También se puede demostrar que la media de la hipergeométrica es:

X=n .
N1

N
y la varianza:

2=V= N−n
N−1

.n .
N 1

N
.
N2

N

2.6.1.1. Ejemplo de una hipergeométrica.

En una bolsa hay 8 bolas blancas y 7 de otros colores. Se sacan sin reemplazamiento 5 bolas. 
¿Cuál es la probabilidad de que 3 sean blancas en cualquier orden?.

Planteando el ejercicio como una hipergeométrica se tendra que:
N=15, N1=8,N2=7,n=5,k=3

Entonces:

P=
83  .72 
155 

=56. 21
3003

= 56
143

2.6.2. Variable aleatoria binomial negativa.

Es otra variable  que se obtiene de la binomial y de la geométrica. Consiste en lo siguiente. 
Se considera un suceso A de un experimento cuya probabilidad es  P A =p , análogamente 
pare al contrario, p A =1−p=q Se considera la variable aleatoria que cuenta las veces que no 
sale el suceso A antes de que  salga n-veces. Se considera que cada repetición del experimento es 
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independiente,  o sea, ningún experimento influye sobre los demás.  De  esta forma para que un 
suceso falle k-veces antes de n-éxitos, debe de no salir k veces mientras que debe de salir n-1 veces, 
y luego la siguiente vez  debe de salir la última vez.

Por lo que si A es salir y A es no salir. Entonces debemos obtener lo siguiente:
A , A...n−1veces ...A, A , A , ,, , k veces ... A en  cualquier  orden,  seguida  necesariamente 

del último acierto. Pero:

p A , A...n−1 veces ... A , A , A , ,, ,k veces ...A =nk−1
k  pn−1 .q k

ya  que  es  una 

binomial B nn−1,k  . Como a esto hay que añadir al último acierto, la probabilidad buscada 
es:

p=p A , A...n−1 veces ... A , A , A , ,, ,k veces ... A y A =nk−1
k  pn .qk

Una variable aleatoria como la anterior se llama binomial negativa, y k tomará los valores de 
cero en adelante, es una variable discreta pero con infinitos valores.

2.6.2.1. Ejemplo binomial negativa.

Se lanza un dado. ¿Cuál es la probabilidad de que no salga  un as 4 veces, antes de que 
salgan dos ases?.

Si la calculamos directamente por la fórmula.

p X=4 =24−14  16 
2

. 5
6

4

= 5!
4!
.
1
36
.
625
1296

= 3125
46656

=0,06697 . 

También podemos buscar en unas tablas de la B 5, 16  el valor k=1

Pero  en  las  tablas  lo  más  preciso  es  para  una  binomial  con  p=0,15 en  vez  de 

p=1
6
=0,166 y  nos  sale  para  k=  1  p X=1=0,3915 que  multiplicando  por  

1
6

para  le 

último  acierto.  Tenemos   p X=4 =0,3915 . 1
6
=0,065 -  Que se  aproxima bastante  al  cálculo 

manual, ya que se ha cometido un error por no tener la tabla del todo correcta.
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2.7. Variables aleatorias continuas.

2.7.1. Definición.

Si una variable aleatoria  X puede tomar un intervalo infinito de valores, de manera que 
entre  dos  valores  puede  tomar  cualquier  otro,  se  denomina  variable  aleatoria  continua. Un 
ejemplo sería considerar el experimento aleatoria de escoger un individuo entre los habitantes de 
una ciudad y como variable aleatoria medir su altura.

2.7.2. Función de densidad.

Por desgracia el tratamiento matemático de las variables aleatorias de tipo continuo es más 
complejo, y exige conocimientos que no se poseen. Por lo que nos limitaremos a dar conocimientos 
muy elementales de estas variables, conocimientos que en general van a ser intuitivos. Lo primero 
que necesitamos es recordar el concepto de función real en matemáticas. 

2.7.2.1. Repaso del concepto de función real de variable real.

Recordemos que una función real de variable real es simplemente una correspondencia entre 
números reales. En general una función viene dada por una expresión del tipo y= f x  que  nos 
da la regla práctica por la cual a un número real  x le corresponde el  número real  y .  Por 
ejemplo  en la  expresión  y= x2 se hace corresponder a  cada número real x su cuadrado.  El 
número x se llama origen e  y= f x su imagen.  Recordemos que además que dibujando en 
un plano unos ejes de coordenadas podíamos hacer una representación gráfica de la función, la cual 
consiste  en  dibujar  los  puntos  del  plano de  coordenadas  x , f x .  Dentro  de las  funciones 
algunas se dicen definidas a trozos, veamos un ejemplo:

y={16 x∈[0 6]

0 x0 o x6 } Esto significa que a los números comprendidos entre 0 y 6 (incluidos) les 

hacemos corresponder 
1
6

y a los menores que 0 o mayores que el 6 el número cero. Así:

x=3 f 3=1
6

x=6 f 6=1
6

por estar en [06] en cambio x=−1 f −1=0 por ser 

x≤0 y además x=8 f 8=0 por ser x6 . 

La representación gráfica de esta función es fácil ya que si hacemos la tabla:

X Y

-2 0

-1 0

0 1/6

2 1/6

4 1/6

6 1/6

7 0
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Como se ve la gráfica es una recta en el intervalo [06] a una distancia de 
1
6

del eje OX 

y en cualquier otro sitio otra recta que coincide con el eje OX. Y además la gráfica nunca queda 
por debajo del eje OX.

Una  cuestión  que  nos  va  a  interesar  en 
probabilidad  es el  área  que está  encerrada  entre  la 
función y el eje OX, en el ejemplo anterior sería la 
que encierra el rectángulo de la figura. Rectángulo 
que llamamos ABCD y es el rayado en la figura.

Como el rectángulo tiene de base 6 unidades, 

y  de  altura  
1
6

el  áreas  señalada  será  de 

S=6.
1
6
=1 .

En este caso el área ha sido fácil de calcular ya que la figura es un rectángulo, pero si la 
función hubiese sido por ejemplo una parábola,  la cuestión es más complicada  y es necesario 
recurrir a las integrales.

No obstante para aquellos que han visto integrales y cálculo de áreas en Matemáticas II. El 
área encerrada entre la función y el eje OX se calcula mediante la integral siguiente:

S=∫
0

6
1
6
dx=1

6
[ x ]0

6=1
6
6−0=1

2.7.2.2. Definición de función de densidad.

En una variable aleatoria continua no tiene sentido la función de probabilidad, ya que esta 
tendría que dar la  p X=X i  pero como ahora  X toma infinitos valores, existirían infinitos 
valores para los valores de las probabilidades.

En las variables aleatorias continuas no existe la función de probabilidad, en su lugar existe 
una función que llamamos función de densidad, que consiste en una función del tipo y= f x  , 
como la estudiada en el apartado anterior, de manera que se cumplen estas dos condiciones.

1. El área encerrada por dicha función y el eje OX es 1, estando además la gráfica siempre 
por encima del eje OX. Esto es imprescindible para que la función de densidad esté bien 
definida.

2. La  P x1Xx2 o sea la probabilidad de que la variable esté comprendida entre dos 
valores es justamente el área encerrada entre la función, el eje OX y dichos dos valores. 

La función del apartado anterior sería 
un  perfecto  ejemplo  de  una  función  de 
densidad, ya que el área que encierra con el 
eje OX es justamente 1, está por encima del 
eje OX. así si:

y={16 x∈[06]

0 x0 o x6 } Es la función de de 
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densidad, podemos utilizarla para calcular probabilidades de la siguiente forma:

Caso 1. Probabilidad entre dos valores x1 y x2 .Por ejemplo entre x1=2 y x2=5 o 
sea la probabilidad P 2X5 . Para ello basta ver el área encerrada entre la gráfica, el eje OX 
y los dos valores dados que será la de la figura.

Como  nuevamente  el  área  es  la  de  un  rectángulo  su  cálculo  es  fácil: 

P 2X5=Área=1
6

. X 2−X 1=
1
6

.5−2=3
6
=1

3
=0,5

Caso  2.  Si  ahora  x1=2 x 2=4 x 3=8 se 
tiene que: P x2Xx 3=P 4X8 será
 P 4X6P6X8 pero  como  el  área 
entre 6 y 8 es cero ya que a partir  de 6 la función 
coincide con el eje OX en este caso la probabilidad es 
es la del área entre 4 y 6. Basta ver la figura de al 

lado.  Luego  P=Área=1
6

. 6−4= 2
6
=1

3
.  Por  lo 

tanto si un valor queda por encima del 6, el área es 
hasta 6 ya que por encima vale cero. 

Caso 3.  Si intentamos calcular la P  X= x1=P  X=2 el rectángulo se convierte en una 
simple línea (ver figura superior) entonces el área es simplemente cero. Esto ocurre siempre. Por 
lo tanto en variables aleatorias continuas P X=X i=0 O sea la probabilidad de que tome 
un valor simple es siempre cero.

Caso 4.  Si en vez de calcular  P x1Xx2 queremos calcular  P x1≤X≤x2 como 
la probabilidad  P X= x1=0 y P  X= x2=0 entonces ambas probabilidades son las mismas, 
por lo que en variables aleatorias continuas da igual  P x1Xx2 y  P x1≤X≤x2 ambas 
son iguales además el área en ambos caso es la misma por lo que se confirma lo dicho

Caso 5.  Si queremos calcular  P X x2=P X≥x2=P  X≥4 vemos nuevamente  la 
figura anterior y será el área encerrada entre la función, el eje OX y los valores mayores que cuatro. 

En nuestro ejemplo coincide con la de la figura superior luego P X x2=Área=1
6

.6−4=1
3

Caso 6.  Si queremos calcular la  P X≤ x2=P X≤4 podemos hacerlo como antes, o 
sea viendo el área, b bien por el suceso contrario, o sea:

P X≤4=1−P  X4=1−1
3
=3−1

3
=2

3

2.7.2.3. Resumen función de densidad.

Por todo lo dicho en los apartados anteriores debe de quedar claros los siguientes conceptos:

1. En variables continuas, no existe función de probabilidad, existe función de densidad.
2. La función de densidad es una simple función matemática y= f x  de manera que está 

siempre por encima de OX y el área que encierra con dicho eje es siempre 1.
3. La probabilidad entre dos valores es el aré encerrada por la función el eje OX y dichos dos 

valores. Además P  X= x1=0 y P x1Xx2 es la misma que P x1≤X≤x2
4. Las  P X≤ x1 es el área encerrada con valores menores que  x1 y lo mismo para el 
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caso de P X≥ x1 que es el área encerrada par valores mayores que x 1 .

Para los que dominan el cálculo integral al ser la probabilidad un área, podemos también 
decir:

p  x1XX 2=p x1≤X≤X2=∫
x1

x2

f xdx Donde no es necesario tomar el valor absoluto 

de la integral ya que la función de densidad es siempre positiva. También se verifica que:

p Xx1=∫
−∞

x1

f x dx y p Xx1=∫
x1

∞

f xdx=1−∫
−∞

x1

f  xdx donde  la  función  de 

densidad siempre cumple que: ∫
−∞

∞

f xdx=1

2.7.2.4. Ejemplo de función de densidad y cálculo con integrales.

Dada la función y=6xa−x =6xa−6x2 para 0≤x≤a , e y=0 para cualquier otro 
valor  de  x .  Determinar  el  valor  de  a,  para  que  sea una  función  de densidad  y  calcular  las 

siguientes probabilidades: p 0X2  , pX12  , pX18  , p −3X 1
4  .

Solución.
La función dada y=6xa−6x2 es una parábola que corta el eje OX precisamente en x=0 y 

x=a,  cuyo vértice  está en  x=
a0
2
=a
2

y es dicho vértice  máximo por ser el  coeficiente  de 

x2 igual a -6. Por lo tanto esta función es positiva entre x=0 y x=a . y cero cero para cualquier 
otro valor, por lo que cumple la primera condición de la función de densidad.

Respecto al área esta es la encerrada por la parábola y el eje OX entre x=0 y x=a ya que la 
función es cero para cualquier otro valor. Entonces:

S=∫
0

a

6ax−6x2dx=6 [a x2

2
−x 3]

0

a

=6 a32 −a3

3 =6 a3

6
=a3 Como la superficie debe de ser 

uno para que sea función de densidad, entonces a3=1 luego a=1 . 
La función es: y=6x−6x2 si 0≤x≤1 e y=0 en los demás casos.
Para las probabilidades:

p 0X2 =∫
0

1

6x−6x2dx=1 ya que el área entre 1 y 2 es cero por se la función nula.

p X12 =∫0
1
2

6x−6x2 dx=6 [ x22 − x3

3 ]0
1
2=6  18− 1

3.8 =6 224=12
p X18 =1−p X18 =1−∫0

1
8

6 x−x2dx=1−6 [ x22 − x3

3 ]0
1
8=1−6  1128− 1

3.512  luego:

p X18 =1−6  3.43.512
− 1
3.512 =1−6 11

3.512
=1− 11

256
=245
256
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p −3X1
4 =∫0

1
4

6  x− x2dx=6 [ x 22 − x3

3 ]0
1
4=6  132− 1

3.64 =6 6−13.64
= 5
32

ya  que  el  área 

entre x=-3 y x=0 vuelve a ser cero por ser la función nula.

2.7.3. Función de distribución.

Para variables continuas existe la función de distribución, definida de forma parecida a las 
variables discretas. Ahora la función de distribución se llama F x  y es la probabilidad de que la 
variable aleatoria X tome un valor menor o igual que x o sea el área encerrada entre la función 
de densidad, el eje OX y un valor menor que x , o sea F X = p X≤x  en la función dada 
como ejemplo:

y={16 x∈[06 ]

0 x0 o x6 }
Para  un  valor  x la  función  de 

densidad  es  simplemente  el  área  de  la 
siguiente figura:

Entonces  si  x0 como  el  área 
encerrada es cero al ser  f x =0 . Para 
estos valores la función de distribución es cero.

Si x es como en la figura, o sea un valor 0 x6 . El área es la del rectángulo rayado 

que tiene de base  x y altura  
1
6

. por lo que  F x =Área= 1
6

. x . Por último para valores 

x≥6 será el área encerrado por el rectángulo completo,  o sea  F x =Área=6.
1
6
=1 Por lo 

tanto queda que:

F x ={0 x≤0
1
6

x 0x6

1 6≤ x
}

Esto  es  simplemente  un  ejemplo  de  un  caso  sencillo,  para  funciones  de  densidad  más 
complicadas, se hará mediante integrales.

2.7.3.1. Ejemplo de función de distribución y cálculo con integrales.

En ejemplo donde la función de densidad era  y=6x−x2 podemos mediante integrales 
calcular la función de distribución.

Evidentemente si x0 P  x0=F x=0 ya que al ser f x =0 el área es cero.

Para 0x1
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F x=p Xx=∫
0

x

6  t−t2dx=6 [ t22− t3

3 ]0
x

=6 3x26 −2x36 =3x2−2 x3
Si x1  entonces como el área a partir de x=1  es cero, el área será la encerrada entre 

cero y 1, o sea 1.
F x=p 0X1=3.12−2.1²=3−2=1

2.7.4. Media de la variable aleatoria.

Lo mismo que las distribuciones discretas tenían una media y esta se definía como:
x=∑ X i .P i ahora  para  variables  continuas  hay  que  considerar  la  función  x . f x  donde 
f x  es la función de densidad, y calcular el área encerrada por la función  x . f x  y el eje 

OX.  Por lo tanto: la media de X a la que llamamos  X o E(X) será el área encerrada por la 
función y= xf x entre dicha función y el eje OX. Si hacemos el cálculo con integrales la media 
tiene la expresión siguiente:

X=E X =∫
−∞

∞

xf x dx
Expresión  que  nos  vemos  obligados  a  emplear  siempre,  por  consiguiente  el  ejemplo 

siguiente será para aquellos que en Matemáticas hayan estudiado las integrales .

2.7.4.1. Cálculo de una media mediante integrales.

Para la función de densidad:

y={6x−6x2 0≤x≤1
0 x0ó x1}

vamos a calcular su media. Como para valores x0 o x1 vale cero el área, por lo 
tanto la integral queda limitada a 0≤x≤1 . Luego:

X=∫
0

1

x6x−6x2dx=6∫
0

1

x2−x³ dx=6 [ x 33 − x4

4 ]0
1

=6 13−14 =6 4−312 =12
2.7.5. Varianza y desviación típica.

También la varianza, esta se calcula mediante la media del cuadrado de las desviaciones 
respecto a la media,  o sea, por la media de  X−E X 2 , que será el área encerrada entre la 
función x−E X 2 f  x   y el eje OX. O sea:

2=V=∫
−∞

∞

 x−E X 2 f x dx=∫
−∞

∞

x 2−2xEX −E X 2dx

2=∫
−∞

∞

x2 f  xdx−2E X ∫
−∞

∞

xf  xdxE X 2∫
∞

∞

f xdx donde  se  ha  sacado  la  media 

fuera de la integral por ser una constante. Entonces:

2=V=∫
−∞

∞

x 2 f  xdx−2E X 2E X 2=∫
−∞

∞

x 2 f  x−E X 2

Por  lo  tanto  para  calcular  la  varianza,  calculamos  el  área  encerrada  por  la  función 
y= x2 f  x y el eje OX y le restamos el cuadrado de la media.

Expresión que siempre emplearemos por lo que el ejemplo siguiente es para quien tenga 

Variables aleatorias continuas Pág-75



Variables aleatorias

conocimientos matemáticos de integrales.

2.7.5.1. Cálculo de una varianza mediante integrales.

Calculamos ahora la varianza de:

y={6x−6x2 0≤x≤1
0 x0ó x1}

Entonces:

2=V=∫
0

1

x 26x−6x2dx−12 
2

=6∫
0

1

 x3−x 4dx−1
4
=6 [ x44 − x 5

5 ]0
1

−1
4
=6  14−15 −14

2=V= 6
20
−1
4
=6−5
20
= 1
20

2.7.6. Ejemplos de variables aleatorias continuas. 

2.7.6.1. Distribución uniforme. Definición.

Una variable aleatoria X que tiene la función de densidad siguiente:

y={ 0 xa
1

b−a
a≤x≤b

0 xb
}

Donde  a, b son  dos  números  reales  cualesquiera  siendo  ab ,  se  llama  variable 
aleatoria uniforme, o distribución continua uniforme. El primer ejemplo que se puso de variable 
aleatoria continua era en realidad una distribución uniforme.  

La variable aleatoria está bien definida, ya que su gráfica es un rectángulo cuya base tiene 

una longitud de b−a y un altura de 
1

b−a
. Luego su superficie es S=b−a . 1

b−a
=1 . O 

bien por integrales:

S=∫
a

b
1

b−a
dx= 1

b−a
[x ]a

b= 1
b−a

.b−a =1 .

Su función de distribución será:

F x=p Xx={ 0 xa

∫
a

x
1

b−a
dt a≤ x≤b

1 xb
} pero:

∫
a

x
1

b−a
dt= 1

b−a
[t ]a

x= x−a
b−a

este es valor de F x entre a y b. Antes de a vale cero y 

después de b vale uno.
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2.7.6.2. Media de la distribución uniforme.

La media por integrales será:

EX ∫
a

b
x

b−a
dx= 1

b−a [ x 22 ]a
b

= 1
2 b−a 

b2−a2 =
ba b−a 
2b−a

=ab
2

que corresponde al valor medio de a y b.

2.7.6.3. Varianza de la distribución uniforme.

Para calcular la varianza mediante integrales:

2=V=∫
a

b
1

b−a
x 2dx−ab

2 
2

= 1
b−a [ x33 ]a

b

−
ab2

4
= b3−a3

3b−a
−
ab 2

4

2=
b−ab2aba2

3 b−a 
−
ab2

4
=
4 b2aba2−3 a22abb2

12
=b2a2−2ab

12

2=V=
b−a2

12

Que es la expresión de la varianza.

2.7.6.4. Variable aleatoria exponencial. Definición.

Una variable aleatoria cuya función de densidad viene dada por la expresión:
y=e−x para x0 y  cero para los demás valores, recibe el nombre de exponencial. 

A   se la llama parámetro de la exponencial.  Se puede utilizar para experimentos aleatorios de 
espera. 

Veamos que es una función de densidad:
Evidentemente  la  función  es  siempre  es  positiva  o  cero,  ya que  la  función  exponencial 

siempre es positiva. Tenemos que comprobar que el área encerrada entre la función y el eje OX es 
uno. 

Pero como en este caso como la función está definida entre 0 e infinito, y no es nula entre 
dichos valores, hay que calcular

∫
0

∞

f xdx o sea, o sea una función cuyos límites de integración no son finitos. En este 

caso para calcularla podemos hacer lo siguiente: Mediante la regla de Barrow si  Gx  es una 
primitiva de la función de densidad. Entonces:

∫
0

y

f  xdx=[G x]0
y=G y−G0 . Calculada la anterior expresión, la integral con límite 

infinito se calcula mediante un límite.

∫
0

∞

f xdx= lim
y∞
G y −G0 Luego en el caso de la función dada :

∫
0

∞

f xdx=∫
0

∞

e− xdx= . lim
y∞ [e− x− ]o

y

=−


lim
y∞
e− y−e0 =−−1 =1

Por lo que es una función de densidad correcta.

La función de distribución es una consecuencia de lo anterior ya que:
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Si x≤0 F x=p X≤x=0 por ser la función de densidad nula en esta región.

Y si x0 la función de distribución se calcula así:

F x=p Xx=∫
0

x

f t dt=∫
0

x

e− t dt=[e− t− ]o
x

=−


e− x−e0=1−e− x

2.7.6.5. Media de la variable exponencial.

Mediante la utilización de integrales calculemos la media. La cual es una nueva integral con 
límite infinito:

X=E X =∫
0

∞

xf x dx=∫
0

∞

xe−x dx Integral que hay que hacer por partes tomando:

dv=e− xdx ,v= e−x

−
,u=x , du=dx luego:

X= lim
y∞ [ x e−x

− ]0
y

−∫
0

∞ e−x

−
dx=


−

lim
y∞

 y e− y−0 e0∫
0

∞

e− xdx .

Como el límite de la primera parte es cero, entonces queda sólo la segunda integral, o sea:

X=∫
0

∞

e− xdx= lim
y∞ [ e− x

− ]0
y

=−1

lim
y∞
e− x−1=−1


−1=1



Luego la media de la exponencial es 
1

 .

2.7.6.6. Varianza de la variable exponencial.

Mediante el cálculo integral calculamos la varianza mediante la expresión:

2=V=∫
0

∞

x 2e−xdx−X 2=∫
0

∞

x2 exdx− 1
2 .  La  integral  se  hace  nuevamente  por 

partes:

dv=e− xdx , v= e−x

−
,u=x 2 ,du=2xdx . Luego:

2= [x2 e−x− ]0
∞

−
2
−
∫
0

∞

x e− xdx− 1
2
=2∫

0

∞

x e−xdx− 1
2

ya que:

[x2 e−x− ]0
∞

=−1
 [ limy∞

 x2 e− x −0.e− .0]=−1 .0=0
Haciendo otra vez la integral por partes.

dv=e− xdx ,v= e−x

−
,u=x , du=dx Llegamos a:

2=V=2 lim
y∞ [ x e− x

− ]0
y

−2∫
0

∞ e− x

−
dx− 1
2
=−2

lim
y∞
 y e− y−0 e02


∫
0

∞

e−xdx− 1
2

2=2

∫
0

∞

e−xdx− 1
2
=2

lim
y∞ [ e− x

− ]0
y

− 1
2
=− 2
2
lim
y∞
e− x−1− 1

2
=− 2
2
−1− 1

2

2=V= 1
2 que es el valor de la varianza para la variable exponencial.
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2.8. Variable aleatoria de la distribución normal.

2.8.1. Definición.

Como se ha visto el estudio de variables aleatorias continuas puede ser complicado, existe 
sin embargo un tipo de variable aleatoria que llamamos normal por la cantidad de experimentos 
aleatorios que pueden representarse por la misma. El nombre de normal viene precisamente de 
eso, o sea, que era la variable aleatoria que  normalmente seguían los experimentos aleatorios. 
Experimentos como el ya comentado de medir pesos, alturas u otros parámetros de una población 
siguen precisamente este tipo de variable.

Por ser una variable aleatoria continua, la variable normal tiene una función de densidad 
que es la que realmente define esta variable aleatoria. El nombre de esta función de densidad se 
llama campana de Gaus. Esto es debido a su forma y en honor al matemático Gaus. La expresión 
matemática de esta función de densidad es:

f x= 1

2
e
−1
2  x− 

2

Los parámetros  y  son los dos parámetros de la normal, y se demuestra aunque en 
este caso no se hace por resultar integrales más complicadas que la media de la normal es  y la 
varianza de la normal es el parámetro  . O sea: X=E X = y V=2 . Se suele escribir 
diciendo que la variable aleatoria sigue una N , .

Si  representamos  gráficamente  una  variable  normal 
siendo  μ su media y  σ su desviación típica,  la forma de la 
misma es la de conocida campana de Gaus, que se representa 
tal como aparece en la figura.

El centro de la campana de Gaus es justamente el valor 
de su media  μ. El valor de la desviación típica representa la 
apertura de la campana, cuanto más grande sea  σ, la campana 
será menos alta y más achatada.

En  el  caso  de  ser  la  media  cero  y  la  desviación  típica  uno  es  la  variable  normal 
tipificada.  En este caso la campana de Gaus se centra en el eje OY. Se escribe como N 0,1 . 
Su función de densidad será:

f x = 1

2
e
− x2

2

En la figura de la campana las ramas de la misma se acercan constantemente al eje OX pero 
no llegan a tocarlo nunca. Se puede demostrar que el área encerrada por la campana y el eje OX es 
siempre  uno, o sea que la función de densidad es correcta, aunque en este caso hay necesidad de 
emplear la integral doble para su demostración por lo que no se hará.

Para entender mejor como son las gráficas de la campana de Gaus vamos a representar una 
N 0,4  N 20,2 N 20,4 
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2.8.2. Probabilidades con la distribución normal.

Como  toda  función  de  densidad  el  área  que  encierra  la 
campana de Gaus entre dos valores a y b es la p aXb . 
El cálculo de ese área es muy complicado, sin embargo está resuelto 
de una forma fácil, ya que como en caso de la binomial existe una 
tabla con la cual podemos calcular cualquier probabilidad que nos 
interese.   Se  considera  muy difícil  intentar  calcular  este  área  directamente,  o  sea,  mediante  la 
expresión:

p aXb=∫
a

b

f x dx= 1

2∫a
b

e
−1
2  x− 

2

dx

Para una  N μ ,σ  las probabilidades de que 
X esté entre los valores μ-σ y μ+σ o bien entre  μ-2σ y 
μ+2σ o bien entre  μ-3σ y μ+3σ vienen dadas según la 
siguiente figura:

Por tanto en una N 20,5 la probabilidad de 
que X esté entre p 20−5X−205=0,6828 y la 

P 20−10X2010=0,9544 .

2.8.3. Calculo de la probabilidad con la tabla de la normal.

Con  la  tabla  de  la  normal  podemos  en  principio  calcular  cualquier  probabilidad  que 
queramos. La tabla de la normal sólo hay una, y corresponde a una normal tipificada o sea a una 

N 0,1 Además en la tabla sólo aparece la P X≤ x =P Xx  donde x≥0 . Sin embargo 
vamos a ver que con esta tabla podemos calcular cualquier probabilidad y con cualquier tipo de 
normal. La tabla de la normal es la siguiente. 

La tabla de la normal tipificada da por consiguiente la siguiente probabilidad:

p Xx=∫
−∞

x

f t dt= 1

2 ∫−∞
x

e
− t 2

2 dt
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Esta tabla nos da directamente la P  X x  donde X es 
una N(0,1). Y ademas x≥0 O sea el área de la figura.:

Por ejemplo para p  X1,32  buscamos en la columna 
de  las  unidades  y  décimas  1,3 y  2 en  las  centésimas  y 
encontramos el valor  0,9066  que es la probabilidad buscada, 
que es el área de la figura. Como P  X≤ x=P Xx  también p  X≤1,32 =0,9066 .

2.8.3.1. Caso de una normal cualquiera. Tipificación.

En la tabla sólo aparecen probabilidades  para la N(0,1) pero supongamos que queremos 
calcular en una N(10,5) la p  X11  . La solución es fácil, si X es nuestra variable que es una 

N(10,5)  se  demuestra  que  Y= X−10
5

es  una  N(0,1)  y  en  general  si  X  es  una  N μ , σ 

entonces Y= X−μ
σ

es una N 0,1 . Entonces se tendrá que:

 p  X11 =p  X−10
5
11−10

5
=P Y1

5
= p Y0,25 =0,5987 ya  que  Y  es  N 0,1 y 

hemos buscado 0,25 en la tabla de la normal.

Este procedimiento se llama tipificación de la variable y es el que se sigue para buscar las 
probabilidades con una normal que no sea tipificada.

2.8.3.2. Cálculo de otras probabilidades.

En  la  tabla  de  la  normal  sólo  aparece  p  X x  y x≥0 pero  pueden  interesarlos  los 
siguientes cálculos que vamos a ir resolviendo uno a uno.

Opción 1. P X x  con x≥0 . O sea, por ejemplo P  X0,74 que en principio no 
aparece en la tabla,  y que siempre calcularemos por el suceso 
contrario. O sea:

P X0,74=1−P X0,74=1−0,7704=0,2296
luego: P X x=1−P Xx  cuando x≥0

En la figura la parte oscura corresponde a la probabilidad 
que hemos calculado, o sea P  X0,74 , el área comprendida 
antes de  0,74 es  0,7704 que es la que aparece en la tabla. 
También tenemos calculada P  X≥0,74=P  X0,74=0,2296 .

 Opción  2. P X x  con x0 .  Por  ejemplo  P X−2,26  que es  justamente  el 
área  oscura de la figura, en la parte izquierda de la misma.

Pero si miramos dicha figura y la del apartado anterior, y 
teniendo en cuenta la simetría de la figura, el área de la derecha o 
sea  la  correspondiente  a  P X2,26  es  idéntica  a  la  de  la 
izquierda, o sea a P  X−2,26  . Entonces se tendrá que:

P  X−2,26=P X∣−2,26∣=P  X2,26=1−P X2,26=1−0,9981=0,0019 .Por lo que 
x≤0 calculamos la probabilidad de X∣x∣ mirando en la tabla la de X∣x∣ por tanto:

 P X x =P X∣x∣=1−P  X∣x∣ cuando x0 .
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Opción 3. P X x  con x0 . Por ejemplo P  X−1,73 que es el área rayada de la 
figura, si nos fijamos esta parte rayada es justo la contraria al caso 
anterior, o también por simetría es justo la P  X1,73 .

Por  lo  tanto  en  este  caso  podemos  afirmar  directamente 
que: P X−1,73 =P X1,73 =0,9582

Y en este caso podemos afirmar que de forma general se 
tiene  que:  P X x =P X∣x∣ si x0 cosa  lógica  ya  que 
por simetría el área buscada en este casó es idéntica a la que viene en las tablas. Como en todos los 
casos P  X≥ x =P Xx  .

Opción 4. p aXb con a≥0 y b≥0 . Por ejemplo P 0,47X2,13 que es 
el área rayada de la figura. En este caso bastará calcular el área 
por debajo de 2,13 y restar el área por debajo de 0,47, o sea:

P 0,47X2,13=P  X2,13−P  X0,47 . 
Como en este caso los dos valores son positivos basta mirar en la 
tabla y calcular, o sea:

P 0,47X2,13=0,9834−0,6808=0,3026

Por lo tanto en este caso P aXb=P Xb−P Xa  cuando a≥0 y b≥0

Opción 5.  p aXb con  a0 y b≥0 . Por ejemplo  P −1,27X1,66 que 
es el área rayada de la figura. En este caso en principio seguimos 
el mismo método que en el caso anterior. Luego

P −1,27X1,66=P  X1,66−P  X−1,27 La 
primera de ellas se calcula directamente en las tablas, la segunda 
corresponde exactamente a lo dicho en la opción 2. Luego:

P −1,27X1,66=P X1,66−P X−1,27 =P X1,66−1−P X1,27
P −1,27X1,66=P X1,66P X1,27−1=0,95150,8980−1=0,8495

Por lo tanto ahora p aXb=P  XbP X∣a∣−1 cuando b≥0 a0

Opción 6.   p aXb con a0 y b0 Por  ejemplo  P −2,12X−3,15 en 
este  caso también  por  simetría  es  bastante  fácil,  ya que el  área comprendida  entre  los  valores 
negativos es idéntica al área comprendida entre los dos mismos valores pero positivos, luego:

P −3,15X−2,12=P  X3,15−P X2,12=0,9992−0,9830=0,0162

Por lo tanto p aXb=P  X∣a∣−P  X∣b∣ cuando b0 a0

2.8.3.3. Ejercicio. 

Una variable aleatoria X es N 5,2 Calcular:
1. P  X6 y P X7
2. P  X≤4 y P  X≥3
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3. P 6X7 , P 3X6 y P 3X4

Como no hay tabla de una N 5,2 en todos los apartados hemos de tipificar la variable y 

utilizar la variable Y= X−5
2

ya que Y es una N 0,1 cuya tabla es la que tenemos.

Apartado 1. 

P X6=PY6−5
2
=PY1

2
=P Y0,5=0,6915

P X7=P Y7−5
2
=P Y1=1−P Y1=1−0,8413=0,1587

Apartado 2.

P X≤4=P Y≤4−5
2
=PY≤−0,5=1−PY≤0,5=1−0,6915=0,3085

P X≥3=PY≥3−5
2
=P Y≥−1=PY≤1=0,8413

Apartado 3.

P 6X7=P 6−5
2
Y7−5

2
=P 0,5Y1=P Y1−P Y0,5 luego

P 6X7=0,8413−0,6915=0,1498

P 3X6=P  3−5
2
Y 6−5

2
=P −1Y0,5=P Y0,5P Y1−1 luego

P 3X6=0,84130,6915−1=0,5328

P 3X4=P 3−5
2
Y3−4

2
=P −1Y−0,5=P Y1−P Y0,5 luego

P 3X4=0,8413−0,6915=0,1498

2.8.4. Aproximación de una binomial a una normal.

Cuando se estudió la distribución Binomial Bn , p se vio que en la tabla sólo tenía los 
casos con n≤10 . Si n10 tenemos que en principio hacer los cálculos a mano, sin embargo 
hay casos que se pueden hacer dichos cálculos aproximado mediante una distribución normal. Para 
ello nos basamos en el siguiente hecho que se puede demostrar.

Si X es una Bn , p  esta variable se puede aproximar por una normal de media n.p

y una desviación típica de  n.p , q luego  Y= X−np

npq
es una  N 0,1 aproximación que es 

bastante exacta si n10 o np5 y nq5 o p0,1 y np5 o p0,1 y np5 o 
p=0,5 o próximo y np3 .

Existe  un  pequeño  problema,  el  cual  consiste  que  en  una  binomial  podemos  calcular 
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P  X=k   pero en una normal es cero. Entonces:
Si una binomial la aproximamos por una normal este cálculo se hace así:

P  X=k =P k−0,5Yk0,5 donde  Y  es  la  normal  N np ,npq además 
también conviene hacer los ajustes siguientes: 

P X≤k =P Yk0,5 y P  Xk =P Yk−0,5 Pero en cambio:
P X≥k =P Y k−0,5 y p Xk = p Y k0,5

2.8.4.1. Ejemplo.

La probabilidad de que se acierte una pregunta es de  p=0,3 . Se hacen 20 preguntas. 
Calcular:

1. Probabilidad de acertar al menos 1.
2. Probabilidad de acertar 3 preguntas.
3. Probabilidad de acertar entre 6 y 10 preguntas.

El ejemplo  es claramente una binomial  X de  n=20 p=0,3 luego la media  de la 
binomial  es  np=20.0,3=6 y  varianza  V=20.0,3.0 ,7=6.0,7=4,2 Entonces  podemos 
aproximarla por una normal Y N 6,4,2=N 6,2 .  Y además si Z es la normal tipificada, 

o sea Z=Y−6
2

. Entonces:

Apartado 1.

P X≥1=P Y 1−0,5=P Z0,5−6
2
=P Z−2,75 donde  Z  es  la  normal 

tipificada, luego:
P X≥1=P Z≥−2,75=P Z2,75=0,9970

Apartado 2.

P X=3=P2,5Y3,5=P  2,5−6
2
Z3,5−6

2
=P −1,75Z−1,25  luego

P X=3=PZ1,75−P Z1,25=0,9599−0,8944=0,0655

Apartado 3.

P 6≤X≤10=P 5,5Y10,5=P  5,5−6
2
Z10,5−6

2
=P −0,25Z2,25 luego

P 6≤X≤10=P Z2,25P Z0,25−1=0,98780,5987−1=0,5865

2.8.5. Búsqueda inversa en la tabla de una normal.

Consiste en buscar en la tabla de una N(0,1) el valor de la variable X que corresponde a una 
probabilidad, o sea, búsqueda inversa en la tabla. Pueden presentarse los casos siguientes:

Opción 1.  Encontrar k de manera que: p Xk =
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En este  caso  conocemos  el  resultado  de  una  probabilidad  y  queremos  encontrar  k,  por 
ejemplo:

p Xk =0,7812 donde X es N(0,1).

Como la probabilidad es mayor que 0,5 aparece directamente en la tabla, y encontramos que 
para  0,7812 el valor más próximo es: k = 0,78. El cual  es el valor que tomamos como resultado.

Si X no fuese una N(0,1) y fuese por ejemplo X una N(12,5), e Y la normal tipificada, 
entonces tenemos que:

p Y 0,78=p 
X −12

5
0,78=0,7812 luego:

p X5 . 0,7812=0,7812 luego en este caso k=5 . 0,7812=15,9 y
p X15,9=0,7812

Esto  equivale  a  sumar  a  la  media  12,  el  valor  de  k  en  la  N(0,1)  multiplicado  por  la 
desviación típica.  

En el caso de ser la probabilidad menor 0,5 esta no aparece en la tabla y procederemos así:

Queremos calcular k de forma que p Xk =0,3456 Al ser la probabilidad menor que 
0,5, esta no aparece en la tabla, y además el valor de k será un número negativo, pero como:

p Xk = p X∣k∣= entonces p  x∣k∣=1− p  x∣k∣=1−0,3456=0.6544

Buscando el valor  1−=0,6544  le corresponde 0,40 que será  ∣k∣ pero como k debe 
de ser negativo k = -0,40 ya que:

p  x−0,40=p x0,40=1−p  x0,40=1−0,6544=0,3456

Por  lo  tanto  buscamos  en  la  tabla  un  valor  de  k  positivo  tal   que  la  probabilidad 
correspondiente sea 1− . El valor buscado será -k

Opción 2. p Xk =

Como p Xk =1− p Xk  Hacemos los cálculos de antes pero con 1− así:
p  xk =0,1234 buscamos k con p Xk =1−0,1234=0,8766 y k= 1,16.

Si queremos buscar k, pero con 0,5 , por ejemplo k tal que:
p Xk =0,7834 buscamos directamente 0,7834, nos sale 0,78 luego k =-0,78 ya que:
p X−0,78=p X 0,78=0,7834

Opción 3.  Intervalo característico, nivel de confianza. p −kXk =

Queremos encontrar  el número k de manera que se cumpla la expresión anterior. 
Evidentemente en este caso por encima de k y por debajo de -k la probabilidad es de 1− . Por 
tanto al ser la normal simétrica se tendrá que: p X−k = pXk =1−/2 por lo tanto:
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p Xk =1−
1−

2
=
2−1

2
=
1

2
Esto  nos  dice  que  k  debe  de  ser  encontrado  de 

manera que se cumpla la expresión anterior. Por ejemplo:

p −kXk =0,9  entonces  buscamos  k  de  manera  que  p XK =
10,9

2
=0,95 . 

Encontramos  k  =  1,645.   Luego  p −1,655X 1,645=0,9 .  Al  intervalo  [−k k ] es  el 
llamado intervalo característico al nivel de confianza  del 90%.  A k también se le llama 
valor crítico.

Para una distribución N  , se tendrá que:

p −k.Xk. = p 
−k.−



X−


k.−


= p −kYk =

Donde Y es la Normal tipificada. Esto nos enseña que si [-k k] es el intervalo característico 
par  una  Normal  tipificada,  entonces  el  intervalo  [−k. ,k.] es  el  intervalo 
característico para una normal  N  , . La probabilidad de que la variable tome un valor en 
este intervalo es   . Y  es el nivel de confianza. 

Frecuentemente nos referimos al intervalo característico llamando a la probabilidad del nivel 
de confianza como 1− en vez de  . En este caso a  se le llama nivel crítico, o nivel 
de  riesgo  o  significación. En  este  caso  el  intervalo  característico  es  tal  que 

p −kXk =1− . En este caso la probabilidad fuera del intervalo es  y además también 
en las colas de la Normal se tiene que: p −kX =/2 p  Xk = /2 . En este caso k debe 
de ser buscado de forma que p Xk =1−/2 .

Si consideramos al valor crítico como Z  que es un valor valor tal que p XZ  
en  una  N(0,1).  En  un  intervalo  característico  al  nivel  de  confianza  1− los  extremos  son 
−Z / 2 y  Z /2 .  Siendo  Z /2 el  valor  crítico  para  el  nivel  crítico   del  intervalo 

característico.

Ejemplo. consideramos  =0,1 entonces  1−=0,9 y  /2=0,05 .  El  valor  de 
K 0,05 será p Z 0,05X =1−0,05=0,95 y Z 0,05=1,645

Si tuviésemos por ejemplo una N(30,4) entonces el  intervalo característico con un nivel 
crítico o de riesgo anterior será:

[30−1,645. 4 , 11,645. 4]=[23,42 , 36,58 ] y en él está el 90% de la población.

Por lo tanto los extremos de un intervalo característico a un nivel crítico o de riesgo 
son:

±K /2 .
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2.9. Otras variables aleatorias continuas.

En el próximo tema de muestro veremos que son necesarias otras variables aleatorias de tipo 
continuo. A continuación diremos cuales son, veremos sus tablas, y se aprenderán a manejarlas.

2.9.1. Variable 2  (Chi) cuadrado de Pearson.

Si Z 1 , Z 2 ...Z n son variables normales N(0,1) independientes se define la 2 de Pearson 
de n  grados de libertad como la variable aleatoria siguiente:

n
2=∑

i=1

n

Z i
2

Existe una tabla de la variable, tabla que es la siguiente:

La segunda parte de la tabla es:
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En la tabla aparece en la columna de la izquierda los grados de libertad, que van de 1 a 30. 
En la fila superior aparece el nivel   En las distintas filas de la tabla aparecen los valores de 


2 n  de manera que p 2
2 n= . Donde n son los grados de libertad.

Por ejemplo para n=5 grados de libertad se tiene que:
p 26,064=0,30 o bien para n = 18 grados:
p 234,805=0,01

Las gráficas de la 2 para los sucesivos grados de libertad son las siguientes:

2.9.2. La t de Student.

Si Z 0, Z 1, Z 2, .... Z n son n+1 variables normales N(0,1) independientes, definimos una t de 
Student con  n grados de libertad como:

T=
Z 0

∑i=1

n

Z i
2

n

La gráfica es parecida a la de la distribución normal, pero algo 
más achatada. Sería de la forma que aparece en la figura de la 
izquierda.

También para la t-Student tiene su tabla, la cual aparece en la 
página siguiente. En la columna izquierda de dicha tabla aparecen 
como antes los grados de libertad, en la parte superior los valores 
 de  probabilidad,  de  manera  que  de  forma  idéntica  a  la 

anterior tabla se tenga que:   
 p Tt n=
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Por ejemplo, en esta tabla se tiene que:

p T2,064 =0,025 en una t  de Student con 24 grados de libertad. 

En  la  tabla  no  aparecen  probabilidades   superiores  a  0,4.,  veremos  que  no  serán 
necesarias para la utilización de la t de Student en estimación y en contraste de hipótesis.
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2.9.3. La F de Snedecor.

Realmente  esta  casi  n  se  va  a  utilizar,  pero  conviene  incluirla  ya  que  es  otra  variable 
aleatoria bastante importante. Su definición es así:

Sean n+m variables aleatorias Normales N(0,1) independiente, que son : X 1, X 2 ... X m e
Y 1, Y 2,Y 3 ....Y n . Definimos la F de Snedecor con m,n grados de libertad como:

F m ,n=

1
m

.∑
i=1

m

X i
2

1
n∑j=1

n

Y j
2

La gráfica es la de la figura:

En la tabla aparece una doble entrada, la superior es m, o sea, el primer grado de libertad, y 
entrada de la izquierda es n, el segundo grado de libertad.

Esta  tabla  es  muy  reducida,  ya  que  sólo  es  para  un  valor  de  la  probabilidad  que 
corresponde al valor 0,05. Realmente no vamos a necesitarla para otro valor.

Dentro de la tabla aparecen los valores F m ,n  para que p Fm ,nF  m ,n = .
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Así  para m = 5, y n= 3 p F5,39,01=0,05
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