Tema 2

Calculo de Probabilidades

2.1 Introducciéon

El estudio matematico de los fenémenos aleatorios requiere una definicién formal de
conceptos que permitan estructurar una teoria consistente.

Un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado no puede predecirse de ante-
mano (aunque se conocen todos los resultados posibles) y que ademads, repitiéndose en
idénticas condiciones iniciales pueden obtenerse resultados distintos.

El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se denom-
ina espacio muestral, ).

2.1.1 Swucesos. Operaciones con sucesos

e Un subconjunto cualquiera del espacio muestral recibe el nombre de suceso.
Como cualquier subconjunto, los sucesos se designan utilizando letras mayusculas.

Existen distintos tipos de sucesos.

— Suceso elemental: Es un subconjunto formado por un tnico elemento, o
un suceso formado por un tnico resultado.
Por ejemplo, si consideramos el experimento “Lanzar un dado”, con espacio
muestral = {1,2,3,4,5,6}, el suceso “sacar un 2”7, que con notacién
conjuntista seria A = {2}, es un suceso elemental.

— Suceso compuesto: Es un subconjunto formado por més de un elemento,
o un suceso formado por varios resultados elementales.
Por ejemplo, el suceso B = {2,4,6} (“sacar un ntmero par), es un suceso
compuesto.

— Suceso imposible: Es un suceso que no puede obtenerse en ningin caso
como resultado del experimento. Se representa con el simbolo ().

Un ejemplo de suceso imposible es “sacar un siete”.
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— Suceso seguro: Es un suceso que siempre se va a producir, es decir, es el
suceso compuesto formado por todos los elementos del espacio muestral, (o
todo el espacio muestral).

Un ejemplo de suceso seguro es “sacar un niimero mayor o igual que 17.

Decimos que un suceso se verifica cuando el resultado del experimento es alguno
de sus elementos. Por ejemplo, si al lanzar el dado obtenemos un 2, se verifican
el suceso A y el suceso B, y si obtenemos un 4, se verifica el suceso B.

2.1.2 Operaciones con sucesos

Puesto que los sucesos son subconjuntos, pueden realizarse con ellos las mismas opera-
ciones que con los conjuntos.

Continuando con el ejemplo del experimento consitente en lanzar un dado, consid-
eremos los sucesos siguientes:

A = {2} (“sacar un 2”)

B ={2,4,6} (“sacar un ntimero par”)

C ={1,3,5} (“sacar un nimero impar”)

D = {4,5,6} (“sacar un nimero mayor o igual que 4”, o “sacar al menos un 4”)

F ={3,4} (“sacar un 3 o un 4”)

e Interseccion de sucesos

Dados dos sucesos A y B, se llama suceso interseccién, AN B, al formado por
los elementos que pertenecen a A y a B.

Decimos que se verifica el suceso A N B cuando se verifican simultaneamente A
y B.

Cuando AN B = ), se dice que A y B son sucesos incompatibles (ya que no
pueden suceder simultdneamente).

En nuestro caso, dado que A C B, obviamente AN B = {2}, o equivalentemente,
AUB = 2.

Otros ejemplos serian:

— BN C = (es imposible obtener al mismo tiempo un nimero par y un
nimero impar).
FnD={3}.

— QN D = {4,6} (podria describirse como el suceso “sacar un cuatro o un
nimero seis”, o “sacar un ndmero par mayor que 2”).

— CND = {5} (podria describirse como el suceso sacar un numero impar
mayor que 3”).
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ANB

Figura 2.1: Interseccién de sucesos

e Unidén de sucesos

Dados dos sucesos A y B, se llama suceso uniéon, A U B, al formado por todos
los elementos que pertenecen a A o a B.

Decimos que se verifica el suceso A U B cuando se verifica A o B.

En nuestro caso, dado que A esté contenido en B (A C B), obviamente AU B =
{2,4,6}, o equivalentemente, AU B = B.

Observacién:  En general, en el suceso A U B hay elementos que pertenecen
a Ay a B (es decir, al suceso AN B).

Cuando se quiere expresar el suceso formado por los elementos que pertenecen a
A o a B, pero que no pertenecen a ambos a la vez, se habla de union disjunta

de sucesos. A CJ B

A B A B

AUB A0B

Figura 2.2: Unioén de sucesos Figura 2.3: Unién disjunta de sucesos

Algunos ejemplos serfan:
— BUC = Q (es decir, el suceso sacar un nimero par o un niumero impar
coincide con el suceso seguro).

— AUC ={1,2,3,5} (podria describirse como el suceso “sacar un dos o un
nimero impar”).
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— AUF = {2,3,4} (podria describirse como el suceso sacar un nimero mayor
o igual que 2 y menor o igual que 4).

~ BUD ={2,5}

e Suceso contrario

Dado un suceso A, se llama suceso contrario, A, al suceso que se verifica
cuando no se verifica A, es decir, al formado por todos los elementos de €2 que
no pertenecen a A.

Esto también podemos expresarlo como A = Q \ A.

En nuestro caso, el suceso contrario a A seria “no sacar un 2”7, es decir A =

{1,3,4,5,6}.
Otros ejemplos serfan:
— B ={1,3,5} (lo contrario de “sacar un nimero par” es “sacar un numero
impar”).
— D = {1,2,3} (lo contrario de “sacar un nimero mayor o igual que 4”7 es
“sacar un numero menor que 4”).
e Diferencia de sucesos

Dados dos sucesos A y B, se llama suceso diferencia, B\ A, al formado por los
elementos que pertenecen a B y no pertenecen a A.

Decimos que se verifica el suceso B\ A cuando se verifica B y no se verifica A.
Es decir, se tiene la igualdad conjuntista B\ A= BN A

En nuestro caso, obviamente B\ A = {4,6}.

A B A B

A B—A

Figura 2.4: Suceso contrario Figura 2.5: Diferencia de sucesos

e Leyes de Morgan
Se utilizan para facilitar la obtencién del resultado de operaciones con sucesos:
- AUB=ANB
Es decir, si no se obtiene como resultado del experimento un algiin elemento
de A o de B, es porque no se produjo ningun resultado que sea elemento de A,

4
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ni tampoco ningun resultado que sean elemento de B. O equivalentemente,
si no se verifica A ni se verifica B, no se verifica el suceso “A o B”.

- ANB=AUB
Es decir, si no se obtiene como resultado del experimento ningiin elemento

que pertenezca a la vez a A y a B, es porque o no se verifica A, o no se
verifica B.

2.2 Las leyes del azar: Ley de los grandes nimeros

El calculo de probabilidades surgié de la necesidad de querer medir la incertidumbre y
de querer cuantificar la facilidad con la que un hecho podia producirse. Es decir, de la
necesidad de buscar qué leyes rigen el azar.

El concepto de frecuencia relativa nos permite una aproximacion intuitiva del con-
cepto de probabilidad. Jacques Bernouilli en el siglo XVIII demostré la “Ley de los
grandes numeros”, que establece que la frecuencia relativa de un suceso tiene a estabi-
lizarse en torno a un valor dado cuando el nimero de pruebas crece indefinidamente.
A dicho valor limite se le llamo6 probabilidad del suceso.

P(A) = lim f—A: lim hga

n—+oo N n—-+4oo

A esta definicion de probabilidad se la conoce como definicién frecuentista.

2.3 La Ley de Laplace

La definicion frecuentista de probabilidad presentaba un inconveniente de tipo practico,
ya que para conocer la probabilidad de un suceso seria necesario efectuar un gran
numero de pruebas para obtener realmente un niimero aproximado.

La primera solucién a este problema fue planteada por Laplace, que definié la
probabilidad de un suceso A como el nimero de resultados favorables a la realizacion
de A, dividido entre el nimero de resultados posibles del experimento. Es decir:

Numero de casos favorables

P(A)

Numero de casos favorables

Para poder calcular probabilidades de sucesos por medio de la Ley de Laplace, deben
satisfacerse las siguientes condiciones:

e El nimero de posibles resultados del experimento (nimero de sucesos elementales
del espacio muestral) debe ser finito.

e Todos los posibles resultados del experimento deben tener la misma probabilidad.
Es decir, todos los sucesos elementales del experimento deben ser equiprobables
(postulado de indiferencia o equiprobabilidad)

5
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2.4  Definicion axiomatica de probabilidad

A principios del siglo XX, utilizando conceptos de Teoria de Conjuntos y Teoria de
la Medida, fue posible la construccién de un modelo tedrico para el estudio de la
probabilidad.

Asi, teniendo en cuenta que una probabilidad es un limite de frecuencias relativas,
deberia tener las mismas propiedades que las frecuencias relativas:

.hQ:1
e hy >0VACQ
OVA,BCQ,AQB:@ = haup =ha+ hp

Estas propiedades motivaron lo que se conoce como definiciéon axiomaética de probabil-
idad de Kolmogorov.

2.4.1 Espacio de Probabilidad

El modelo matemaético correspondiente a un experimento aleatorio es la terna (€, A, P),
llamada Espacio de Probabilidad, donde:

e () es el Espacio Muestral, el conjunto de todos los resultados posibles del
experimento.

o A es la o-Algebra de sucesos, es decir, una colecciéon de subconjuntos de €2
verificando los axiomas siguientes:

i) e A
i) Ae A=>A€e A
i) {AptpenC A= J Ane A

neN

e P es una funcién de conjunto verificando los siguientes axiomas (axiomas de
Kolmogorov):

i) P(A)>0 VAe A
i) P(Q)=1
i) {Antnen CA/ANA =0 Vi#£j=PlJA) =>P(A)

n n
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2.4.2 Propiedades de la probabilidad

Como consecuencia de los anteriores axiomas, se verifican las siguientes propiedades:

P(0) = 0 (la probabilidad del suceso imposible es cero).

P(A) =1 —P(A) (las probabilidades de un suceso y su contrario siempre suman

1).
P(A) < 1 para cualquier suceso A del espacio muestral.
P(B\ A)=P(BNA)=P(B)-P(ANB).

En efecto, B = (B\ A)U(ANB) con B\ Ay AN B disjuntos. Por tanto, por
el axioma III:

P(B)=P(B\A)+PANB) = PB\A) =PB)—-PANDB)

P(AU B) =P(A\ B) + P(B\ A)
Basta observar queACJB: (A\B)U(B\ A),yque (A\B)Nn(B\A) =10

P(AUB) =P(A)+P(B) — P(AN B) para cualquier pareja de sucesos A y B.

Razonando como en la propiedad anterior, AUB = (A\ B)U(B\ A)U(ANB),
siendo esos tres conjuntos disjuntos. Por tanto:

P(AUB) = P(A\B)+P(B\A)+P(ANB) = P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)

Esta propiedad es una generalizacion del axioma III, y ademés puede extenderse
el resultado para mas de dos sucesos. Por ejemplo:

El resultado puede aplicarse para cualquier coleccién finita de sucesos {A;};:

n n

P JA) = iP(Ai)—i P(ANA;)+ Xn: P(ANA;NAL)—. .. (-1)""P([) A)

i=1 i£] ik i=1

Si A C B, entonces P(A) < P(B).
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2.5  Probabilidad Condicionada. Teorema de la Prob-
abilidad Compuesta.

Antes de la definicién axiomatica debida a Kolmogorov, se consider6 la probabilidad
de un suceso A como limite de la frecuencia relativa del suceso. (Si el experimento
se realiza N veces y el suceso A se verifica N4 veces, la frecuencia relativa de A es el
cociente f4 = 52)

El problema que vamos a tratar en este tema, es el de formalizar la idea intuitiva de
que la informacion aportada por el hecho de que haya ocurrido un suceso A, ha de ser
recogida cambiando el espacio de probabilidad de partida. Veamoslo con un ejemplo.

Consideremos un experimento aleatorio consistente en lanzar un dado, y el espa-
cio muestral 2 = {1,2,3,4,5,6}. Sea B el suceso “ser par”, es decir B = {2,4,6}.
Suponiendo que todos los casos son equiprobables, por la ley de Laplace P(B) = % = %

Supongamos ahora que disponemos de la siguiente informacion: ‘En el lanzamiento
se obtuvo un nimero mayor que 3’, es decir se verificé el suceso A = {4,5,6}. En esta

situacion, la probabilidad de que el nimero haya sido par es ahora %

2.5.1 Probabilidad Condicionada
Definicién

e Llamamos probabilidad del suceso B condicionada por A, y la denotamos
por P(B/A), a la probabilidad de que ocurra B sabiendo que ha ocurrido A.

e Estd definida siempre que P(A) > 0 (es decir, si P(A) = 0 no se define).

La nocion de condicionalidad nace de la necesidad de querer utilizar la informacién
que aporta saber que ha ocurrido A, para medir la probabilidad de la ocurrencia de B.

Asi, supongamos que realizamos un experimento N veces. Si quisiéramos aproximar
la probabilidad de un suceso B, usariamos su frecuencia relativa fg = %

Ahora bien, si realizamos el experimento y tenemos informacién de que se verificé un
suceso A, para calcular la probabilidad de ocurrencia de B usando dicha informacion,
lo natural es recurrir al cociente fp 4 = N 2 que mide la frecuencia de realizacion de

B con respecto la frecuencia de veces que se presenta el suceso A:

Nans

s = Nanp I fans
AT TN Ba fa
Es ‘decir:
P
AT

Teniendo en cuenta la idea de probabilidad como limite de frecuencias relativas,
tomando limites en la igualdad anterior resulta que la probabilidad del suceso B condi-
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cionada por A se calcula mediante la expresion:

P(B/A):% s P(A) >0

Este hecho motiva la siguiente definicién formal.
Definicion

e Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y A € A un suceso con p(A) > 0, se
llama probabilidad condicionada por A a la funcién de conjunto

P(-/A): A — [0,1]

P(BNA)

B — P(BJ/A) = PA)

e Al valor P(B/A) se le llama probabilidad de B condicionada por A.

Veamos que P(-/A) es en efecto una medida de probabilidad sobre (£2,.4) compro-
bando que verifica los axiomas de Kolmogorov:

i) p(B/A)>0 VB € A, pues P(ANB) > 0 al ser P una probabilidad sobre (£2,.4)
ii) P(Q/A) = 1. En efecto
PN A) P(A)

P@ i

P(Q/A) =

iii) Sea (Bp)nen € A con B;NB; =0 Vi # j, entonces P(J B,/A) =Y. P(B,/A),

n
en efecto

P(UB.NA)  EP(B.NA)

(x) (BBNA)YN(B;NA) =0 Vi#j

Tenemos asi un nuevo espacio de probabilidad (Q, A, P(- /A)) en el que se recoge
la informacion proporcionada por la realizacion del suceso A.

Por ser P(-/A) una medida de probabilidad sobre (€2, .A) verifica todas la propiedades
de cualquier probabilidad. Citamos a continuacion las més significativas sin proceder
a su demostracion.

° 'P(@/A) =0
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e P(B/A)=1—P(B/A)

Si By C By entonces P(B;/A) < P(Bz/A)

Si B C A entonces P(B/A) = %

Si A C B entonces P(B/A) =1

Si AN B = () entonces P(B/A) =0

La comprobacién de éstas es inmediata utilizando la definicién de P(-/A)

2.5.2 Teorema de la Probabilidad Compuesta

Utilizando asimismo la definicién de probabilidad condicionada puede obtenerse una
forma de hallar la probabilidad de la interseccién de dos sucesos. Nos la propociona el
siguiente teorema.

Teorema Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y A € A un suceso con P(A) >
0, entonces:

VBe A P(ANB)=P(A) P(B/A)

La demostraciéon es inmediata aplicando la definicién de probabilidad condicionada.
El anterior teorema admite la siguiente generalizacion.

n—1

Teorema Sea (2, .A, P) un espacio de probabilidad y {A,,}neny € A con P( ) 4;) >
i=1
0, entonces

P (ﬁ AZ) — P(A1) - P(Az/A1) - P(As/A1 N Ag) ... P (An/nﬁ Ai)

La demostracion es muy sencilla, se obtiene por induccién en n

2.6 Independencia de sucesos

En general resulta bastante obvio que P(B/A) # P(B). Es decir, saber que se verifica
A modifica nuestras expectativas de que se verifique B.

Cuando se tiene que P(B/A) = P(B) se interpreta que la probabilidad de que
se presente B es independiente de la ocurrencia de A. En este caso, en el teorema de
probabilidad compuesta se obtiene P(ANB) = P(A)-P(B), lo cual motiva la siguiente
definicion formal.

10
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Definicion
e Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad. Dos sucesos A y B son independi-
entes si P(AN B) =P(A) - P(B).
e En caso de no darse la anterior igualdad A y B se diran sucesos dependientes.

Es importante observar que en la definicién de independencia (o dependencia) de
sucesos no se imponen restricciones sobre los valores de P(A) o P(B) (mientras que si
se hacfa en la definicién de probabilidad condicionada)

Por otro lado hay que destacar el caracter reciproco del concepto de independencia.

2.6.1 Propiedades

Con respecto a la dependencia o independencia de sucesos se tienen las siguientes
propiedades:

e Si P(A) > 0 entonces A y B son independientes si y sélo si P(B/A) = P(B):
Por definicién de probabilidad condicionada P(B/A) = Pg&?) (por hipdtesis
P(A) >0)

Como A y B son independientes si y solo si P(AN B) = P(A) - P(B) (por
definicién de independencia) sustituyendo se obtiene P(B/A) = P(A)
(Anélogamente si P(B) > 0 la independencia de A y B equivale a P(A/B) =
P(A))

Es importante destacar la hipdtesis P(A) > 0 pues si P(A) = 0 no esta definida
la funcién P(-/A). El caso P(A) = 0 queda resuelto en la siguiente propiedad.

e 5iP(A) =00 P(A) =1 entonces A y B son sucesos independientes:

Si P(A) =0, como ANB C A entonces P(ANB) < P(A), es decir P(ANB) = 0.
Asi, trivialmente P(AN B) = P(A) - P(B).

Si P(A) = 1 entonces P(A) = 0. Como B = (BN A)U (BN A) siendo la unién
disjunta, tenemos P(B) = P(BN A) + P(B N A). Vimos que P(A) = 0 implica
P(BNA)=0yasi P(BNA)=P(B)=P(B)-P(A) ya que P(A) = 1.

e Dados dos sucesos A y B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Ay B son independientes

b

C

Ay B son independientes
Ay B son independientes

)
)
)
d) Ay B son independientes
En efecto:

a) = b)

11
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- SiP(A) =06 P(A) =1 ya estd demostrado en 2.6.1
- SiP(A) >0P(B/A)=1-P(B/A) =, 1-P(B)="P(B)
P(B/A)=P(B)

b) = ¢), ¢) = d), d) = a se hacen de la misma forma.

e Si los sucesos A y B son incompatibles (AN B =) con P(A) >0y P(B) >0
entonces son dependientes:

Si AN B = () entonces P(AN B) = 0. Como por hipétesis P(A) - P(B) > 0,
entonces P(AN B) # P(A) - P(B).

La explicacién intuitiva es muy clara, pues por la incompatilidad si ocurre A
necesariamente no puede ocurrir B, luego el hecho de que haya ocurrido A pro-
porciona la informacion de la no ocurrencia de B. Es decir, la ocurrencia de B
depende de la no ocurrencia de A.

Reciprocamente, si A y B son independientes con P(A) > 0y P(B) > 0, segin
el razonamiento anterior no pueden ser incompatibles.

Aunque suele asociarse incompatibilidad con independencia, la incompatibilidad
implica una de las relaciones de dependencia mas estrechas entre sucesos.

2.6.2 Sucesos mutuamente independientes

Definicion Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y { Ay, ..., A, } una coleccién de
sucesos A. Se dice que los sucesos de la coleccién son mutuamente independientes
si para cualquier subconjunto {A;,,..., A; } con 1 <k <n, i #i, Vl,me{l,....k}
se tiene

P(A,N---NA,)=P(A,) ... - P(A,)

2.7 Aplicaciones de la probabilidad compuesta: Ex-
perimentos Compuestos

Los resultados relativos al teorema de la probabilidad compuesta son frecuentemente
aplicados cuando se trabaja con varios experimentos aleatorios sucesivos, pues en oca-
siones las condiciones iniciales de cada uno de ellos pueden venir alteradas por los
resultados del experimento anterior. Si ello es asi, se dice que los experimentos son
dependientes, y en caso contrario se dirdn independientes.

Supongamos que realizamos dos experimentos aleatorios con espacios de probabili-
dad asociados (21,.A1,P1) y (€2, Az, Ps) respectivamente.

e Silos experimentos aleatorios son independientes (por ejemplo, cuando son fisicamente
independientes) sobre (£2; X 5, .4; x As) podemos considerar la probabilidad:

P(Al X Ag) = Pl(Al) . PQ(AQ)

12
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e Si los experimentos aleatorios son dependientes sobre (€7 x Qy, 41 X Aj), se
considerard la medida de probabilidad:

P(Al X AQ) = Pl(Al) . PQ(AQ/Al)

El caso mas sencillo de experimentos independientes es el dado por la repeticién de
un experimento dos veces en las mismas condiciones, por ejemplo, la extraccion de dos
bolas de una urna con reemplazamiento, lanzar dos veces un dado, ...

Un ejemplo tipico de experimentos dependientes es el consistente en extraer bolas
de una urna sin reemplazamiento.

Para la resolucién de problemas de experimentos compuestos es habitual el empleo
de diagramas de arbol, como veremos en los dos siguientes ejemplos.

1. Se tiene una urna con seis bolas blancas y cuatro negras. Se extraen al azar
dos bolas con reemplazamiento, y se desea construir el espacio de probabilidad
asociado al experimento.

Podemos considerar este experimento como la composicion de dos experimentos
aleatorios consistentes en extraer una bola de la urna.

El espacio muestral es 2 = { By By, B1 Ny, N1 By, N1 N>}, y para asignar las prob-

abilidades de cada uno de los sucesos elementales, consideramos el siguiente arbol
de probabilidad.

Como vemos, al haber reemplazamiento, la composiciéon de la urna no varia, y
en el diagrama en arbol esto se traduce en que las probabilidades de cada una de
las ramas no dependen del origen de la ramificacién (ver figura 2.6).

6 B2

P(BiN By) = P(B)) - P(By) = ot
P(BiN By) = P(B)) - P(By) = s
P(BiNNy) = P(By)- P(N2) = 1o
P(NiNNy) = P(N) - P(N) = 1

Figura 2.6: Experimentos Independientes

2. Si realizamos ahora el experimento anterior, pero sin reemplazamiento de las
bolas, la composicién de la urna cambia en la segunda extracciéon, con lo cual,
las probabilidades de las ramas correspondientes a la segunda extraccién no per-
manecen invariantes (ver figura 2.7).

13
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P(B1N By) = P(By)-P(B2/B:) = %
P(BiN By) = P(B1) - P(B:/B1) = g
P(B;NNy) =P(B,) - P(No/By) = %

P(Nl N Nz) == P(Nl) * P(NZ/NI) =

30
24
24

12
90

Figura 2.7: Experimentos Dependientes

2.8 Teorema de la Probabilidad Total. Teorema de

Bayes.

Para terminar el tema vamos a dar dos teoremas muy importantes, el teorema de la
probabilidad total y el teorema de Bayes.

2.8.1 Sistema Completo de Sucesos

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y {A,},en € A una familia numerable de
sucesos. Se dice que constituye un sistema completo de sucesos si A; N A; =

0 Vi£jiy U A=

neN

Ay

Az

As

Ay

As

Ag

A7

BN

As

Ay

Figura 2.8: Sistema completo de sucesos
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2.8.2 Teorema de la Probabilidad Total

Teorema Si tenemos un sistema completo de sucesos {A,}nen C A, con P(A,) >
0 Vn € N, entonces:

P(B) = +fP(B/An) .P(4,) VBe A

Demostracion:
Teniendo en cuenta las siguientes igualdades de conjuntos

B=BnQ=Bn({JA)=J(BNA) con(BNA)N(BNA;) =0 Vi

neN neN

se tiene la que la probabilidad del suceso B es

P(B) =Y P(BNA,)

neN

Y como ademds P(A,) >0 VneN, yP(BNA, =PA,)- P(BJ/A,) VneN,

entonces:

P(B) =Y P(A,) - P(B/A,)

neN

2.8.3 Teorema de Bayes

Teorema Si tenemos un sistema completo de sucesos {4, },en C A, con P(A4,) >
0 Vn € N, entonces:

P(4) - P(B/A)

3 P(B/A,)- P(A,)

P(A;/B) = VB e A/P(B) >0, Vie N

Demostracion:
Si suponemos que P(B) > 0, entonces Vi € N se tiene que
P(A;NB)  P(B/A)-P(A)

PAIEI = =p@) = 2()

(por definicién de probabilidad condicionada, P(A; N B) = P(B/A;) - P(A:)).
Sustituyendo el denominador por la formula de la Probabilidad Total tenemos

P(A) - P(B/A)
:sz(B/An) P(A,)

P(A;/B) = VBe A/ P(B)>0, VieN
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Observaciéon  El teorema de Bayes admite la siguiente interpretacion:

Supongamos estamos estudiando algin fenémeno aleatorio, y que los sucesos A,
son considerados como hipétesis sobre alguna cuestién relacionada. Si tenemos cierta
informacién reflejada por las probabilidades P(A,,) > 0, n € N, y se produce el suceso
B, entonces el teorema de Bayes nos informa de la probabilidad de que un A,, concreto
haya sido la causa de la ocurrencia de B.

Es decir, es un teorema que nos proporciona un método de medicién de las proba-
bilidades de las causas a partir de los efectos observados.

Por esta razén, a las probabilidades P(A,) se las denomina probabilidades a
priori, a las probabilidades P(A,,/B) probabilidades a posteriori, y a las P(B/A,)
verosimilitudes.

Una de las aplicaciones mas frecuentes del teorema de Bayes que vamos a ver es el
problema de los tests.

Ejemplo Supongamos una poblacién de individuos en la que el 1% tiene una enfer-
medad. Empleamos un test que permite detectar la patologia en una persona enferma 8
de cada 10 (test positivo), y detectar la no existencia de la enfermedad en un individuo
sano 9 de cada 10 veces (test negativo) ;Cudl serd la probabilidad de que un individuo
esté realmente enfermo si dio positivo en el test?

Sean los sucesos A = {sujeto enfermo} y B = {test positivo}. Por el teorema de
Bayes

P(A/B) P(B/A)P(A) __ wmwm 8
P(B/A)YP(A) +P(B/APA) & 5+ 30 107

Asi, P(A/B) = 0.07476 es la probabilidad de que un sujeto esté realmente enfermo
cuando el test dio positivo.
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