Calculo de areas mediante integrales

Caso 1. Calculo del area comprendida entre la curso y eje OX

Sea funa funcion continua en el intervalo [a]|b], que no cambia de signo en dicho
intervalo.

o Funciéon continua en [a,b]

‘Y

| |
a i|:=h X

En este caso, el drea limitada por la grafica de f, el eje X y los extremos del intervalo, se
calcula utilizando la integral definida de la funcion entre los extremos a y b de la siguiente
forma:

1. Si la funcién estd por encima del eje X:

A= fbf(x)dx

El resultado serd un area positiva.

2. Si la funcién esta por debajo del eje X:

A= —fbf(x)dx

El signo negativo corrige la integral, que seria negativa, y obtenemos igualmente un area
positiva.

Calculo del area sin necesidad de dibujar

Para evitar distinguir ambos casos (por encima o por debajo del eje X), utilizamos:

A=

fbf(x)dx
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El valor absoluto permite calcular siempre el drea correctamente, sin necesidad de
representar la funcion.

¢Coémo saber si la funcidon no cambia de signo?
Aplicamos el Teorema de Bolzano:
Si f(a) - f(b) < 0, entonces existe algun ¢ € (a, b)tal que f(c) = 0.

Por tanto, para estudiar el signo bastara con localizar los puntos de corte con el eje X.

Ejemplo 1
Calcular el &rea limitada por la funcion f(x) = x3 — 3x2 + 2x, y el eje X.
1. Calculamos los puntos de corte

f)=x(x—1)(x—-2)=0

Esto nos da los puntos:

En cada intervalo comprendido entre dos ceros consecutivos, la funcion no puede
cambiar de signo (por Bolzano). Por tanto, analizamos los tramos: [0,1], [1,2].

Por tanto, el drea queda dividida en dos tramos:

A: + :A1+A2

flzf(x)dx

folf(x)dx

2. Cdlculo de la primitiva
4

x
F(x) = (x3 — 3x? +2x)dx=z—x3 + x2.

3. Cdlculo de cada drea parcial

Primer tramo:

1

A1=

1 x4 , ,
.];)f(x)dx [T—x +x l

0

Evaluamos:

Segundo tramo: A4,
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2 x4 2
A, = jf(x)dx = [——x3+le
1 4
1
Evaluamos:
16
F(2)=T—8+4=4—8+4=0
F(1) = ! 1+1= !
( )_ 4 - 4'
Entonces:
A = |0 1| _| 1 _1
2T 41 7| 4] 4
Area total
A=A,+A ! + 1.1
I )
Nota importante
Si hubiéramos integrado directamente de 0 a 2:
i d _L 1—0
fedx =57 =

el resultado seria erroneo porque las zonas positiva y negativa se cancelan.

Por eso es imprescindible dividir por tramos usando los puntos de corte, y después tomar
valor absoluto.

RESUMEN
19 Buscar los puntos de corte con el eje X.

Son los ceros o raices de la funcidn y determinan los tramos donde no cambia de
signo.

292 Calcular la primitiva.
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32 Dividir la integral en los tramos marcados por los puntos de corte y tomar valor
absoluto en cada uno.

Caso 2. Calculo del area limitada por una funcidon vy el eje X en una
region determinada

En este tipo de ejercicios, el enunciado suele indicar algo asi:

“Calcula el area de la region limitada por f, el eje xy las rectas verticales x = a y
x=b".

Para resolver el drea de forma sistematica y sin necesidad de dibujar, seguimos tres
pasos:

12 Buscar los puntos de corte de fcon el eje Xen el intervalo [a, b]
29 Calcular la primitiva de f.
32 Dividir el calculo del 4drea entre los puntos de corte y los extremos ay b.
De este modo evitamos cancelaciones por cambios de signo.
En el caso que fuesen mas puntos de corte, por ejemplo si los puntos de corte fueran

-7,—3,1,2,5, entonces:

+ + +

jsf(x)dx

A= U__:f(x)dx f_lgf(x)dx flzf(x)dx

Ejemplo 3

Calcular el drea encerrada por la funcion: f(x) = xln x

y las rectas verticales:

El dominio es: Dom f = (0, +0),

y dado que el intervalo
[%|4] c (0, +0)
no hay problemas de definicion.

12 Punto de corte de fcon el eje X en E |4]
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Buscamos soluciones de la ecuacion: xIn x = 0

e x = 0— no pertenece al intervalo.

e In x =0 & x = 1— si pertenece al intervalo.

Por tanto, existe un punto de corte en: x = 1. Este punto divide la regién en dos
zonas.

22 calculamos la primitiva de f
F(x) = [ xIn xdx.

Integramos por partes:

. u=1nxzdu=§dx
. dvzxdx:MJ:xZ—2
Entonces:
F(x) =£1n x—lfxdxzﬁln x—ﬁ
2 2 2 4

32 Area dividida entre los puntos %, 1y 4

Calculo de A,

Calculo de A,

lxz x2]*
—In x ——l
2 4 L

Calculo del area completa:

A2:

= sustituyendo y operando = (16-1n 2 — T

3 In2 15
A=A1+A2=E—?+16ln Z—T

Agrupando logaritmos y fracciones llegamos al resultado final:

Ejemplo 4

Dada la funcion:
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4 — x2

f() =

calcular el area determinada por f(x), las rectas verticales, x = V5 y x =v6yelejeX.

El intervalo que trabajamos es:

[a,b] = [V5,V6]

12 Punto de corte de fcon el eje x

Buscamos los valores donde:

—X

4—x2=0

Esta fraccion solo puede anularse cuando el numerador es cero:

—x=0=>x=0
Pero: 0 & [v/5,V6].
Ahora comprobamos si el denominador puede anularse en el intervalo:
4—-x2=02+x)(2-x)
Sus raicesson: x = —2, x = 2

Pero: V5> 2.23 = 2 ¢ [V5,/6], por tanto el denominador tampoco se anula
en el intervalo.

Resultado:  f(x) no tiene puntos de corte con el eje X en [v/5,V6],

y ademas no cambia de signo en todo dicho intervalo, porque ni numerador ni
denominador se anulan alli.

Asi que el area a calcular:

Ve _x
f dx

A=
NS 4—.9(,'2

= |[F(V6) - F(V5)]

22 Célculo de la primitiva

Queremos integrar:

—X
F(x)=] 12 dx
Hacemos el cambio:

t =4 —x?dt = —2xdx
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Entonces:

—fldt—ll |t|—11 4 —x?
x=) g =g lti=gn@=x9

J

4 — x?

Por tanto:
1
F(x) = Eln (4 — x?)

32 Célculo del area

Evaluamos en los extremos:

F(Ve6) = —%mz, F(5) =0

A—| Lo o|—11 2
— 72" -2

Este es el darea pedida.

Caso 3 Area comprendida entre dos funciones
Para hallar el area encerrada entre dos funciones fy g, seguimos siempre estos pasos:
12 Calcular los puntos de corte de fy g
Son las soluciones de la ecuacion:
fx)=g(x) ode f—g=0
Si ademds nos dan un intervalo [a]b], los limites de integracion seran:
e |os extremosay b
e vy lassoluciones de f = g que estén comprendidas entre ay b.
29 Calcular la primitivade f — g
F(x) = (f(x) — g(x))dx

No importa cual esté arriba o abajo en cada tramo, porque trabajaremos con valor
absoluto al final.

32 Calcular el area
Caso A — Si nos dan un intervalo [a, b]

y las soluciones de f = gdentro del intervalo son
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a<cE<cp<-<c,<b

entonces:

A= + + ot

f:lo‘—g)dx f:(f—g)dx fC:(f—g)dx

Caso B — Si NO nos dan intervalo

Tomamos todas las soluciones de f = gcomo puntos de corte:

f:(f — g)dx j:<f — g)dx

Ejemplo 5
Sea:
f(x) =6x—x% g(x)=x%>-2x
Calcular el area comprendida entre ambas funciones.
12 Puntos de corte
Buscamos ddnde:
f-g9=0
6x —x2—(x?2—-2x)=0

6x — x> —x2+2x=0

—2x2+8x=0
Factorizamos:
—2x(x—4)=0
Soluciones:
x=0,x=4

Estos seran nuestros limites de integracion.

292 Primitiva
2
Fx)=[(f—g)dx = [ (—2x? + 8x)dx = —§x3 + 4x?

32 Area
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El drea encerrada entre Oy 4es:

A= = |F(4) = F(0)|

fv—mw

Calculamos extremos:

2 2
F) =—5 4 +4 4 =-5-64+416

F(4) = 128+64— 128+192_64
) = 3 -3 3 3
F(0)=0
Por tanto:
64
A:?Uz

Ejemplo 6 Hallar el 4rea limitada entre las funciones:
f(x) = x* + 2x, g(x) =4x -3
12 Punto de corte entre las dos funciones

Resolviendo:
fx)=g(x)
x242x =4x -3
x2—-2x+3=0.

No hay puntos de corte reales. Esto significa que una de las funciones esta
SIEMPRE por encima de la otra.

Comprobamos en un punto, por ejemplo x = 0:
f(0)=0, g(0)=-3.
Entonces
f(x) > g(x)siempre
22 Area limitada por intervalos

Como no hay corte, el drea debe calcularse en un intervalo dado por el enunciado.
Supongamos que el ejercicio pide el area entre:
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El drea es:

32 Primitiva

42 Evaluacién

Calculamos:

Entonces:

Resultado

x=—-1yx =2

A= - gtndx
-1

A= fz[(x2+2x)—(4x—3)]dx
-1

2
Azf (x? — 2x + 3) dx.
-1

x
F(x) =?—x2+3x.

A=F(Q)-F(-1)

8
F(2)=§—4+6=§+2=—

-1 -
F(—1)=?—1—3=?—4=

14 —13 27
A=—-(55)=5=0

3 3

A = 9 unidades?
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