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TEMA 11: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

1. RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA

PENDIENTE DE UNA RECTA
Es el grado de inclinacidn de la recta sobre el eje X, se puede calcular como m = tga donde a es el dngulo que forma la
recta con el semieje positivo OX.

| Recta ascendente \| Recta descendente
0°<a<90° 90° < a < 180°
m<0

m>0

_| Recta horizontal AL Recta vertical
1 a=0° 1 a=90°
m=0 m = oo

ECUACION PUNTO PENDIENTE DE UNA RECTA

Sea r una recta que pasa por un punto P(x,,Y,) Y tenga de pendiente m. La ecuacion de la recta viene dada por la
férmula:

Y = Yo = m(x — xp)

PENDIENTE DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Si consideramos una recta cualquiera que pase por dos puntos
P(x1,y1) y Q(x3,y,) basta con aplicar la definicién de tangente de
AY un angulo para obtener la férmula:

Pendiente m de una recta

X2)=y,

Y2—N
X2 —X;
X1)=y; -

Pagina 69|87



o MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

185
“fé”!i‘églx ANALISIS MATEMATICO

RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES (O NORMALES)

Sean dos rectas r y s con pendientes m y m' Entonces se cumple:

rls em=m'

1
risem=——
m

RELACION ENTRE PENDIENTE DE LA RECTA TANGENTE A LA CURVA Y DERIVADA

La pendiente de la recta tangente a una curva f en un punto a es

m = f'(a)

ECUACIONES DE RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO

y—f(a)=f"(a)(x —a) recta tangente
y—fla)= _j% (x—a)  rectanormal

FICHA RECTA TANGENTE Y NORMAL

BASICOS

1. Dada la curva de ecuacién f(x) = 2x% — 3x — 1 halla las coordenadas de los puntos de dicha curva en los que la
tangente forma con el eje OX un angulo de 45°,

2. Dada la parabola f(x) = x? hallar los puntos en los que la recta tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante. Encuentra la ecuacion de la recta tangente y normal en dichos puntos.

3. ¢éEnqué punto de la curva y = Inx la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos (1, 0) y (e, 1)?
4. Dada lafuncidn f(x) = tgx, hallar el angulo que forma su recta tangente en el origen, con el eje de abscisas.
5. Calcular los puntos en que la tangente a la curva f(x) = x3 — 3x2 — 9x + 5 es paralela al eje OX.

6. Sehatrazado una recta tangente a la curva f(x) = x3 cuya pendiente es 3 y pasa por el punto (0,-2). Hallar el punto
de tangencia.

7. Buscar los puntos de la curvaf (x) = x* + 7x3 + 13x% + x + 1 para los cuales la tangente forma un dngulo de 45°
con el semieje OX.

COMPLETOS

8. Calcular la ecuacién de la tangente, y si es posible de la normal, a la curva f(x) = In (tg 2x)en el punto de
abscisa:x = /2
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9. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva: 9x? + y? = 18 que sean paralelasalarecta:3x —y + 7 = 0.
Calcula también las ecuaciones de las rectas normales correspondientes.

10. Muy Completo (ideal para examen final) Hallar el area del tridngulo determinado por los ejes coordenados y la
tangentealacurvaxy = lenelpuntox = 1.

CON PARAMETROS (TIPICOS ABAU)

11. Determinar los valores del pardmetro b, para qué las tangentes a la curva f(x) = b?x% + 3x + 9 en los puntos de
abscisas x = 1, x = 2, sean paralelas.

12. Hallar los coeficientes de la ecuacién y = ax? + bx + ¢, sabiendo que su grafica pasa por (0, 3) y por (2, 1), y en este
ultimo punto su tangente tiene de pendiente 3.

13. Lagréfica de la funcién y = ax? + bx + ¢ pasa por los puntos (2, 3) y (3, 13), siendo la tangente a la misma, en el
punto de abscisa 1, paralela a la bisectriz del primer cuadrante. Hallar el valor numérico de a, b, c.

14. Dada f(x) = ax® + bx? + cx + d, determina a, b, ¢, d sabiendo que la curva pasa por los puntos (-1, 2) y (2, 3), y
que rectas tangentes en los puntos de abscisa x = 1y x = —2 son paralelas al eje OX.

2. CALCULO DE LIMITES POR L’"HOPITAL

Sean fy g dos funciones reales de variable real que cumplan las siguientes condiciones:

12 fy g deben ser continuas y derivables en un intervalo abierto al que pertenezca el punto a
22 lim f(x) =limg(x) =0

xX—a X—a
32 g’(x) # 0 para cualquier x del intervalo

42 Existe y es finito el )lcgr‘ll% 1 lim f(x) - lim f(x)
x~ag(x)  x-ag'(x)

Entonces se cumple:

OBSERVACIONES
12 Laregla de L'Hopital también se puede aplicar si x - too

- . - .0
22 Se puede utilizar para resolver indeterminaciones del tipo 5y

+ [+
8|8

39 Sial aplicar L"Hopital una vez nos volvemos a encontrar con otra indeterminacidn igual, y las funciones siguen
cumpliendo las condiciones, se puede volver a aplicar L'Hopital las veces que sea necesario.
42 Para resolver las indeterminaciones co — co y 0 - oo, también se puede utilizar L'Hopital pero primero habrd que
. . . S .0, Zoo . P
transformar las funciones hasta conseguir una indeterminacion del tipo ;0 oY luego aplicar L"Hopital

. S 0 e .
52 Elresto de indeterminaciones o?, 0°, 5 se pueden acabar de resolver por L'Hopital si previamente hacemos el
logaritmo del limite y tenemos en cuenta que limIn f(x) = Inlim f(x)
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ANALISIS MATEMATICO

BASICOS
DI sen 2x 5 1 e*—e x - e*
) T3 ) *olx? — 1 9 }clgtl)cosx——l
2N i senx . X'Ccosx —senx 1
) lim X 6) lim X2 10) }Ci_r)r(l)(cos x)x?
Inx . 1—2x—e*+sen(3x) 1

Ve Do X2 e

) 2x3 2x2—1 log x
4) lim—— 8) lim — 12) lim g

x—0 X —Sen x x—-00  eeX x-0 cotg x

13) lirr(l)(cotg X -arcsen x)
X—
TRANSFORMABLE
14) 1 ! ! 17) li ! ! 20) 1 ! !
) 30 (;_senx) ) bt (;_ex— 1) ) o (m_x— 1)
15) lim (x-Inx 18) lim (senx-Inx ¥
) x—>0+( ) ) x—>0+( ) 21) lim [cos (;)]
X—00
i X 1 e
16)  lim [e™ - (x +3)] 19) lim ( - )
—-i\x—1 e¥—e

LOGARITMICO CON L'HOPITAL

1 . x ) o
lim x 23)  lim, (senx) 24) chl_)n%(tg x)
X—+00

22)

2
25)  lim (2% — 1)x+1
X—00

CON PARAMETROS

26) Sabiendo que el limite existe y es finito calcula el valor del parametro a y el valor del siguiente limite:

In(x +1) —a-senx + x - cos(3x)

lim

x-0 x2

27) Hallaay b sabiendo que la siguiente funcidén es continua en todo R
x+cosx—a-e*

fx) = x?

b six=0

six#0

PARA 2° DE BACH
28) lim x'n@e®
x-0
29)

1

lim(1 — cos 2x)"® )
X—T
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3. MONOTONIA. INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO, MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
Si f'(x) > 0= f(x) CRECIENTE

Sif'(x) < 0= f(x) DECRECIENTE

a € Dom(f)

]{D(‘I;)CP?E(()IIENTE alaizgdadea = f tiene un MINIMO relativo en a

f CRECIENTE ala drcha de a

a € Dom(f)

]j: (gl‘i%?gl]i?NTE alaizqda. de a = f tiene un MAXIMO relativo en a

f DECRECIENTE a la drcha de a

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

a € Dom(f)
f(@=0 = f tiene un MAXIMO relativo en a

f(@<0

a € Dom(f)
f'@=0 = f tiene un MINIMO relativo en a

£ (@) >0

4. CURVATURA. INTERVALOS DE CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Sif”(x) >0 = f(x)es CONVEXA

Sif”(x) <0 = f(x) esCONCAVA
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FUNCION CONVEXA FUNCION CONCAVA

fix) =2

v

PUNTOS DE INFLEXION

f(a

f,,(a)) L 0} - (a, f(a)) PUNTO DE INFLEXION

FICHA MONOTON/A Y CURVATURA
1. Dadalafuncién f(x) = ax® + bx? +cx +d

a. Calcula el valor de los parametros sabiendo que tiene un extremo relativo en (0,1) y un punto de inflexién
en (1,-1)

b. Calcula el valor de los parametros sabiendo que presenta un extremo relativo en el punto de abscisa x =
0, que (1,0) es un punto de inflexién y que la pendiente de la recta tangente en dicho punto es -3

2. Hallalos valores de a, by c sabiendo que la grafica de la funcidn siguiente tiene una asintota oblicua de pendiente

2 y un extremo relativo de abscisa x=3

ax®+b
x+c

fG) =

FICHA APLICACION DE LAS DERIVADAS PARA LA REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

En las siguientes funciones estudia sus caracteristicas (dominio, puntos de corte, asintotas, maximos, minimos, curvatura
etc.) y luego haz una grafica aproximada de su grafica segun los resultados que has obtenido:

1. f(x) =x%+x3 2. f(x)=x3—-3x%+2
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+1 Z -
3 f(x)zzxx—B 7. f(x):z2+glc
x+1 2 _
4. f(x) = 2 8. f(@:%
x?+1 2
5 f)=—173 9 f0) =55
x? + 3x
10 f)=""7"
2 —x?
6. f(x)=xz_1

5. OPTIMIZACION

PASOS A SEGUIR:

1.

Hacemos un dibujo e identificamos las incégnitas.

Calculamos la expresién de la FUNCION QUE QUEREMOS OPTIMIZAR (dependerd de dos variables x e y.
Expresamos la CONDICION entre las variables que nos da el problema.

En la CONDICION que acabamos de escribir (3), despejamos una de las variables en funcién de la otra.

La sustituimos en la FUNCION QUE QUEREMOS OPTIMIZAR (2)

Derivamos LA FUNCION A OPTIMIZAR e igualamos a cero.

Comprobamos, utilizando la segunda derivada, si se trata de maximo o minimo

Resolvemos la otra variable en la CONDICION y damos la solucién al problema.
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FICHA OPTIMIZACION

1.

Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en una circunferencia de radio 5 cm.
(sol:v50cm,V50cm)

Halla dos nimeros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro sea maximo, sila suma de dichos nimeros
es 40. ( Sol:80/3, 40/3)

Averigua cudles son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m2de superficie, para poderlo cercar con
una valla de longitud minima. (sol: 60m,60m)

Con 1 m2?de cartén cémo construirias una caja del mayor volumen posible. (sol: 2/3x2/3x1/6)

Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes superior e inferior deben ser de 2 cmy
los laterales de 1 cm. ¢ Cudles deben ser las dimensiones para que resulten hojas con un coste minimo? (sol:5x10m)

Un agricultor sabe que si vende hoy su cosecha podra recoger 50 000 kg, que le pagaran al precio de 20 céntimos
por kg. Por cada dia que espere, la cosecha disminuira en 800 kg, pero el precio aumentara en 3 céntimos por kg.
¢Cuantos dias debera esperar para obtener el mayor beneficio? (sol: =28dias)

Un vendedor de boligrafos ha observado que si vende sus boligrafos a 15 céntimos, es capaz de vender 1 000
unidades diarias, pero que por cada céntimo que aumente el precio, disminuye en 100 unidades la venta diaria de
boligrafos. Por otra parte a él le cuesta 7.5 céntimos fabricar un boligrafo. Averiguar qué precio ha de poner para
obtener el maximo beneficio.(sol: 125 cént)

Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El metro lineal de tramo horizontal
cuesta 20 euros y el tramo vertical 30 euros. Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco
sea minimo. Determinar el coste del marco.(sol: 3m, 2m, 240€)
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TEMA 12: CALCULO INTEGRAL

PRIMITIVA DE UNA FUNCION

ANALISIS MATEMATICO

Sea f(x) funcién, F(x) es PRIMITIVA de f si se cumple F'(x) = f(x), en ese caso [ f(x)dx = F(x) + C

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Sencilla Con regla de la cadena Vale para todo
xn+1 un+1

Polinémicas f kdx=kx+C fx" dx = +C Ju" du = +C
n+1 n+1

Logaritmicas

1
f—dx =In|x| + C
x

o
dex—ln|f|+C

1
f—du =Inlu|+C
u

Exponenciales

fexdx=ex+C

feff’dx=ef+C

feu du=e“+C

ax
faxdx = +C
Ina

fra =2y
faf x_lna+

au
Ja“du= +C
Ina

Seno fsenxdx=—cosx+C ff’ sinfdx=—cosf+C fsinudu=—cosu+C
Coseno fcosxdx=senx+C ff’ cosf dx =senf +C Jcosu du =senu+C
dx f' 1

fcoszx tgx +C fcoszf x=tgf + fcoszudu tgu+C
Tangente

f(1+tg2x)dx=tanx+(: ff’(1+tg2f)dx=tgf+(3 f(1+tg2u)du=tgu+C
A f ! d +C f f dx = arcsen f +C J ! d +C

rco seno X = arcsen x = u = arcsen u
VI—x2 1-f2 Vi—u?

Arco coseno

1
dx = —arcosx + C
f\/l—xz

f f dx = —arcos f + C
1-f?

1
du = —arcosu + C
J\/l—uz

Arco Tangente

1
fmdx =arctgx+C

f' _
frfzdx =arctgf +C

1
fmdu =arctgu+C
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FICHA INTEGRALES INMEDIATAS

B NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

2 [1dx b) [2 e 9 [ 2 ds
&) [2xds o [eae ) [3xax
9 [7xds b [+2de ) [Loas

2 POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

a) 'I‘{_ux-z dx b) jx-liun
0 f%.ﬁ- - d) J%.ﬁ
e J%"& E}j{xfjliit

m LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS
a) f% x12
b) f% o
c) J Tde de =

d) J‘%x'”!‘ dx

e} '[2:'_\-‘& =
£ [50 d -

# ;RECUERDAS QUE D (lnx) = L2
X

m f%&ﬁﬂﬂ h]jéir:—é
c) J+;T5a&'=fn{xt_"r| d]jhiﬁdx

ANALISIS MATEMATICO
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B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) Jicm.' xdx

b) [2c05 x

O [ cos (x4 Z)ds
d) .I‘:a: 2xdx

) _f{-m %) dx

) [senxds

g) Jd;m (v—T) d
h) fm 2x dx

i) f{t + gt 2x) dx

) [g?2eds

E ALGUNAS EXPONENCIALES

a) |qe"'_] dx

b} [tlrf 1 e
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PRIMITIVAS. EJERCICIOS BASICOS

1 Halla:

a) J‘x‘i&t

d) f%d:

9 [ s

D [ (Bx-3)*ax

4
m]flt: -54-7'+5.rdr

x+2

o) J‘?xé-ﬁ.\:'za-_ix—-‘idr

2 a) ﬁax-izgx}ir

2x s
Ha]lx]+1dt 1:I}-I”.‘ar‘-':+lﬂﬁ" E]Jiz+l ~
4 [ 2 fx
a}medt h]f“gxz
dx dx
l15+5l'x g}f3+h1
" dx elx
S}J u'll—ﬂxz x'r25-9x1
i) [fir—zd‘,

b) J'{‘jmsx-rﬂr}dt

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

b} I(Sxi—hz +2x~-3) dx

1
52
. I y 3-:::

) [Y7x-6)2de

of

o) _|+{3 tgx—5 cosx) dv

d)

ANALISIS MATEMATICO

3 2—\'I '.I'I
ij5r+&xx 2x 3 3:&

,}fltwﬁ.\: S G

d) [(10°-59 d

[ (x+1)?
dx
el

i
1+8x7

dx
y1-9x7
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INTEGRALES NO INMEDIATAS IMPORTANTES (PARA 29)

ff’lnfdx:f(lnf—1)+C Jf’-tgfdx:—lnlcosf|+C f%dx:lnlsenf|+c

INTEGRALES RACIONALES

, . . . . D(x
Las llamamos asi cuando estén formadas por el cociente de dos polinomios fﬁdx

Distinguimos tres casos en funcion del grado:

A) SI 0D = ad

Dividimos los dos polinomios y aplicamos laregla D = d - C + R (Dividendo = divisor por cociente mas resto) Si divimos
esa expresion por el divisor, d, nos queda:

D_C+R
d ~ ' d

Aplicandolo en la integral, obtenemos integrales inmediatas:

f2- e

B) SI 0D <dd Y d TIENE TODAS SUS RAICES SIMPLES
Descomponemos en factores d(x) = (x — a;)(x — a;) - (x — a,,) y planteamos:

D A B
1" Gean o T Gmam

en integrales inmediatas:

fD f A +f 5 + +j N Aln| | + Bln| | + -+ Nln]|
- = ——=A4AIn|x —«a njx —a nfx —a
d (x —ay) (x — az) (x — ay) ! 2 "

calculamos los nimeros A, B, ..., N y los aplicamos a la integral, que queda asi dividida

C)SI D <dd Y d TIENE ALGUNA RAIZ REAL MULTIPLE

Descomponemos en factores d(x) = (x — a;)(x — a,) = (x — a,)* (la Gltima se repite k veces) y planteamos:

p__A B NN N
d (x-—a) G—ay) (x—ay)  (x—ap)? (x — ay)*

Calculamos los nimeros A4, B, ..., Ny, ..., Ny, y resolvemos integrales logaritmicas y polinémicas.
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INTEGRALES POR PARTES

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ANALISIS MATEMATICO

Se aplicalaregla [ u dv = uv — [ v du (un dia vi un viejo vestido de uniforme)

Seguimos los pasos:

Elegimos como u la funcidn que aparezca primero en la palabra

y la otra serd dv

Polinomios

Arcos.. Exponenciales

Senos,cosenos

Logaritmos

Calculamos du derivando u (ponemos dx al final ya que estamos derivando con respecto a x)

Calculamos v por la integral de dv

Aplicamos la férmula fudv = uwv — [ v du

Se repite el procedimiento con la nueva integral hasta llegar a una integral inmediata

EJEMPLOS DE ELECCION ENTRE u Y dv

La integral original . Aplicamos formula
& 8 Elegimos Calculamos las P
f udv variables reciprocas uv — f vdu
sin 2x

Ti du = (2x — 4)dx (% —42) — f 2 (2x — Ddx

i 2 _ — 42 .

po f(x 4x) cos 2x dx du = x 24’; 3 v dy < S0 2x| En este caso hay que repetir la regla con la nueva integral, cada

I Polinomio - Seno o cos ... v=cosaxdx | U= ) cosexdx = 2 vez se reduce 1 el grado del polinomio (en el siguiente paso ya se

termina)

Tipo f x = =

p (x 4+ 5)e*dx ;t _X;i-dS du_ lix (x_l_s)ex_fexdx:(x_l_s)ex_ex_l_c

I Polinomio - Exponencial v=eax v=e
Tipo szlnxdx R du = 2% dx x*x(Inx — 1) —fx(lnx —1)2x dx

11 . . . dv =Inxdx v=x(nx—1) repetir la regla con la nueva integral, cada vez se reduce 1 el

Polinomio - Exponencial grado del polinomio (en el siguiente paso ya se termina)

Tipo farct x dx u = arctg x __1 1 In(1 + x?

P & dv=1§x du=3-—dx arctgx-x—thdx=x-arctgx—¥+()

v Arcotg - Polinomio v=x tx
Tipo fex - cosx dx U= e* du = e*dx e*senx — J(Senx)e"dx

vV E ial- S dv = cosx dx v =senx Ciclica, repetimos y en siguiente paso volvemos a obtener la del

Xponenciat: Seno o cos.. principio, despejamos y obtenemos el resultado

INTEGRALES POR CAMBIO DE VARIABLE

Consiste en sustituir una parte del integrando por otra funcién o variable de forma que podamos resolver la integral por
alguno de los métodos anteriores.

COMO ELEGIR LA VARIABLE ADECUADA

Si en el integrando aparecen Sugerencia
Raices cuadradas t = VPolinomio

Raices no cuadradas

t = Y/polinomio

Siendo n = minimo comun indice de las raices

Funciones exponenciales

t=e™

Siendo n = menor indice de los exponentes del integrando

Funciones logaritmicas

t=Inx
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PASOS A SEGUIR

1.

Elegir el cambio de variable adecuado (ver tabla)
Despejar x en la ecuacion anterior
Derivar ambos lados de la ecuacién

Sustituir t, x, dt en la integral original y ordenarla (la x deberia desaparecer y quedar la integral dependiendo sdlo
det)

Resolver la integral por los métodos anteriores (por partes, racional etc.)

Volver a ponerlo todo en funcién de x deshaciendo el cambio de variable en la integral ya resuelta.

INTEGRAL DEFINIDA

Definimos el valor absoluto de la integral entre dos limites como el area de la regién delimitada por la grafica de f, el eje
de abscisas, X, y las rectas x = a,x = b, incluido el signo. Como es un area, debemos tomar el valor absoluto (no tiene
sentido hablar de areas negativas) por eso es muy importante ver el recinto dibujado y elegir bien los limites de integracion

para evitar las dreas negativas o que se cancelen unas con otras.

Si F(x) es una primitiva de f(x) entonces:

b
_fﬂmdx=ﬂm—Fm)

PROPIEDADES

Lﬁ=—L? HU+@=L7+

b
g

T

f:f=0 ‘v’ce(a,b)=>Lbf=J:f+J;af

fabk-fzk-J;bf
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ALGEBRA

TEMA 13: INTRODUCCION PARA 22 DE BACH

MATRICES
Una matriz es una “caja” de nimeros ordenados en filas y columnas.
Ejemplo:
6 3 Matriz cuadrada de 3 filas x 3 columnas. Las filas se miran en
2 0 horizontal y las columnas en vertical. Se llama “cuadrada” porque
5 — * Diagonal principal el n2 filas = n columnas

Las que nos importan son las matrices cuadradas 3x3 y 2x2. Mas
adelante veremos que nos van a servir para solucionar sistemas de ecuaciones de forma rapida y sencilla.
En los siguientes apuntes se trabaja siempre sobre FILAS (que suele ser lo mas habitual) pero se podria
hacer exactamente lo mismo con columnas. Eso si, o trabajamos siempre con filas o siempre con columnas
(no mezclar)

TIPOS DE MATRICES

FILA NULA

Si todos sus elementos son 0 (es decir, es una fila de ceros).

1 -2 3
En el ejemplo siguiente la F2 es nula: ( 0 0 0)
-3 4 5

MATRIZ IDENTIDAD

Matriz cuadrada que tiene todo unos en la diagonal principal y el resto son ceros.
1 0 0
I=10 1 0
0 0 1

MULTIPLICAR (O DIVIDIR) UNA FILA POR UN N2

OPERACIONES BASICAS

Hay que multiplicar TODOS los elementos de esa fila por ese ne.

Ejemplo:

1 2 =1\ ,n (1 2 -1
3

o 1 3]—=({0 1 3
2 4 10
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