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TEMA 12: CALCULO INTEGRAL

PRIMITIVA DE UNA FUNCION

ANALISIS MATEMATICO

Sea f(x) funcién, F(x) es PRIMITIVA de f si se cumple F'(x) = f(x), en ese caso [ f(x)dx = F(x) + C

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Sencilla Con regla de la cadena Vale para todo
xn+1 un+1

Polinémicas f kdx=kx+C fx" dx = +C fun du = +C
n+1 n+1

Logaritmicas

1
J—dx =In|x| +C
x

fo
j;dx =In|f|+C

1
J—du =Inlu]+C
u

Exponenciales

fexdx=ex+C

feff’ dx=ef +C

fe“ du=¢e“+C

ax
faxdx = +C
Ina

frax= 4c
fa f x—]na+

au
fa"du: +C
Ina

Seno fsenxdx=—cosx+C ff’ sinfdx=—cosf+C J.sinudu=—cosu+C
Coseno fcosxdx=senx+€ Jf’ cosf dx =senf +C fcosu du=senu+C
fdx—t +C ff,d—t +C fld—t +C
coszx ¥ cos? f x=tef coszy W T B
Tangente
J-(1+tg2x)dx=tanx+C ff’(1+tg2f)dx=tgf+C f(1+tg2u)du=tgu+C
A f ! d +C f f dx = arcsen f + C f ! d +C
rco seno X = arcsen x = u = arcsenu
VI—x2 1-f2 V1i-u?
A f ! d +C f f dx arcos f + C f ! d +C
rco coseno X = —arcos x == U = —arcos u
VI—x? 1-s2 N

Arco Tangente

1
fmdx =arctgx + C

f _
f1+f2dx—arctgf+C

1
J.mdu =arctgu+C
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FICHA INTEGRALES INMEDIATAS

B NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

a) [1de b) [2dx 9 [z dx
d) J‘ltir €) .r.rdr f) J+3.ra!7:
g}f?xiu h}szit i) f%xzdr

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERG

a) _ﬁ-u;—l dx b) jx-l d .
c) %.ﬁ- . d) J‘%.ﬁ
) f%‘ﬁ b f (v _53]3

B LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

4 f%xl.rz‘b__
b) J‘% Jed -
c) j?f’xd‘r -

d) f%x‘”z dx

) [54x d -

® ;RECUERDAS QUE D(ln x) = %3

2 [Lete = ins b L -
- X . 3
c}Jma'x_fn{rq-ﬂ d]jh+6dx

ANALISIS MATEMATICO
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B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) [cos x de

b) [2c05 x de

O | cos(x+Z)dx
d) | cos 2x dx

O [(-senx) dx
£) [senx d
g}jm[x—n}dt
h) [sen 2x de

i) _f{l +tgt 2%) dx

i) [ig22eds

B ALGUNAS EXPONENCIALES

a) _[a"'l dx

IJ:I' J.ehw 1 dx
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PRIMITIVAS. EJERCICIOS BASICOS

1 Halla
2 [xide b) [(5x% - 8x2 4 20 3) e 9 [ Yrds
d) fﬁﬂ 0 fs%? ﬂf%
9 [ S LS p [ELE
D[ (Bx-3tas ) [Y7x-6)2dx j [SEeE BB,
m) [20=60 055 4, ) [ g [2e6e=3 4

o) f?x‘-ﬁ.\'!'-riw—‘idr

X

2a) [Gr-Sgade  b) [Gesxe3Vde o [Grgx-Scsnde &) [10°-5) dx

offe B ofide o5
4ajjm1xir h}flf;rz c',IJ_l:‘{;xz
dx dx [ dx
o J‘ 25+ 9x2 . -[3+1t?‘ ﬂJ J1-922
dx dx d dx
® j v'll—E.t;z " \."25_9‘\_1 ) IH—E:—’-
i) J‘r"""_zir
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INTEGRALES NO INMEDIATAS IMPORTANTES (PARA 22)

ff’lnfdx=f(lnf—1)+C ff"tgfdx=—1n|COSfI+C f%dx=ln|senf|+€

INTEGRALES RACIONALES

. ) . . . D(x
Las llamamos asi cuando estén formadas por el cociente de dos polinomios f%x;dx

Distinguimos tres casos en funcién del grado:

A) SI @D > ad

Dividimos los dos polinomios y aplicamos laregla D = d - C + R (Dividendo = divisor por cociente mas resto) Si divimos
esa expresion por el divisor, d, nos queda:

D—C+R
d d

Aplicandolo en la integral, obtenemos integrales inmediatas:

[ fe I3

B) SI D < dd Y d TIENE TODAS SUS RAICES SIMPLES

Descomponemos en factores d(x) = (x — a;)(x — a;) - (x — a,) y planteamos:

D A B , . . TR
7= ooaD + E— + -+ — calculamos los niumeros A4, B, ..., N y los aplicamos a la integral, que queda asi dividida
en integrales inmediatas:
ID f 4 +f B + +f N Aln| | + Bln| |+ -+ Nln|
—= — —=Aln|lx—«a nlx —a nlx —«a
d (x —ay) (x —az) (x — ay) ! 2 "

C) SI dD < dd Y d TIENE ALGUNA RAIZ REAL MULTIPLE

Descomponemos en factores d(x) = (x — a;)(x — a;) - (x — a,,)* (la Gltima se repite k veces) y planteamos:

D A B N, N, Ny

A G- G-w)  Ta—ay  Gma)? G-k

Calculamos los niumeros 4, B, ..., N, ..., Ni y resolvemos integrales logaritmicas y polindmicas.
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INTEGRALES POR PARTES

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ANALISIS MATEMATICO

Se aplicalaregla [u dv = uv — [ v du (un dia vi un viejo vestido de uniforme)

Seguimos los pasos:

Elegimos como u la funcidon que aparezca primero en la palabra

y la otra sera dv

Polinomios

Arcos.. Exponenclales

/\ Senos,cosenos

Logaritmos

Calculamos du derivando u (ponemos dx al final ya que estamos derivando con respecto a x)

Calculamos v por la integral de dv

Aplicamos la férmula [ udv = uv — [ v du

Se repite el procedimiento con la nueva integral hasta llegar a una integral inmediata

EJEMPLOS DE ELECCION ENTRE u Y dv

La integral original . Aplicamos férmula
g g Elegimos Calculamos las P
fu dv variables reciprocas uv — f vdu
sin2x
- du = (2x — H)dx (= 4x) = f 7 (Jx—4dx
2 _ — 52 _ .
Ipo f(x 4x) cos 2x dx d“ =X ) 4’; 3 prde < S0 2x| En este caso hay que repetir la regla con la nueva integral, cada
I Polinomio - Seno o cos ... L R e vez se reduce 1 el grado del polinomio (en el siguiente paso ya se
termina)
Tipo x = =
P J-(x+5)e dx ; _x-:dS du_ cix (x+5)e"—fexdx:(x+5)e"—e"+C
Il Polinomio - Exponencial v=eax v=e
Tipo flenxdx u = x2? du = 2x dx xzx(lnx—l)—fx(lnx—l)Zx dx
Ml Poli i0-E ial dv = Inxdx v=x(nx—1) repetir la regla con la nueva integral, cada vez se reduce 1 el
otinomio - Exponencia grado del polinomio (en el siguiente paso ya se termina)
Tipo farct x dx u = arctg x __ ! 1 In(1 + x?
P J dv—lgx du—1+x2dx arctgx-x—fx—zdx=x-arctgx—¥+6
v Arcotg - Polinomio B vV=x l1+x 2
Tipo J-e" -cosx dx u=e* du = e*dx e’ senx f(senx)e"dx
V E ial- S dv = cosx dx v =senx Ciclica, repetimos y en siguiente paso volvemos a obtener la del
Xponenciat: Seno o cos.. principio, despejamos y obtenemos el resultado

INTEGRALES POR CAMBIO DE VARIABLE

Consiste en sustituir una parte del integrando por otra funcidn o variable de forma que podamos resolver la integral por
alguno de los métodos anteriores.

COMO ELEGIR LA VARIABLE ADECUADA

Si en el integrando aparecen Sugerencia
Raices cuadradas t = VPolinomio

Raices no cuadradas

t = Y/polinomio

Siendo n = minimo comun indice de las raices

Funciones exponenciales

t=e™

Siendo n = menor indice de los exponentes del integrando

Funciones logaritmicas

t=Inx
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PASOS A SEGUIR

1. Elegir el cambio de variable adecuado (ver tabla)
2. Despejar x en la ecuacién anterior
3. Derivar ambos lados de la ecuacion

4. Sustituir t, x, dt en la integral original y ordenarla (la x deberia desaparecer y quedar la integral dependiendo sélo
det)

5. Resolver la integral por los métodos anteriores (por partes, racional etc.)

6. Volver a ponerlo todo en funcién de x deshaciendo el cambio de variable en la integral ya resuelta.

INTEGRAL DEFINIDA

Definimos el valor absoluto de la integral entre dos limites como el area de la regién delimitada por la gréfica de f, el eje
de abscisas, X, y las rectas x = a,x = b, incluido el signo. Como es un area, debemos tomar el valor absoluto (no tiene
sentido hablar de areas negativas) por eso es muy importante ver el recinto dibujado y elegir bien los limites de integracion
para evitar las areas negativas o que se cancelen unas con otras.

Si F(x) es una primitiva de f(x) entonces:

b
[ reax=r - F@

a

PROPIEDADES

L@=—L? fv+w=£@+fg
faaf=0 Vce(a,b):fabfzj;cf+£af

f:k.f:k.fabf
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