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afszs’gﬂ)( ANALISIS MATEMATICO
TEMA 5: LIMITES

CONCEPTOS BASICOS

Limite LATERAL de una funcién Limite de una funcién Limite LATERAL de una
por la IZQDA. ] funcidn por la DRCHA.
lim f(x . lim f(x
Jim £ () lim f (%) A
Es el valor al que tiende la funcién Es el valor al que tiende la Es el valor al que tiende Ia
cuando x toma valores muy funcién cuando toma valores de funcién ceandox toma valores
préximos a a pero MENORES que X muy préximos a a muy proximos a a pero

a MAYORES que a

\

Para que el limite de f(x) exista, deben existir los limites

laterales en a y ser iguales

lim f(x) = lim f(x) = limf(x)
x—-a~ x—at x—a
Para calcular el valor del limite sustituimos x por el valor que nos den y operamos.

110J0ij la expresion lim la arrastramos todo el
x-a

ejercicio HASTA QUE SUSTITUIMOS x por su valor

TABLA DE INDETERMINACIONES (SON 7)
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NO SON INDETERMINACIONES

(4+0)*® = 400, (+0)™® =0 —((+oo)) = —o00
(+0)¥ = +oo, (k > 0) (=) =+
(o)t =0, (k<0) o
k*® =400, (k>1) (=) + (+0) = —o0
k=0 (k>1) k-(+0) =+, (k>0)
kt*=0, ((0<k<1) k-(+») =—0, (k<0)
k= = +o0, (0 <k <1) FRE IS s Rtz lt)
k-(—o0) =400, (k<0)
k k
—=0 —=0
+o0 —00
k o —00 ~
8 0 (+00)*® = 400, (+20)™* =0
o +_°°=+oo (400)¥ = 400, (k> 0)
0 0 (+0)k =0, (k<0)
+o0 kT = too, {(k>1)
& =t (k>0 k=0, (k>1)
e k=0 (0<k<1)
&> (k >0) k2 =100 (0=k<1)
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LIMITES CLASIFICADOS POR INDETERMINACIONES

LIMITES EN UN PUNTO

12 Factorizamos (Ruffini con el punto del limite, las veces que sea necesario)
Polindmicas 22 Simplificamos
32 Recalculamos el limite
TI(F)’O 12 Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la raiz
- Con raices 22 Factorizamos y simplificamos
0 32 Recalculamos el limite
Otras L'Hopital , férmula: lim PAC . lim f:(x)
x~adx) x-ag'x)
TIPO - , .
K 12 Calculamos limites laterales por separado, seran +0o0 6 —
— 29 Para el signo cogemos nimeros proximos por la derecha y por la Izqda.
0 32 Silos limites laterales son iguales entonces existe el limite y sera igual a ellos. En otro caso Alim
TIPO 12 Transformamos el producto en una fraccién, dividiendo por la inversa de una de las funciones
22 Obtenemos E
0- 0o 32 Aplicamos L'Hopital

LIMITES EN EL + oo

. El signo del cociente de los coeficientes
Grado del numerador MAYOR 00 0§ -00 . g.
principales
Polindmicas Grado del numerador MENOR Lim=0
PO Grado numerador y Lim = cociente de los coeficientes principales
x* denominador IGUAL P P
o , Como en polinomios pero ji0JO!! Debemos de tener en cuenta la influencia de la raiz
Con raices

para calcular el “grado” del numerador y denominador

Otras L"Hopital lim D im Lx)
x=2ad(x)  x-a9 () -
TIPO Sin raices Operamos y lo transformamos en una divisidn de polinomios reduciéndolo al caso =

© — © | Con raices Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la raiz

12 Transformamos el producto de funciones en una fraccién, dividiendo por la inversa de una de las
TIPO funciones

[ee)
22 Obtenemos p

0- o0 32 Aplicamos L 'Hopital

LIMITES EN EL —oo

Transformamos en x — +o0o cambiando x por - x y recalculamos el limite

CASO ESPECIAL:, TANTO PARA LIMITES EN UN PUNTO COMO PARA LIMITES EN EL INFINITO

TIPO

lim[f (x)—1]-g(x)
1® €

lim[f(x)]g(x) =

LIMITES CON PARAMETROS

Ver casos practicos en la ficha de limites
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EJERCICIOS TEORICOS

Demuestra las siguientes igualdades, justificando razonadamente cada paso:

D

2)

3)

4)

5)

1
lim—n:O donden €N

x—>0w X

k
lim—n:O dondek ER conk # 0

x>0 X

lim a,x™ + -+ ayx + ay = lim a,x™ donde a,,...,a;,ap ERyn €N

xX—00

lim a,x™ =

X— 00

+oosia, >0
—oosia, <0

donde a, € R,a, #0 yn €N

SiP(x) =apx"+--+a;x+ay y Q(x) =bpx™+ -+ bx + by, son
polinomios reales de variable real, de grados respectivamente ny m =

A0

sin>m=

sin=m

sin<m

+ 'a>0
0o Si—
b

[ - <0
—00 —_—
b

LIMITES DE POLINOMIOS Y DE COCIENTES DE POLINOMIOS EN EL ©O Y =00

Cal

cula:

. 3
lim

xoo (x — 1)2

8.

0.

10.

11.

12.

13.

15.

I 3—2x

#0005 — 2x
3x*—4x + 8

x——c0 2x3 49

lim x3 — 3x? + 25x

x—00

lim x3 — 3x% + 25x

X——00
li 3
im

x—00x2 + 5
. 5—x
lim

X—o0 X —
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5x3 — x? 5x3 — x?
x—o0 X4+ X x—=—0 X° + X
3 . 5—x
; 22. 1 —
17. xll_r)lgom x—lgloo x+5
) Sy . x2+3x _
18. xgrilmg 23. ;an}o( x—1 x)
2 _ . x%—dx
109. X 3 24. ;an}o( x—2 x)

2x%2 +1

20. Mim i3

LIMITES DE FUNCIONES EN UN PUNTO, INDETERMINACIONES DEL TIPO%

2
Ax . X“—x—6
: 12. lim—
L ;Eloxz—Zx 3 xf—3
2
2x% + 3x o x*—=3x+2
. 13. lim———
2. JELIII()T x12x2—2x+1
x* -1 14 l'mx2 2
3 J11_11)1”(_1 ) x]—>ox3+x2
3 2
x3+1 . x°+x
4. o 15. xllrill x%2+2x+1
5 l' X + 2 x4’ — 1
im ;
x—-2x%2 —4 16. L]_I;n} x—1
x+3 2x% -8
6. lim ———— . x
xm3 X2 + 42 + 3 T axr 4
xt—1 _
7. lim > 18. limL
x—1x%4—1 x-1x2 —2x+1
. x? 2
x x* + 3x
8 lim - 19. lim=—;
x>0 x2 —x
x® +x
9. lim — O .
mooX Tox-1x2—-2x+1
2
2 _
10. Jm ~ limx 27x + 10
x—2 x4 —4
3
x
11. lim =z ano2 x—1
x—0x* — 10x 24. i

m-—-——--—--:r:
-1x2—2x+1
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LIMITES DE FUNCIONES IRRACIONALES (RAICES)

Calcula:
C Vx?+3x _x¥-1
1. lim— 14. lim
x=0 X x=14/x — 1
o Vx?2+4-2 1 -1
2. 1111(1)—2 . 1+ x
x x 15. lm(l) .
bl
Vx+4-2
3. lim———— . x+5
x-0 X 16. lim ——
X200 \4xZ — x + 2
V2x+3-3
4, lim—— Va3 F 3x2
x=3 x—3 17. hm?
X—00
I x—25
5 lim—=—r 18. lim (Vx+5 - x)
x2
6. lim—— 3x2 4+ 1
x=0+/4 4+ 3x2 — 2 19. J1]_)I’1;10 m
2—+Vx—3
7. lim——— -
xl—I}; x2 — 49 20. limﬂ
x5yx+4—3
3—+x
8. lim>— VI=x - VTFx
x x 21 lim "
X—
o o XF3-VE
et xt 1 | 3x2+1
22. i _
x—16 xl—>r2> x2+x+2
10. li111164 NE:
X— —_ X
23. lim+x2—-2x—x
X—00
11 1i 2-Vx
. lim
x4 x —4 24, lim+/x2+x+4—/x2—x
X—00
x++x—20
12, lim ———— Vx+2 — 2
x-16 ﬁ_4 25. lin%?
x= —
x? —+/x
13. lim Vx
x-1 ﬁ—l

LIMITES DE SUCESIONES. FRACCIONES ALGEBEBRAICAS

Calcula:
Lo 4n®—n? 3n?+1 i 3n?—-1 4n*
C e\ Z2n6 41 mEt1 Coate\ T 2n*+3
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. n®+7 ) 2nd +1
3. limIn 7. limIn{=——
n—oo 2n n-oo 2n3 +n
n+l n-—1 2\(n+1D(n—-1)
4. i ( + ) i (—)—
nbe\n—1 " n+1 8 gmlnn (n+1)2
n3(l—-n 4 5_ .2 2
5 lim ( ) L2 9. lim 4in®> —n B 3n“+1
now\2n2—n—1 n? n-o \ 2n6 + 1 nz+1
6 n*+1 N -n? . (3n*-1 4an*
C e\ 2t 1 T3t 10. Tlll—I>I'~:>10< n3 .2n4+3>
LIMITES EXPONENCIALES
Calcula:
L (F3 257 + 1\
1. lim ( 2 ) 6. lim
xX—0 X x—00 \2x2 + 3
4x2 +1 —2x+3 _
2. lim <4x2 2) 7 2x%2—1 x2-3
x>0 - .
Ao\ 202 + 1
2n%-1
3. lim9 n%—1 6 i 2x + 1\**
n—-o
- lim (575)
n+1
4. 1lim0,1 n»? x + 2\ 2%
o, im (222)
x—0 \X — 2
2 1 n_+21
2n° + n _
5 lim _x+1\%7?
n-o n? 10. lim )
x>0 \x — 5

LIMITES CON PARAMETROS

1. Calculak para lim (VxZ +kx +5 — VxZ —3x) =4
X—00

2. Caleulaapara lim(2x —V4xZ +ax + 1) = 1
x—00
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