° MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

afé’”si‘égl)( ANALISIS MATEMATICO
TEMA 5: LIMITES

CONCEPTOS BASICOS

Limite LATERAL de una funcién Limite de una funcién Limite LATERAL de una
por la IZQDA. ] funcién por la DRCHA.
lim f(x . lim f(x

x—>a‘f( ) }Cl_r%f(x) x—>a+f( )
Es el valor al que tiende la funcion Es el valor al que tiende la Es el valor al que tiende la
cuando x toma valores muy funcién cuando toma valores de funcidn CLIJa'ndox toma valores
proximos a a pero MENORES que X muy préximos a a muy proximos a a pero
a MAYORES que a

|

\

Para que el limite de f(x) exista, deben existir los limites
laterales en a y ser iguales

lim f(x) = lim f(x) = limf(x)
x-a~ x—-at x-a
Para calcular el valor del limite sustituimos x por el valor que nos den y operamos.

110J0ii la expresion lim |a arrastramos todo el
x—a

ejercicio HASTA QUE SUSTITUIMOS x por su valor

TABLA DE INDETERMINACIONES (SON 7)
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NO SON INDETERMINACIONES

(+0)*° = 400, (+00)7% =
(+o0)¥ =+, (k > 0)
(+0)k =0, (k<0)

k¥® = 400, (k> 1)
k=0 (k>1)
k**=0, (0<k<1)
k™ =40, (0<k<1)

k k
=0 — =0
+00 —00

k —00

— =400 — = —0
0 0

0 )

—_ = 00 —_—

0 0o °
+00
— = 400, (k>0)

k
—® k>0
T——OO.( >0)

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ANALISIS MATEMATICO

—(4+®) = -

—(—) =+

(+00) - (+00) = +00

(~0) + (=) = +oo

(=) - (+00) = —oo
k:(+») =400, (k>0)
k-(+w)=—-mw, (k<0)
k:(—0)=—o, (k>0)
k(=) =40, (k<0)

(+00)*® =+, (+00)™ =0
(400)¥ = 400, (k >0)

(+)k =0, (k<0)
kt® = 400, (k>1)
k=0 (k>1)
kt*=0, (0O<k<1)

k™ =40, (0<k<1)
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LIMITES CLASIFICADOS POR INDETERMINACIONES

LIMITES EN UN PUNTO

12 Factorizamos (Ruffini con el punto del limite, las veces que sea necesario)
Polindmicas 22 Simplificamos
32 Recalculamos el limite
TI(F)’O 12 Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la raiz
- Con raices 292 Factorizamos y simplificamos
0 32 Recalculamos el limite
Otras L'Hopital , férmula: limM =lim fl,(x)
x—ad(x) x-ag )
TIPO ;o . p
Kk 12 Calculamos limites laterales por separado, seran 400 6 —
— 22 Para el sigho cogemos numeros proximos por la derecha y por la Izqda.
0 32 Silos limites laterales son iguales entonces existe el limite y serd igual a ellos. En otro caso Alim
TIPO 12 Transformamos el producto en una fraccidn, dividiendo por la inversa de una de las funciones
29 Obtenemosg
0- o 32 Aplicamos L'Hopital
LIMITES EN EL + oo
Grado del numerador MAYOR © 6 -0 El .sig.no del cociente de los coeficientes
principales
Polindmicas Grado del numerador MENOR Lim=0
TIPO Grado numeradory Lim = coci - Lo
[ denominador IGUAL im = cociente de los coeficientes principales
co Con raices Como en polinomios pero jiOJO!! Debemos de tener en cuenta la influencia de la raiz
para calcular el “grado” del numerador y denominador
Otras L'Hopital lim G, lim&
x—ad(x) x-ag'x)
TIPO | Sin raices Operamos y lo transformamos en una divisién de polinomios reduciéndolo al caso g
00 — 00 | Con raices Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la raiz
12 Transformamos el producto de funciones en una fraccién, dividiendo por la inversa de una de las
TIPO funciones
29 Obtenemos =~
0- o -

32 Aplicamos L'Hopital

LIMITES EN EL —co

Transformamos en x — 40 cambiando x por - x y recalculamos el limite

CASO ESPECIAL:, TANTO PARA LIMITES EN UN PUNTO COMO PARA LIMITES EN EL INFINITO

TIPO
100

lim[f(x)]g(X) — elim[f(x)—l]-g(x)

LIMITES CON PARAMETROS

Ver casos practicos en la ficha de limites
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FICHA LIMITES

EJERCICIOS TEORICOS

Demuestra las siguientes igualdades, justificando razonadamente cada paso:

1
1) lim — =0 donden €N

xX—o0o X

k
2) lim—=0 dondek €R conk #0

x—oo X

3) lima,x™+ -+ a;x+ay = lim a,x™ donde a,, ...,a;,ap ERyneN

X—00 X—00
+oosia, >0
. n_ n
4) }Lr{.loanx _{—oosian<0donde a, ERa,#0 yneN

5 SiPx)=ax"+ +ax+a;y Q(x)=b,x™+ -+ bx+b, son
polinomios reales de variable real, de grados respectivamenteny m =

an .
— sin=m
b
0 sin<m
lim POI _ . an
x—o0 Q(x) +oo  si b_> 0
sin>m> a’:
—oo si—<0
m

LIMITES DE POLINOMIOS Y DE COCIENTES DE POLINOMIOS EN EL OO Y =00

Calcula:
Lol 3 8 1 3—2x
ey i
o —2x? o 1 3x*—4x+8
2. limo— © e 24349
) -1 10. lim x3 — 3x% + 25x
3. lim 5 x—00
x—o x4 —1
11. lim x® —3x?% + 25«x
1 X——00
X— X 3
12. lim ———
26— 1 X2+ 5
5. lim
x—o0 X + 2
o 5—x
13. lim
x?>+5 x—wxX =5
6. lim 1
o 14 dim 23
2—3x © e 7x — 2
7. lim
x=e X +3 2x2+1
15. lim
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6 i 5x3 — x2
Clim
17. li 3
. lim
x—o0x2 + 5
18, lim =%
xX——00 X—5
19 x2 -3
) x——c0 7x — 2
2x% +1
20. lim

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

21.

22.

23.

24.

ANALISIS MATEMATICO

~ 5x3—x?
m 577
x—=-0 X° + X

5—x

1im
x——00 X+5

. x%+3x
lim - X
xX— 00 x—1

lim (XZ_M - x)

xX— 00 x—=2

LIMITES DE FUNCIONES EN UN PUNTO, INDETERMINACIONES DEL TIPO %

4x
1. I
it x2 —2x
o 2x%+3x
2. lim ——
x—0 X
31 x% -1
xl—rpl x—1
x3+1
4. x——1Xx2+x
c x4+ 2
) xl>n;12 x2 —4
x+3
6. lim ——
x—-3x2+4x+ 3
7 x*—1
' xgzixz -1
2
8. lim —
x—1x-1
Coxi+x
9. lim >
x—0 X
2
10. m =
Xx——=2 X“+2x
%3
11. lim

x—0x% — 10x2

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

24.

i x2—x—6
m
3 x2—3
. x%—3x +2
im———
x>1x2 —2x+1
i x?—2x
m—
xl—>0x3+x2
I x3 + x?
im ———
x>-1x2 4+ 2x +1
i x*t—1
m
xl—>1 x—1

2x% -8

I x—1
X2 —2x + 1
i x?—7x+10
xgg x2 —4
x—1

lim———
-1x2—2x+1
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LIMITES DE FUNCIONES IRRACIONALES (RAICES)

Calcula:
Loqm T 14 Tim 5t
' xliré X ' x—>1\/;—1
VxT+4a-2 1 4
2. lim——p—  VT+x
x X 15. lmé .
X—
Vx+4-2
. lim—— x+5
3 }cli% x 16. lim ———
X200 \4x2 —x + 2
V2x+3 -3
4, lim——— Vx3 + 3x2
x—3 x—3 17. llmT
X—00
e i x —25
C NS Vx—5 18, lim (Vx+5 - x)
xZ
6. lim—— . 3x2 4+ 1
x-0 V4 + 3X2 -2 19. lim m
X—00
2—+Vx—3
7. lim———— —
7 X% =49 20. liné—zx 4103
X— 1/x+ —_
3—+x
8. lim-— VI=x - VT¥x
21. lim
x—-0 X
9 I Vx + —\/E
e T 1 3x2+1
22. i _
x_16 x1—>n;3 x2+x+2
10. lir{164 N
xX— —_— X
23. lim+x2—-2x—x
X—00
1 mAm Y
. lim
x4t x — 4 24. lim+/x2+x+4—x2—x
X—00
x ++/x —20
12. lim — Vvx+2 — 2
216 x —4 25. lim—— =
x—2 x — 2
x% —/x
13. lim—\/—
1l ax—1

LIMITES DE SUCESIONES. FRACCIONES ALGEBEBRAICAS

Calcula:
Lo 4n®—n? 3n2+1 - 3n?—1 4n*
C e\ Z2nf+ 1 i+t Coabe\T 3 2nt+3
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) n?+7 . 2n® +1
3. limIn 7. lim In
nsco mn n—oo 2n +n
n+l n-—-1 2\(n+D(n-1)
4 i ( ) i (—)—
e n—1+n+1 8 flll—rLlOln (n+ 1)?
_ n*(1-n) 4 4n®—n? 3n?+1
5. lim (55— +— 9. lim -
noo\2n¢ —n-—1 n n—oco 2n6+1 n2+1
P n*+1 N —n3 . (3n? —1 4n*
" nme\2nf 41 3n2+n+1 10. i‘lﬁ‘o( n '2n4+3)

LIMITES EXPONENCIALES

Calcula:
X 3 3x 2 2 +1 x“=2
1. lim ( ) 6 im x
xow | 4x x—o \2x2 + 3
4x? + 1\ _
2 1m<4x2 2> - 2x2 —1\"
X—00 _
oo\ 2x2 + 1
2n?-1
3. lim9 -1 o 1 (2x+ 1)3"
) x1—>r23 2x —1
n+1
4 71192100,1 n? RN
9. lim ( 2)
) n_+1 x—00 \X
2n* + 1\ n?
5 llm ) x + 1 6x—2
n—oo n? 10. lim )
X—00 \X — 5

LIMITES CON PARAMETROS

1. Calcula k para lim (Vx2 + kx +5 — VxZ—3x) =4
X—00

2. Calcula a para lim (2x —V4x? + ax + 1) =1
X—00
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TEMA 6: CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCION

De forma intuitiva podriamos decir que una funcién es continua si podemos “dibujarla sin levantar el lapiz”. Ahora
daremos una definicion formal.

CONTINUIDAD EN UN PUNTO

f(x) es continua en un punto x = a si existe el valor de la funcién en ese punto y coincide con el limite f(a) = lim f(x)
x—a

La funcion SIEMPRE es discontinua en los
puntos que NO pertenecen al dominio.

f(x) es continua si lo es en todos los puntos de su DOMINIO

TIPOS DE DISCONTINUIDAD EN UN PUNTO

I SALTO INFINITO. En este caso alguno de los limites laterales es infinito (obviamente el punto NO pertenece al

dominio)

Il SALTO FINITO. En este caso los limites laterales son finitos pero distintos (a la diferencia entre ambos se le llama
magnitud del salto)

. FALTA EL PUNTO. Discontinuidad de tipo “evitable”, en este caso existen ambos limites laterales y son finitos
pero la funciéon no esta definida en ese punto.

V. PUNTO DESPLAZADO. Discontinuidad de tipo “evitable”, en este caso existen ambos limites laterales y son
finitos pero no coinciden con el valor de la funcién en ese punto.

YA i YA ) Y
)
1
|
: /O
' /
: / 1 “] b
)
|
> X B Y . > X + > X
¢ a a a
1
a)lim f(x) no existe b) lfim f(x) no existe ¢) lim f(x) existe d) lim f(x) existe,
X=a X=-a Xwa X=—sa
y f(a) no estd pero f(a) estd pero f(a) no estd f(a) estd definida,
definida definida definida pero lim f(x) # f(a)
Xwea

FIGURA 2.3.1 Cuatro ejemplos de f no continua en a
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CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Todas las funciones elementales (ver tema 1) son continuas en su DOMINIO

ESTUDIO DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION DEFINIDA A TROZOS

En las funciones definidas a trozos estudiamos por separado la continuidad de cada una de las funciones que la
componen, después estudiamos la continuidad de la funcién en los puntos de unién de esos trozos, calculando los limites
laterales en los mismos, teniendo en cuenta que a la derecha e izquierda la funcién es diferente.

ESTUDIO DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION CON VALOR ABSOLUTO

Primero tenemos que definir la funcidn a trozos y luego hacemos lo mismo que en el caso anterior.

FICHA CONTINUIDAD

Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

1) X2 5 six<O0
—15x% 4+ 3x% + 18x2 — x5 4+ 5x3 — 6x 5) fx) = xe =
2) X 3x+1 six=0
x% +4
x+1
6) f(x)=m

241 six<1
3 ={x +
) FOI=1"0x b4 six>1

7) f(x)=|x—-2]+1

x*>—1 six <0
4) f(x)=42x—-1 si0<x<?2 —3x+2 six<0
. > — o J—
x+5 Ssix>2 8) F(x)= %c six=0
six>0
x+ 2

9) halla el valor de k para que la siguiente funcion sea continua en todo R
_(—x® 42 six<-2
f(x)_{kx six > —2

10) halla el valor de a y b para que la siguiente funciéon sea continua en todo R

2x+1 six < -2
f(x)=Jax?+bx si—-2<x<4
x—4 six >4

11) halla el valor de a para que la siguiente funcion sea continua en todo R
_(x*+ax+a—-1 six<2
f@x) = In(x — 1) six>?2
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TEMA 7: ASINTOTAS DE UNA FUNCION

Las asintotas de una funcidn son lineas imaginarias hacia donde tiende la funcién pero sin llegar a tocarla. No siempre una
funcidn tiene asintotas. La posicion de la grafica con respecto a las asintotas es muy valiosa a la hora de dibujar la funcién.

ASINTOTAS VERTICALES

Son rectas verticales (no son funciones) y su ecuacidn es x = b, donde b es el valor que cumple que el limite de la funcién
f(x) oalguno de sus limites laterales es 400 6 —

Los posibles candidatos son los puntos que
NO pertenecen al dominio

ASINTOTAS HORIZONTALES

Son rectas horizontales (paralelas al eje X) tienen la forma y = k donde k es un nimero que cumple alguna de las
siguientes condiciones:

L =t

y/o
Jim £ =k

ASINTOTAS OBLICUAS

Una asintota oblicua tiene la forma y = mx + n siendo m la pendiente de dicha recta y n la ordenada en el origen, se
obtienen mediante las formulas:

TRUCOS A TENER EN CUENTA

e Siuna funcidn (que no sea por trozos) tiene asintota horizontal, NO puede tener oblicua

e Silafuncién es un cociente de dos polinomios tendra asintota oblicua si el grado del numerador es uno mas que
el grado del denominador

e Hay que calcular los limites para las dos ramas () por separado, siempre dentro del dominio de la funcién. En
el caso de cocientes de polinomios no es necesario, ya que si existe sera igual para ambas ramas
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:IX ANALISIS MATEMATICO

FICHA ASINTOTAS

Estudia las asintotas de las siguientes funciones y la posicién relativa de la funcidn con respecto a sus asintotas. En base a

la informacidn obtenida haz un boceto de la grafica de la funcion.

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

x+1
x—2

fx) =

x?>-9
y:

x—3

2x+ 3
x—2

fl) =

f(x) = (x — 1) - e* (este es para mas adelante, se hace por reglas de derivadas usando L'Hopital)

x*+4
x—1

f(x) =+4x?+1

3

fl) =

fl) =

x2—1

x3
fx) T axi—1

Halla los valores de a y b sabiendo que la grafica tiene una asintota vertical en x = 2 y una asintota oblicua de

pendiente 2, para la funcion:

ax?®+3
x+b

f) =
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