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¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?

RESUMEN

Los instrumentos musicales que utilizan acordes fijos (piano, guitarra...) normalmente
utilizan la escala temperada. La posicién a la que se colocan los trastes de una guitarra

depende de encontrar una construccion aproximada de 9 , ya que una solucion
exacta con regla y compas no es posible. El artesano sueco Daniel Strahle encontré
una construccién muy sencilla y precisa, basada en la geometria mediante un método
puramente artesanal, sin tener apenas conocimientos mateméaticos. Esta fue
errbneamente refutada por el prestigioso matematico Jacob Faggot debido a un error
de calculo. En este trabajo analizaremos las distintas escalas que se han ido utilizando
a lo largo de la historia y los problemas que estas presentaban que llevaron a la
creacion de una nueva escala. Analizaremos también el error cometido por Faggot al
evaluar el método disefado por Strahle, y por qué dicho método resulta tan efectivo,
bajo un punto de vista matematico.

ABSTRACT

Musical instruments that use fixed chords (piano, guitar ...) normally use the tempered
scale. The position to which the frets of a guitar are placed depends on finding an

approximate construction of %2, since an exact solution with ruler and compass is not
possible. The Swedish craftsman Daniel Strahle found a very simple and precise
construction, based on geometry through a purely artisanal method, with hardly any
mathematical knowledge. This was wrongly refuted by the prestigious mathematician
Jacob Faggot due to a miscalculation. In this work we will analyze the different scales
that have been used throughout history and the problems they presented that led to
the creation of a new scale. We will also analyze the mistake Faggot made while
checking Strahle’s method validity, and why such method is so effective, explained
from a mathematical base.
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¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?

INTRODUCCION

La colocacion de los trastes en una guitarra, es una cuestion de mayor complejidad
de lo que aparenta, ya que deben posicionarse a lo largo del mastil a una distancia
determinada para que produzcan sonidos considerados armoniosos en el campo
de la musica. Esto representd un problema durante muchos afos tanto para los
musicos como los matematicos, y durante un largo periodo de la historia no hubo
ningun método preciso para establecer dichas distancias sin cometer algun error.

Multiples escalas fueron creadas, pero todas contenian algun problema de
precision que les impedia ser exactas. Por mas que se probaron distintos métodos,
ninguno dio con la solucién hasta que, sorprendentemente, en 1743, un artesano
sueco que apenas poseia conocimientos matematicos, Daniel Strahle, halld un
método que demostrd ser realmente Util, y que sigue siendo de relevancia en la
actualidad. Sin embargo, no fue hasta mucho mas adelante que este método fue
reconocido por su utilidad y se pudo explicar matematicamente su fundamento,
que resultd ademas ser increiblemente preciso.

Sin embargo, la busqueda de un método para la creacion de una escala perfecta
comenzd mucho antes, con los pitagoricos, y la conocida como escala pitagorica.

1.- La escala pitagorica

La primera escala descrita es la escala pitagdrica. Su creacién se remonta a la antigua
Grecia, cuando Pitdgoras encontré relaciones armoniosas del sonido al escuchar los
golpes que daban dos martillos de diferente masa sobre un mismo yunque. Los dos
martillos que guardaban una relacion de 1/2 de masa de uno frente al otro creaban

un sonido agradable al ser golpeados al unisono.

A partir de ahi los pitagodricos descubrieron que los intervalos entre notas musicales
podian ser representados por razones de numeros enteros, y lo comprobaron
utilizando el “Canon” , un instrumento compuesto por una sola cuerda al que le
colocaban una especie de traste movil (Figura 1a).
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Figura 1

Al colocar el traste a la mitad de la cuerda (proporcion 1/2), (Figura 1b), el sonido
resultante “sonaba bien” . El problema con la proporciéon 1/2 es que genera un

sonido muy parecido al original, por lo que no se considera una nota nueva sino la
misma nota en diferente tonalidad. Esta relacion se conocié como la octava.

En cambio al dividir la cuerda en la proporciéon 1/3, (Figura 1d), el sonido que se

producia no solo sonaba bien sino que era lo suficientemente diferente como para
considerarlo una nota nueva. Esta relacion se conocié como la quinta.

A su vez al dividir la cuerda en la proporcion /4, (Figura 1c), el sonido también sonaba

bien. Esta relacién se conoceria como cuarta.

La creacion de la escala pitagorica se basa en la proporcion de la quinta. Para ello
partimos de las divisiones de la cuerda que produce el canon. Como utilizamos la
quinta, cogeremos el valor de la Figura 1d.

. ., v . )
Aplicando la relacion de onda: f=7”, donde fes la frecuencia, 2 es la longitud de

onda, y V, es la velocidad de propagacion de la onda sobre la cuerda, al ser V,

constante, obtenemos que la frecuencia es inversamente proporcional a la longitud de
onda.

Ademas, el modo de vibracion fundamental de una cuerda estirada es tal que, la
longitud de onda es dos veces la longitud de la cuerda, A=2l. Por lo tanto,

V. . . . . .
obtenemos: f:2—”|, es decir, la frecuencia es inversamente proporcional a la longitud

de la cuerda.


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbasees/Waves/funhar.html#c1
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Como estamos utilizando proporciones y no valores concretos, podemos utilizar la

-1
S . . 2 3
proporcién inversa de la longitud para las frecuencias, [(5 =5 | que es la que
utilizaremos en la escala. Partiendo de una nota inicial, encadenamos quintas
utilizando la proporcion obtenida. Para ello, multiplicamos o dividimos sucesivamente
por 3/2, para ascender o descender quintas, respectivamente.

De esta manera llamamos a la nota inicial Do y tendria atribuido el valor 1, su octava
Do’ el valor 2. A partir de Do aumentamos quintas. La quinta de Do seria Sol a la que
le corresponde el valor 3/2. La quinta de Sol seria Re" y le corresponde el valor 9/4.

Repitiendo el proceso obtenemos las notas La” (27/8), Mi” (81/16) y i (243/32).

La nota Fa la obtenemos al bajar una quinta a Do que tendria el valor (2/3). Estas

notas las podemos representar en una recta junto a las diferentes octavas de la nota
inicial Do:

Fa, Sol Re' La' Mi" Si"
o, | oo | ool | po | Do
L | | | | 1 | L
1 | | 1 | I I |

2 3 e 27 81 243

3 2 4 ] 16 32
1 1 2 4 8
2

Figura 2

Como observamos hay notas que estan fuera del intervalo [1,2]. Para colocarlas en este
intervalo utilizaremos las octavas, que como ya sabemos no producen notas nuevas
sino que una misma nota en diferente tonalidad. De esta manera multiplicamos o
dividimos las notas por 2 hasta que estén colocadas en el intervalo [1,2]. A Fa le

2 , i L 9
aumentamos una octava (§2j a Re” y La" les disminuimos una octava (sz

27 . 81 243
—:2], Mi“ y Si” les b d t —:21:2 —:21(:2],
(8 j y a Mi” y Si” les bajamos dos octavas [(16 J } y K 2 j }

obtenemos:



Do Re Mi Fa Sol La Si Do’

] 64 3 2 16 128
Figura 3

De esta manera ya tenemos las notas Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si, que corresponden a las
siete notas blancas del piano.

Segun la relacién de multiplicacién o division entre las notas, observamos dos tipos

de razones entre ellas, el tono §=1.125 y el semitono %:1.053, como vemos en la

2
Figura 4. El aumento de dos semitonos equivale a (2%6) =1.1098, que es

practicamente un tono.

Do Re Mi Fa Sol La Si Do

, 9 81 4 3 27 243,
8 64 3 2 1 128
9 9 256 9 9 9 256
8 8 243 8 8 8 243
Figura 4

Posteriormente los pitagéricos se dieron cuenta que la escala no estaba acabada, ya
que podian seguir formando nuevas notas intermedias. Por ejemplo, si subimos una

séptima, (35/27), a La y a continuacion le bajamos una octava obtenemos una nota

intermedia entre Sol y La que llamaremos Sol*, (6561/4096). La posibilidad de crear

nuevas notas llevd a los pitagéricos a crear una nueva escala, la escala cromatica.

2.- La escala Cromatica

Esta constituida por 12 sonidos diferentes en una misma octava. Pero, ;como llegaron
los pitagodricos a encontrar esas 12 notas?, creando una nueva escala. Esta vez no

7
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empezaron en Do, en su lugar partieron de la nota Sol. Aplicaron los intervalos entre
notas de la escala pitagorica original:

[tono-tono-semitono]-tono-[tono-tono-semitono].

6
En esta nueva escala aparece una nueva nota 2—9 intermedia entre Fa y Sol

2> 3 . ,
3 < 2—9 < 5 Por ser una nota muy parecida a Fa se le conoce como Fa*. Este método
también se aplicd a la nota Fa y obtuvieron una nota entre La y Si que fue nombrada

como Si®. Continuando con este modelo acabamos con un total de 12 notas:

b
Sol
256 | 2187
243 2048
D b LINVE /\1024 it g '
o Re” Re Mi” Mi Fa Sol La” La Si” Si Do
256 9 32 81 4 3 128 27 16 243

243 8 27 9 128

VVVV VARV Y

256 2187 256 2187 256 2187 | 256 256 2187 256 2187 256
243 2048 243 2048 243 2048 | 243 243 2048 243 2048 243

Fa*
Figura 5

En esta nueva escala, llamada escala cromatica, cada nota esta separada de sus
vecinas superior e inferior por el intervalo de medio tono.

n
La escala cromatica puede expresarse de la forma (gj para ne{-6,-5,—-4,...,4,5},

reduciéndolos a la misma octava multiplicando o dividiendo sucesivamente por dos, y
luego ordenandolos.

En esta escala estan representadas tanto las notas blancas del piano como las negras
(diferentes alteraciones de las notas naturales). Sin embargo, hay dos notas que
ocupan el mismo espacio, pero varian ligeramente entre si (Fa# y Sol?).

6 10 12

3
Este intervalo entre Fa# 9 y Sol® 3—6 que aproximadamente mide, o9 =1.01364

es una distancia muy pequefia que conocemos como coma pitagorica, y es el


https://es.wikipedia.org/wiki/Intervalo_musical
https://es.wikipedia.org/wiki/Medio_tono

219

inconveniente de la escala cromatica, ya que 3 y estan muy proximos pero no

son iguales.

Este inconveniente de la escala cromatica es ciclico, ya que podemos seguir creando
notas que estan tan cerca unas de otras, como en el caso de Fa* y Sol®. El proceso seria
como una espiral en la que las notas que se encuentran en el mismo rayo se diferencian
en la relacién de la coma pitagorica.

‘\\\‘,‘/

> | TN La##

Figura 6, Espiral de quintas

3.- La escala temperada

La musica actual se basa en las siete notas naturales Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si,
representadas en las teclas blancas del piano. A estas se les suman cinco notas
intermedias menos entre Mi-Fa y Si-Do’ , que aparecen representadas como las teclas
negras del piano. Estas notas intermedias se nombran de dos maneras. Si
consideramos que es la nota siguiente a la que tomamos de referencia se denominan
sostenidos (#). Si consideramos que es la nota anterior a la que tomamos como
referencia se denominan bemoles (b).
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Do | Re

Figura 7

Hay muchos otros esquemas para obtener escalas, pero todos llevan a un conjunto de
12 notas muy similar al que forman las teclas blancas y negras de un piano. La razon
de la anomalia de la escala cromatica entre Fa y Sol y de que existan multiples
esquemas para construir escalas, es que ninguna escala perfecta de 12 notas puede
estar basada en las proporciones pitagoricas de 3/2, ;podemos expresar el numero 2

como un producto de potencias de 2 y de 37
: 2
S|, 2 — 212a . 312b = F — 312b — 2—12(7+l — 312b
Pero, como una potencia entera de 2 no puede ser igual a una potencia entera positiva

de 3, no es posible.

En una escala perfecta todas las proporciones deben ser las mismas, asi que tendremos
que

Con lo que r=%2 =1.059463094.

Con este nuevo modelo las notas pueden ser representadas en el llamado circulo de
quintas, por lo que ya no tendriamos el problema de la coma pitagoérica y Fa# y Sol?
coinciden.

DO
FA soL
LA#
sib RE
RE#
Mib LA
SOL#
LAb mi
DO# sl
REb FA#
SOLb

Figura 8, Circulo de Quintas

10



La escala resultante se denomina escala temperada. El semitono pitagérico (1.053),
es muy similar al valor de 7, por tanto, el nombre semitono se usa para el intervalo
basico de la escala temperada.

4.-;Como colocariamos los trastes en una guitarra?

En una guitarra, en la que llamamos unidad a la longitud de la cuerda, el primer traste
debe corresponder con el aumento de un semitono que lo representamos por x, y

. . . 1 .
debe situarse de forma que la fraccion de cuerda que vibre sea = veces la longitud de
r

. . . 1 .
la cuerda, es decir, a una distancia de 1-= veces la longitud de la cuerda.
r

Para los siguientes trastes todo se reduce a multiplicar por 1/r, por lo tanto, los
espacios entre los trastes serian:

1 1 1 1
R R R I

=
=
]
=
=

. 1 . . . .
Si r>1, entonces ~<1, lo que implica que las distancia entre los trastes es cada vez
r

menor

i e 1r
I i~
i i 1/r? /

F

lunidad

Figura 9

5.- Construccion de %2. Construcciones con regla y compas

Cuando los antiguos griegos afrontaban nimeros tales como %2, a los que llamaron
irracionales y que no pueden ser escritos mediante fracciones, normalmente recurrian
a la geometria. Los griegos relacionaban la geometria con la perfeccion y la religion, y
ponian especial énfasis en las medidas que se podian representar utilizando solamente

11



¢Cémo colocar los trastes en una guitarra?

una regla no graduada (sin marcas) y un compas. La idea es ver qué construcciones
geométricas pueden hacerse bajo esas restricciones.

Los griegos ya tenian planteados tres problemas (que hoy se consideran clasicos):

e La triseccion del angulo: hallar la division de un angulo en 3 partes iguales.

e La cuadratura del circulo: construcciéon de un cuadrado cuya area sea la del
circulo unidad.

e La duplicacion del cubo. hallar un cubo cuyo volumen sea el doble de uno
dado.

Lo primero que vamos a fijar son las normas para dibujar con regla y compas. Partimos
de un conjunto dado de puntos en el plano. Las construcciones que pueden hacerse
son:

e Se puede dibujar la recta que pasa por dos puntos dados.

e Se puede trazar la circunferencia que tiene centro en un punto dado y cuyo
radio sea la distancia entre dos puntos dados.

e Las intersecciones de rectas o circunferencias que se puedan dibujar se
consideran puntos que pueden usarse para seguir dibujando.

Tras 2000 afios de incertidumbre, matematicos posteriores llegaron a la conclusion de
que cualquier construccion geométrica que cumpla dichas restricciones, puede ser
interpretada como una serie de soluciones de ecuaciones cuadraticas o lineales, es
decir, que cualquier distancia construible bajo esas restricciones debe ser solucién de
una ecuacion polindbmica cuyo grado sea una potencia de 2.

Teorema 1: Un numero positivo es construible si y sélo si se puede escribir usando
los nimeros naturales o cero (0, 1, 2, 3, 4, ..), las operaciones +, -, x, = y la raiz

cuadrada \f

A partir de la caracterizacion anterior, se puede probar usando algebra moderna que
hay nimeros no construibles.

Por ejemplo, consideremos la ecuacion

ax® +bx® +cx+d =0

donde a, b, ¢, d, son numeros enteros, con a=0.

. ., . . . . e
Teorema 2: Si la ecuacién anterior, no tiene soluciones del tipo n con e, f enteros,

entonces sus soluciones positivas son nUmeros no construibles.

12



El problema que nos interesa en este caso, es La duplicacion del cubo. Si partimos de
un cubo de arista a, su volumen seria a°. El cubo buscado tiene el doble de volumen,
es decir 2a°. Si la arista de este nuevo cubo es x, obtenemos la ecuacién x* =2a°. Su
solucién esx =32a* =a-32. Como aes la arista del cubo original, y esta puede tomar
cualquier valor, se reduce a hallar x=32, es decir, construir /2.

Consideremos la ecuacién: x*—2=0, que es del tipo anterior. Sus coeficientes son
enteros.

El lema de Gauss, asegura que las Unicas soluciones racionales posibles son +1 6 +2
pero ninguna es valida, luego la solucién positiva, 32 es un nimero no construiblel.

De esto concluimos que 2, no es construible, porque si fuera asi, elevando al
cuadrado dos veces podriamos construir 32, que acabamos de demostrar que es
imposible.

Esto nos lleva a que la construccién de la escala temperada, tendra que hacerse

mediante una aproximacion del valor de r=%2.

6.- El método desarrollado por Striahle

En el siglo XVI encontrar un método geométrico para colocar los trastes de los
instrumentos de cuerda representaba un problema serio. Vincenzo Galilei, figura
esencial en la mdusica del Renacimiento y padre de Galileo Galilei, aproximd

r =242 =1.059463094 mediante el nimero racional %:1.058823529 que se acerca
bastante al valor real y fue usada durante un tiempo.

En 1636 el monje Marin Mersenne?, aproximd un intervalo de 4 semitonos mediante
2
3-+2
resultado bastante preciso del intervalo para un semitono, que ademas podia ser

construido:

la razoén:

=1.261203. Después haciendo dos veces la raiz cuadrada, obtenia un

7/1.261203 =1.059732672.

! Puede consultarse [9] de la Bibliografia.
2 Mersenne: Matematico y fil6sofo conocido principalmente por los “Numeros primos de Mersenne”,

de la forma 2” —1, donde p es también un ndmero primo.
13



¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?

Sin embargo, es dificil implementar esta construccion en la practica porque los errores
tienden a acumularse. Se necesitaba un método mas preciso que el de Galilei, pero
mas facil de usar que el de Mersenne.

Construccion geométrica de Strdhle

En 1743, Daniel Strahle, un artesano sueco sin conocimientos matematicos presenté
un método practico y sencillo para la construccion.

Elegimos un segmento QR que dividimos en 12 partes iguales. Sobre este segmento
como lado desigual, construimos un triangulo isosceles cuyos lados miden 24
unidades.

El mastil de la guitarra, estaria situado en el vértice R mientras que el Ultimo traste
estaria situado en el punto P del lado opuesto OQ, a siete unidades del vértice Q. La
longitud de RP es igual a la longitud de PM.

Se trazan las rectas que unen el vértice O con las divisiones del lado de doce unidades.
Los trastes se colocarian en los puntos de corte de dichas rectas con la linea que
representa el mastil de la guitarra PR.

Figura 10

7.- El error de Faggot

Jacob Faggot, un miembro fundador de la Real Academia de las Ciencias de Suecia,
realizé un calculo trigonométrico para comprobar la precision de dicha construccion,
obteniendo un error de 1,7 % respecto al valor real, muy superior a lo que un musico

14



consideraria aceptable. No fue hasta 1957 que J.M. Barbour descubrié que Faggot se
equivocd en los calculos, pues obtuvo que el angulo formado por el mastil de la
guitarra con uno de los lados iguales del triangulo isdsceles, PRQ, era de 40°14".

Calculamos el valor del angulo PRQ. Aplicando el teorema del coseno en el triangulo
OQR:

OR?* =0Q*+QR?*—-2-24-12-cos(OQR) = cos(OQR) = %

Aplicando el teorema del coseno en el triangulo PQR:
2 2 2 2 2 2 1
PR* = PQ’+QR" ~2-PQ-QR-COS(OQR) = PR* = 7* 412" ~2.7-12 = PR =4/151
Aplicando el teorema del seno en el triangulo PQR:

PR PQ V5L 7 = PRQ :arcsen[

= : =
senPQR senPRQ 1 1 senPRQ
\/ 4

El valor real del angulo PRQ es de 33°32’, inferior al obtenido por Faggot.

715
4151

]:33032'

8.- La grafica que obtiene Barbour

Barbour siguié adelante con su investigacién y buscd por qué el método de Strahle es
tan exacto.

Descubrid que si en unos ejes de coordenadas colocamos en el eje Y las distancias de
la cuerda de la guitarra y los trastes, y en el eje X las del lado desigual del triangulo

isdsceles, obtenemos una grafica en la que los trastes quedan en la posicién

ror2 el , 2 =2 (No nos quedan sus inversos porque las estamos colocando

desde el traste mas cercano a la mano que toca).

05

Figura 11
15



¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?

9.- Obtencion de la formula de Strahle

Barbour observo, que la construccion de Strahle puede ser representada, por una
funcién algebraica, obtenida a partir de su representacion geométrica.

Teniendo en cuenta que, si C es cualquiera de las 13 divisiones de QR, A es el punto
medio de QR vy, J es el pie de la perpendicular a QR desde el puto D, se crean 4
triangulos, semejantes dos a dos: OAC y DJC son semejantes entre ellos, igual que BAR

y DJR, (Figura 12).
O \ D

M
P 7
B
Q A JC R J C
Figura 12
De la semejanza entre OACy DJC, obtenemos que DJ_ £ y entonces DJ = OA-JC
OA AC AC
De la semejanza entre BAR y DJR: D) _JR_DR y entonces JR_DJ_OA-JC
BA AR BR AR BA BA-AC

Como en el segmento QR: JR-CR=JC, AR-CR =AC, sustituyendo en la anterior
igualdad, obtenemos:
JR _OA-(JR-CR)
AR BA-(AR-CR)

= JR-BA-(AR-CR)=AR-OA-(JR-CR)=

JR-BA-AR-JR-BA-CR-AR-OA-JR=-AR-0OA-CR =
JR-(BA-AR—-BA.-CR-AR-OA)=-AR-OA-CR =

—-AR-OA-CR CR-OA-AR

JR = =
BA-AR-BA-CR-AR-OA AR-(OA—BA)+ BA-CR

16



A partir de aqui obtenemos que

CR
DR JR or A B
BR AR AR oa-BA)+BA- SR
QR QR
Ahora, si represento por m :%, entonces, % =1-m,y AR =£.
QR QR QR 2
Si llamamos OA=a, BA=b, la ecuacion se transforma en
DR (1-m)a _ 2a(1-m) DR  2a(1-m) )

BR _g(a_b)+b(1_m)_(a—b)+2b(1—m) “BR a+b_2bm

En el caso particular en el que m=0, entonces C=Q y D=P con lo que (2) se
transforma en:

PR_ 2
BR a+b’

Y de la figura original, como: MP=PR , MD=MR -DR =2PR -DR

4a 2a(1-m)

2m

MP MP PR a+b a+b-2bm PR

PR
BR

(4a 2a(l-m) ) 1 ( 4a 2a(l-m) Ja+b a+b+(a—3b)m
“la+b a+b—2bm a+b a+b-2bm/) 2a  a+b-2bm

Considerando de nuevo la construccién original:

@)
M
24
P
7 B
QE A R
12
Figura 13

_MD 2PR-DR _ a4b°R a+b_2bm BR_( 42 2a(1-m) ]BR_
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¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?

Trazamos una perpendicular a QR desde el punto P, y llamamos E al punto de corte.
Obtenemos 2 triangulos semejantes QAO y QEP, entonces:

PQ QE 7 OQE 7 7 41
x> X L0E=L YER=QR-QE=12——=_=,
00 QA 24 6 —QE=7Y QR-Q 4 4

También tenemos los triangulos semejantes PER y BAR, por lo tanto:

41
PR_ER 4 41 _2a 4 41b

—_—e—==t s — ==
BR AR 6 24 a+b 24 7
Con esto, sustituyendo en (2):

41b+b+(41b—3b m ﬂ+1+ 41—3jm §+20m
7 7 7 7 7

om 7 48+20m 24+10m
471b+b—2bm H1om 48 _om 48-14m  24-7m
La construccidn de Strahle aproxima 27 por la expresion: w; y si lo expresamos
mediante funciones: 2" = 24+10x :
24 —T7x
. . « . .. . . ax+b
Es decir, aproximamos 2* mediante una funcién racional del tipo, y = ok donde
CX +
b=d.
. ., 24 +10x . .
Como observamos en la Figura 14d, la funcién y= (rojo) se ajusta mucho a
y=2" (azul)
f(x) = (24 +ax)/(24 + bx) ' _—'_a.ji
alx=2"x 1 Coeficiente denominador
REvhinaad
//’ /r
,//
a.
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FUNCIOMES

=) = (24 + ax)/ (28 + bx)

PR

14

12

Coeficiente denominador
b=-55

FUNCIONES

£(x) = (24 + a%)/(24 + bx)

ax)=2"%

18

Coeficiente numerador:

a=9

—_—,e

Coeficiente denominadar

b=-65

FUNCIONES

f(x) = (28 + ax)/(24 + bx)

aix)p=2"%

18

18

0}z

06

(13 1 12

Coeficiente numerador:

Coeficiente denominador

b=-7
————

Figura 14

°l
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¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?

Justificacion matematica de Barbour

Si la construccion fuera exacta, la ecuacion quedaria y=2". Entonces, los puntos

x:%, para n=1, 2, 3---12, del lado desigual del triangulo se transformarian en

n

n
212 =(1\2/§) =r" en la distancia de la cuerda. Pero la construccidn no es exacta.

Para determinar por qué la construccion de Strahle funciona tan bien, la clave esta en
ax+b
cx+d

encontrar una buena aproximacién de 2%en [0,1] que sea de la forma

Aproximacion por interpolacion

Para obtener una aproximacion de una funcion, uno de los métodos mas utilizados es
el de interpolacion.

En el analisis numérico, se denomina interpolacién a la obtencion de nuevos valores
partiendo del conocimiento de un conjunto de datos. Se suele utilizar cuando
disponemos de un cierto nimero de puntos obtenidos por muestreo o a partir de un
experimento y pretendemos construir una funcion que los ajuste o para aproximar una
funcion complicada por una mas simple.

Un enfoque razonable para aproximar 2*es interpolar en los puntos 0, % 1, lo que

nos conduce al sistema de ecuaciones:

c+d

Primero damos un valor diferente de 0 a b por ejemplo, J2 . Por lo tanto d=+2.

Sustituyendo:

20



Lais2

.

ECJME
a+\ﬁ_2
c+2

Elevando la primera ecuacion al cuadrado y multiplicando la segunda por -2,

%a2+\/§a+2=%c2+2\/§c+4
—J2a-2=-2\2c-4

2 a

Sumando obtenemos que la =1c2. De donde, c=+-——.
4° 2 2

2

. . a L a+a2
Sustituyendo c por el valor negativo, c=——, en la ecuacion

2 c+v2

=2, obtenemos

que a=2-+2 y por ello c=+2-1.

(2—\/§)x+\/§
(l—\/i)x+«/§

La funcion seria: y =

Aproximacion de Barbour mediante fraccion continua

A continuacion, veremos cdmo obtener una aproximacién racional de J2 tan precisa
como se quiera utilizando una fraccién continua.

Llamaremos fraccion continua a toda expresiéon de la forma:

Para X=+/2, ay corresponde a la parte entera de la raiz, en este caso 1, porque
1<2<2.
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¢Cémo colocar los trastes en una guitarra?

A la parte decimal de J2, le llamo f =0.41421356..., la parte entera de su inverso
%:2.41421356... nos proporciona el valor a; =2. Reiterando el proceso, obtenemos
los valores a, , a3, a, ,......, que en este caso son todos iguales a 2.

Lo expresamos de la siguiente forma:

J2=1+ L =[1,2,2,2,2,....]
7R —

2_|_11
24—
2+...

Cuando consideramos Unicamente los n+1 primeros términos obtenemos una

aproximacion de v/2 mediante un nimero racional: \/E:[l,2,2,2,2,...(n doses)..,Z}

Si escogemos un numero finito de “doses” , podemos obtener una aproximacion

racional de V2 y cuantos mas “doses” utilicemos para calcular nuestra aproximacion,
mas exacta sera.

Llamamos a nuestro nimero aproximado, P J2.

n

Utilizando &=[1, 2], obtenemos una aproximacion igual a &=§=1.5, la cual no se

0, 0,
acerca lo suficiente a \/E

Para conseguir los siguientes valores, mas aproximados, podemos decir que, como

Pn :[1,2,2,2,2,...(n doses) 2] resulta que:

Un
D_n:1+ 1 1+ 1 :zqn—1+pn—1
0 14[122..2] ©  Pna Gpq+Pas
On-1

y comparando, numeradores y denominadores llegamos a:
Pn =20n_1 +Pn1s Gn =0pg+Pna

Para v2=[122], p,=2-2+3=7, q, =2+3=5.

Para v2=[12,22], p,=2-5+7=17, q,=7+5=12.
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Ahora ya sabemos cdbmo conseguir aproximaciones de 2 y este proceso puede ser

repetido infinitas veces, pero Barbour utilizé este tercer valor,

P _17
q, 12

Tomamos la ecuacién de Barbour y dividimos numerador y denominador entre dos,

1-x
X+=—
obteniendo: 1—*1/3( Sustituimos \/Epor g y simplificamos:
27 2
X+t X
17 12-12x
12 TTT7 T 17x—12x+12  34x—24x+24  10x+24

Con esto tendriamos una ecuacién, la formula de Strahle, y =

1 =x 1) 12-12x 17X 450 1p 17x=24x+24  —Tx+24

X+ X+
2 17 2 17

12

10x+24
~TX+24

En conclusién, a pesar de que la idea de Strahle era meramente artesanal, su aplicacion
es realmente practica y precisa, y puede ser justificado matematicamente utilizando
ideas basicas de la teoria de la aproximacion y la teoria de nimeros.

10.-Propuesta de continuidad

Como continuacion de este trabajo, ensayariamos con algin otro método de
aproximacion. Por ejemplo:

Usar otros valores proporcionados por la fraccion continua para aproximar

mejor +/2 y comparar con la férmula de Strahle.
En la aproximacion por interpolacion, Barbour utilizé los extremos del intervalo
[01] y el punto medio, 1/2, para aproximar la funcién 2*, pero este

razonamiento no siempre es el mas efectivo, como demuestra el ejemplo y = x°
en [-1,1]. Se deberian probar con otros puntos para la interpolacién y
comprobar si se obtiene un resultado mas preciso.

También se podria probar a hacer un ajuste de la funcién mediante minimos
cuadrados, que es una técnica de analisis numérico enmarcada en la
optimizacidn matematica, en la que, dados un conjunto de pares ordenados —
variable independiente, variable dependiente— y una familia de funciones, se
intenta encontrar la funcion continua, dentro de dicha familia, que mejor se
aproxime a los datos de acuerdo con el criterio de minimizar el error cuadratico.
Es decir, intenta minimizar la suma de cuadrados de las diferencias en las
ordenadas (llamadas residuos) entre los puntos generados por la funcion
elegida y los correspondientes valores en los datos.
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¢Coémo colocar los trastes en una guitarra?
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