Soluciones de Problemas Métricos

1 -2
a. _. _n. . X=2 _y+1 _z | | _ 1
9426 m:3x+2y-2z=0; r: - =" =3 ri(x,v,z)=(2+1, —1-24,31)

P=rNn
32+1)+2(-1-22)-31=0; 4-41=0; 2=1:|P=(3,-3,3)

7 = (3,2, - 1) vector normal del plano r y de direccién del plano r’
% = (1, — 2,3) vector de direccién de la recta y también del plano r’
A(2, — 1,0) punto de la recta r y del plano =’

x—2 y+1 =z

| 3 2 -1|=0;|g":2x-5y-4z-9=0
1 -2 3

b. m{:2x—-5y—-4z-9=0 vy np:x=0
ny =(2,-5,-4); ny =(1,0,0) vectores normales de los planos.

Sus coordenadas no son, evidentemente, proporcionales, por lo que

[ son planos que se cortan en una recta |

2x—5y—-4z-9=0
x=0

La recta interseccion es

_ My mo| [(2,-5,-4)-(1,0,0)] _ 2, o
@ = arccos AR arceos 1r>=5 ~2)[1(1,0,0)] — |2r€C0S /75 ® 72,6539

2 a. myix+my+z+2=0y my:mx+y+z+m=0
9422
l—m—l' ara —1'1—1—1:’;2
m-1-fPa@mM=L7=75777
si m# 1 : planos secantes en una recta
Por tanto ) o
si m=1 : planos paralelos (y no coincidentes)
b. A(Olkll) 12 B(_llzll) 7 C(8111m)
AB = (-1,2-k,0); BC=(9,—1,m—1)
-1_2-k . _ 1. 5, _17 _
T=—_1’9(2_k)_1’k_9 k=17/9
m—-1=0; m=1 m=1
c. R(1,1,1)
El vector P_Q) = (9, — 1,0) de direccion de la recta r es también vector normal del
plano = buscado, por lo que:
m9(x—1)—1(y-1)+0(z=1)=0; [z: 9x—y -8 = 0]
3 a. my:mx—y+2=0, np:2x+3y=0
9410
m_-1. ..__2
23 M= 73
Cuando m = —% los planos son paralelos
Cuando m # —% los planos se cortan en una recta

Nunca pueden ser coincidentes, pues el primero no pasa nunca por 0(0,0,0) y el

segundo lo hace siempre.
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b. A(0,0,0) , B(1,0,1) , ¢(0,1,0)

4B = (1,0,1) ; AC = (0,1,0)

Xy z
w1 0 1/=0; |m:x—z=0]
010

c. P(1,2,3); m:x—z=0
7 = (1,0, — 1) vector normal del plano y de direccién de cualquier perpendicular.
t: recta perpendicular al plano = por el punto P
t: (x,v,2z)=(1,2,3)+A(1,0,-1) =(1+2,2,3-2)
Q=tNn; Q=(1+212,3-2)
x—z=0; 1+2-(3-1)=0; 2=1:0Q=(2,2,2)

P’ punto simétrico del punto P respecto del plano =

Q es el punto medio del segmento PP', por lo que:

—

’ r — —
P =0P =200-0pP=2(2,2,2)-(1,2,3) =] (3,2,1)

4 a. 1L 1, > (1 -1+v2 1
9406 vEUrtve v t) Y VT2 T A,
- —
u-v
a = arccos =r—
[[17]

2 2 2
1= 3 (25 () - - g
V2 2 2
a = arccos ——2 =arccos£= T _ 600
ElE 113
b. P(1, - 3,0)
{x—y+22=1
y—2z=0

n=(1,-1,2)x(0,1,—1) = (-1,1,1) vector de direccién de la recta y normal del plano.

m: —1(x—-1)+1(y—(-3))+1(z=0)=0; |n: —x+y+z+4=0]
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c. 0(1,1,1); m: —x+y+z+4=0

|[-1+1+1+4] | 5 5V3

d(QIT[)= = =
[(-1)2+12+12 V3 3

t: recta perpendicular a = por el punto Q(1,1,1)

—

n = (—1,1,1) es vector de direccion de la recta t

t: (x,v,2z)=(1,1,1)+A(-1,1,1) =(1-2,1+ 2,1+ 1)
M=tNmn:

—x+y+z+4=0; M=(1-21+21+2)
—(1-A)+1+2+14+1+4=0; 34+5=0

(=5 (D) -G -5 -

Q': punto simétrico de Q respecto del plano .

M es el punto medio del segmento QQ', por lo que:

N 5

=00 =2~ =23, -3 -9 - =[(F 5 9

<

5
+y=1 (11110)
9389 : {x Y ;s ; 0(0,0,0)
y+z=2 (0,1,1)

o =(1,1,0) x (0,1,1) = (1, — 1,1) vector de direccién de r y del plano = buscado.
v =(1,1,0)-(0,1,1) = (1,0, — 1) vector de direccién de s y del plano = buscado.
El plano pasa por 0(0,0,0) por lo que:

x 'y z

mifl -1 1|=0; [m:x+2y+z=0|

1 0 -1
6 a. x—y+3=0 z—2
9316 T ; stx=y+l="5
2x—z+3=0
o =(1,-1,0)x(2,0,-1) =(1,1,2) vector de direccién de r
A=(OI_1I2)
S:
v =(1,1,2)

Las coordenadas del punto A no satisfacen las ecuaciones de r. Las rectas, que tienen el
mismo vector de direccién, son paralelas. Es preciso obtener un punto de la recta r.

0- 3=0 =3
Por tanteo, haciendo x=0: y+ ; Y
2-0—-z+3=0 z=3

B=(0,3,3)er
4B = (0,4,1)

x y+1 z-2

7

Tl 1 2 [=0; g 7x+y—42z+9=0
0 4 1
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b. P=(0,-1,2)
El vector de direccién de la recta t pedida se obtiene directamente con el producto
vectorial del vector % y el vector normal del plano '
w=(1,12)x(7,1,-4)=(-6,18,-6) = —6(1, - 3,1).

Y, por tanto: |¢t: X = % _ 212

=

C mix—=2y+az=b; n=(1,-2a)

A=(0,-1,2)
S.
7=(11112)
VIwW=7-W=0; (1,1,2) (1, -2a)=-1+2a=0; a=13

Aem: 0-2(-1)+3-2=b; b=3

En resumen: a=%, b=3

7 x—1 y—-2 z-3

9300 r= 1 =3 =73 ; P(1,2,5)
A=(1,2,3)
r =
7=(11213)
—

AP = (0,0,2) = 2(0,0,1) vector de direccion del plano
x—1 y—-2 z-3

m=l 1 2 3 |=0;|r=2x-y=0

0 0 1

a. 4x—-3y+4z=1
9277 r= ; T=x—y+Az=0
3x—2y+z=0
=(4,-3,4)x(3,-2,1) = (5,8,1) vector de direccidén de la recta r

N
u
7 =(1,-1,4) vector normal del plano =

m paraleloar=>u 17 ; - n=0

(51811)'(11_11‘4): -3+4=0;

b. El plano perpendicular a la recta r por el origen tiene por vector normal (5,8,1).

Y debe pasar por (0,0,0), por lo que su ecuacién es
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9267

x=-2-4 {B=(3,1,—1)
L

v =(0,1,-1)

f(a=(-2,-100  (B=(31,-1)
"l o123 TlE=01,-1)

AP=(3,-1,-1); BP=(-2,-3,0)

71 : plano que pasa por Py contiene a la recta r
x—1 y+2 z+1
myi| -1 2 3 |=0,;m:x+8y—-52+10=0
3 -1 -1
mp . plano que pasa por P y contiene a la recta s
x—1 y+2 z+1
Ty 0 1 —-1|=0,; mpy: 3x—-2y—-2z-9=0
-2 =3 0

La recta t buscada es la interseccion de los dos planos:
_ {x+8y—52+ 10=0
(3x-2y-2z-9=0

~

w=(1,8-5x(3,-2,-2)=(-26,-13,-26) = —13(2,1,2) vector de direccién de la recta ¢

t=x—1_y+2 z+1

2 1 2
10
_J2x+y-2z2-1=0  _x4+2 y-1 z-1
9249 r= P SETTTE TS E3
y+z+1=0

P=(-2,1,1) punto delarectas

u=(2,1,-2)x(0,1,1) = (3, — 2,2) vector de direccidn de la recta r
v = (1,2,2) vector de direccién de la recta s

El plano 7 dista 3 unidades de la recta s, por lo que es paralelo a ella.
Asi, Wy v son vectores de direccién del plano «
nW=UxV=(3-22)x(1,22)=(-8,-48)= -4(2,1,-2)

(2,1, — 2) es entonces vector normal del plano =

m: 2x+y—2z+k=0
[2(-2)+1-2-14+k| _ |k=5] _

Almis) = dlm Py = J22+12+(—2)2 3 ’
ki = -4 : |n:1:2x+y—22—4=0|
k—-5=*9;
kp =14 : |my:2x+y-2z+14=0|
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a. A=(0,-1,1), B=(1,1,1), m:2x—y+z=1
r: recta perpendicular al plano = y que pasa por B

7 =(2,-1,1) vector normal del plano = y de direccién de la recta r

B=(1,1,1)
r! ; | ri(x,y,z)=(1+24,1-21+2) |; 1€eR
=(2,-1,1)

b. Cer porloque C=(1+211-21,1+21) paraalgin 1€R
4B = (1,2,0)
N
AC=(1+22,1-24,1+2)-(0,-1,1) = (1 +214,2 — 1, 1)
El drea del tridngulo es la mital del mddulo del producto vectorial.

AB x AC = (1,2,0) x (1 + 24,2 = 2,4) = (22, — 1, — 52)

|48 x ac| = \/(2/1)2+ (=12 + (=512 = /30

5=%|Exﬁ|=%w3o=3\/3o; 1=6

C=(1+2-6,1-6,1+6) ;

c=(13,-5,7) |

12 x+1 +3 _z
9230 a g = =—y2 =71 mix—2y—z= —1

r:(x,v,z)=(—-1—-21, —3+24, 1)
rNm:

—1-21-2(-3+21)—-A=—-1; —-6A1+5=-1;21=1

Por tanto, | la recta y el plano se cortan en un punto|
b. P=rNn
A=1; P=(x,y,2)=(-1-1,-3+2-1,1);

P=(-2,-1,1) |

—

= (-1,2,1) vector de direccién de la recta

(1,-2,—1) vector normal del plano

u
—

n
—

u

-7 porloque rlmy [el dngulo que forman es 900 |

También con la formula:

w1120 -2,-11 L6 Ly _ggo
SN = ] = 1-L2DNA,-2,-11 - Veve ~ -+ “= %9

z+1
-1

13 a. . x=5_y-6 _z+1 | Cox—1
9216 R T | T S 71

=<

(a=(s56,-1)  (B=(1,0,-1)
" 7 =(1,1,1) * 7 =(1,1,-1)

4B = (-4, -6,0) = —2(2,3,0)

11 1
11 -1{=2#0; rango{Tf, v, EI)} =3 vy, |las rectas se cruzan
23 0
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b. t: recta perpendicular comun

!

w=1u X v vector de direccion de la recta ¢
W = (11111) X (1/1/ - 1) = (_21210) = - 2(11 - 110)

71 : plano que contienearyat

A=(56,-1) x—5 y—-6 z+1
m:iiw =(1,1,1) ; 1 1 1 |=0; my:x+y—-2z-13=0
W= -2(1,-1,0) 1 -1 0

my: plano que contieneasyat

B=(1,0,-1) x—-1 y z+1
v =(1,1,-1) ; 1 1 —-1|=0; my:x+y+2z+1=0
w=-2(1,-1,0) 1 -1 0

o x+y—-2z—-13=0

La recta buscada es la interseccién de los dos planos: | t:
x+y+2z+1=0

También | t: (x,y,z) = (,1, 6-1, — %)

14| 4 g=2x+3y-z=4; P(1,2,3)
9195 )
tq1: recta perpendicular a = por el punto P
7 = (2,3, — 1) vector normal del plano r y de la recta ty
t1 =(x,y,2) = (142, 2+ 31,3 -p)

Q=t1Nm: 2(1+2u)+3(2+3u)-B—-u)=4,; 14p= -1, p= -

o-(1+2-3) 20323~ (-4) - (B & B

P’ punto simétrico de P respecto del plano .

L
14

También lo es respecto del punto Q, por lo que:

—

"~ 0P =200—0p =212 25 43)_ —|(3 il 12
p _m>_mw—op_zaw14,m) “23)—<w 7,7)
b. x+y—z=0
T'E{ ;TE(xIYIZ)z(l_MIH'I]')
x+y+z=2
141=1-
o= 22
R=rNs:{2=y . S R=(1-2,2,1)=(=1,2,1)
=2
3+2=1 g

ty: recta perpendicular a w por el punto R

t> es paralela a t; por lo que tiene el mismo vector de direccién.

[ t2=(xy,2)=(=1+21 2+3u,1-p) |

c. w =(-1,1,0) vector de direccién de la recta r

7 = (1,0,1) vector de direccién de la recta s

u-v |(_11110)(11011)| 1 1
= ar = ar = ar ——=—= = ar 5 = o
@ = ArCCoS ©amT = ArCCOS [T T o)1(1,0,1)] ~ A0S yzvz = ArCeos 3
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x= -2
x+y+z=0 0(0,0,0)
. . 0o 7
x+z=0
A

r. TNy
T'[(_lloll)
V4

A(1,1,1); 04 =(1,1,1)
u y OA son vectores de direccion de my:
Xy z
mpy:| 11 1|=0; nz:x—2y+z=0|
-1 01
El plano buscado, n'l , se encuentra a V3 unidades de r y, puesto que r <y, el plano

n'y también se encuentra a V3 unidades de m .
miix+y+z=0

P(x,y,z): punto genérico de m'y

d(P,my) = JI"Z”:;Z'lz = el o V3 vy £3
+1°+

Hay, asi, dos planos solucion [x+y+z+3=0] Y [x+y+z—-3=0|




