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4. Calculo Integral

4.1.  Primitiva de una funcién

Definiciéon Sean I C R un intervalo, y una funcién f: I C R — R.
Una funcién F' es una primitiva en I (o antiderivada) de f si cumple

F'(z)=f(z) Vxel

Teorema Sea f:I CR — R. Si F'y G son dos primitivas de f en I, entonces existe
una constante C' € R tal que

Fz)=G(x)+C Vrel

4.2. Integral indefinida

Definiciéon Sea una funcion f: I C R — R, y F' una funcién primitiva de f en I. La
integral indefinida de f es el conjunto de todas las funciones primitivas de f. Es decir:

/f(x)dx:{F(x)JrC’/CER}
Propiedad
/(af(:lr)+bg(:v))d:v:a/f(:v)dx+b/g(:v)dx Va,beR

4.3. Integral definida en [a, )]

Definicién Sean a,b € R, y una funcién f : [a,0] C R — R acotada. Se dice que la
funcién f es Riemann integrable si existe y es un ntimero real el limite

n——+00

n
m > f(e) (@ —xim1)  con@q < ¢ <y, 1o =a, T, =b
=1

Si f es Riemann integrable en [a, b], dicho limite se llama integral definida de f en

b
[a,b], y se representa / f(z)dx.

a

Interpretaciéon geométrica de la integral definida

En‘el caso de que f : [a,b] C R — R sea una funcién que toma valores positivos, la
expresion Y, f(¢;)(x; — x;—1) proporciona una aproximacion al drea delimitada por la
grafica de y = f(x), el eje OX, y las rectas x = a 'y x = b.

Dicha area puede aproximarse mediante la suma de las areas de rectangulos de base
x; — x;_1, y altura f(¢;). A medida que aumenta el nimero de rectangulos en los que se
divide el intervalo [a, b] (n — 400), el valor de la expresion tiende a esta area.

b
Por tanto, / f(z) dx es el drea delimitada por la gréfica de y = f(z), el eje OX, y las

rectas x =ay x =0b.
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y = f(z) N
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Figura 1: Definicién de integral de Riemann

4.3.1. Propiedades de la integral definida

Sean a, b€ R,y f :]a,b] C R — R una funcién Riemann integrable en [a, b]

1) Sicé€ (a,b), entonces /abf(x)da::/acf(x)dﬁ—i—/cbf(x)d:v

11) - Si a = b, entonces /a f(z)dx =0

111) /ba f(z)dx = —/ab f(z)dx

4.4. Teorema del Valor Medio del Calculo Integral

Sean a, b € R,y f : [a,b] C R — R una funcién continua en [a,b]. Entonces, existe
c € (a,b) tal que

[ £z = 1) (6~ a)

Intepretacion geométrica Sila funcion es positiva, el area comprendida bajo la curva
en el intervalo [a, b] coincide con el drea del rectdngulo de base el segmento de extremos
a'y b, y altura f(c) para algin c interior al intervalo.

4.5. Teorema Fundamental del Calculo Integral

Sean a,b € R,y f :[a,b] C R — R una funcién continua en [a, b|.
Entonces:

1) La funcién F(z) = / ' f(t) dt (lamada funcién integral) es derivable en (a,b)
1) F'(z)=f(x) V€ (a,b)

Observacién: Si f es una funcién positiva en [a, b], la funcién F' proporciona el area
bajo la funcién f entre x = a y un valor z € [a, ]
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Figura 2: Teorema del Valor Medio del Calculo Integral
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F(z) = /mf(t) dt

Figura 3: Funcién drea (funcién integral)

4.6. Regla de Barrow

Sean a,b € R,y f : [a,b] C R — R una funcién continua en [a, b]. Si F' es una primitiva
de f en [a, b], entonces:

[ f@)dr = F®) - F(a)
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