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Introduccion
D:

Cslculo de determinantes N
minante

Introduccién

El determinante de una matriz cuadrada A € M,(R) es un niimero real que se
denota |A| o det(A), asociado a dicha matriz, y que nos permitira:

@ Determinar si la matriz es regular o singular, y calcular su inversa en caso
de que exista.
@ Determinar el rango de la matriz.

o Clasificar un sistema lineal de ecuaciones, e incluso expresar las soluciones
del mismo.
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Célculo de determinantes Introduccion
Determinante de matrices de orden 2

D

Definicidon

La definicién formal de determinante no es sencilla, pero existen reglas que
facilitan su cdlculo segtn la dimensién de la matriz.

Determinante de una matriz de orden 2

Dada la matriz A € M5(R), su determinante es el ndmero real |A| obtenido
mediante la expresién:

d11 a1z
a1 ax

|A| = = ai11 - a2 — adi2 - ax

2 -3
Al=|5 ,|=24-2(-3)=8+6=14
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4 . Introduccién
Cilculo de determinantes : on I,
Determinante de matrices de orden 2

Determinantes de matrices de orden 3

Determinantes de matrices de orden superior

Determinante de una matriz de orden 3

Dada la matriz A € M3(R), su determinante se calcula mediante la férmula
conocida como Regla de Sarrus :

a1 a2 a3
[Al=| a1 axn a3 |=
as31 a3  ass

= a11°a822°3331+a21°332-313+312°323°331 — 13322331 — 312-A21 33 — 11 323°A32

2 -3 1
JAl=|1 2 4 |=22.441.6-14(—3)-0-4—1-2.0—(—3)-1-4—2.4.6 =
0 6 4

=16+6+0-0+12—-36 = -2
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Introduccién

Célculo de determinantes
Determinante de matrices de orden 2

Determinantes de matrices de orden 3
Determinantes de matrices de orden superior

Para recordar la regla de Sarrus, conviene observar que en el cilculo de |A| hay
cierto patrén en el signo de los productos.
@ Son postivos los productos: aii - ax - ass, as - as - ais,
ail ais
|Al=| a1 ax
az as3
@ Son negativos los productos: ai; - a»; - as, , @12+ @1 - a33
a2 413
[Al=| a1 a»
as1 as3
Es decir:
|A| = a11 - ax - a3+ ax - an - a3 + — a1 - a3 - ap
- — a12 * az1 -+ as3
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Introduccién

D ninante de mat 2

D ninantes de matri rden 3
Determinantes de matrices de orden superior

Cslculo de determinantes

Determinantes de matrices de orden superior

Menor complementario de un elemento

Dada A = (aj)n € Mu(R), se llama menor complementario del elemento

ajj , y se denota M)j; ,al determinante de la matriz de orden n — 1 que resulta
de eliminar la fila i y la columna j de la matriz A.

all a1 coo aij—1 aij+1 500 din
di—-11 4&i—-12 ... di-1j-1 4dj—-1j+1 ... di—1n
My =
di+11  di412 ... di41j-1 Qi1 j4+1 ... Qditln
anl an2 cee anj—1 anj+1 fee ann

Adjunto de un elemento aj

Dada A = (aj)n € Mn(R), el adjunto del elemento aj; es la cantidad Aj :

Aj = (1) - My
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Cslculo de determinantes
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Introduccién

Célculo de determinantes S ) 5
Determinante de mat n 2

Determinantes de ma orden 3
Determinantes de ma orden superior

Matriz adjunta

Dada A € M,(R), se llama matriz adjunta de A, Adj(A) , a la matriz cuyos
coeficientes son los adjuntos de A:

Adj(A) = (Aij)n € Ms(R)

1 2 -2 2 6 8
A= 3 -1 0| = Adi(A)=| —2 -4 -5
-1 3 -2 -2 -6 -7
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Cslculo de determinantes

D ninantes de matri rden
Determinantes de matrices de orden superior

Desarrollo de Laplace

El teorema de Laplace (también conocido como desarrollo de Laplace), permite
simplificar el calculo del determinante en una matriz de elevadas dimensiones a
base de descomponerlo en la suma de determinantes de orden inferior, ya que el
célculo de un determinante de orden n se transforma en el calculo de n
determinantes de orden n — 1 (los menores complementarios de todos los
elementos de la fila k-ésima)

Desarrollo de un determinante por los elementos de una fila (Teorema de

Laplace)

Dada una matriz A € M,(R), y una fila cualquiera k, el determinante de A
puede obtenerse mediante la férmula:

n

Al = agAy

Jj=1

Dicha férmula se conoce como desarrrollo del determinante por los elementos
de la fila k-ésima.

IES O Couto Determinantes



Intr cién
Determinante de mat
de matric

Cslculo de determinantes

Determmantes de matrices de orden superlor

El teorema de Laplace puede enunciarse andlogamente para obtener el
desarrollo del determinante por los elementos de la columna k-ésima.

Desarrollo de un determinante por los elementos de una columna (Teorema de

Laplace)

Dada una matriz A € M,(R), y una columna cualquiera k, el determinante de
A puede obtenerse mediante la férmula:

n

|A| = Z aik Aik

i=1

o Si se utiliza el desarrollo de Laplace para calcular un determinante de
orden 2 o de orden 3, se obtienen las férmulas ya vistas.

o Para agilizar el calculo mediante el desarrollo por adjuntos, procura
utilizarse una fila o columna en la que varios elementos sean cero.
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Introduc

. . n
Célculo de determinantes
Determinante de matr

Determinan de mat n3

Determinantes de matrices de orden superior

2 -1 0 1
3 2 -1 6 .
Dada A = 1 3 0 -1 , podemos calcular el determinante

5 2 2 -1
desarrollando por los elementos de la tercera columna:

|A]l = a13 - A1z + a3 - Aoz + as3 - Az + as3 - Agz = ap3 - Aoz + as3 - Aiz —

R | PR |
Al=-1-(-1)*P. |1 3 —1|4+2.(-1)*"*. |3 2 6|=
5 2 -1 1 3 -1

Al = —1-(=1)-(=11)+2-(=1)- (—42) = 11+ 84 =73
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Propiedades de los determinantes

Propiedades de los determinantes (1)

El determinante de una matriz tiene una serie de propiedades que pueden
utilizarse para agilizar su célculo. Las expondremos para matrices de orden 2
porque es inmediato obtener su comprobacién aplicando la férmula del calculo
del determinante, aunque son validas para determinantes de cualquier orden.

0 A = A
a b
c d

Como consecuencia de esta propiedad, cualquier otra propiedad que
enunciemos relativa a las filas de una matriz se cumplird igualmente para

sus columnas.
@ Si una fila (o columna) puede descomponerse en sumandos, se cumple:

a cC

b d = ad — bc

a+a b+b | | a b n a b
c d Tl d c d
a b+b | | a b 4 b’
c d+d || c d c d
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Propiedades elementales

Propiedades de los determinantes Aplic.
Aplicaci

Propiedades de los determinantes (I)

@ Si una fila (o columna) es miltiplo de un escalar, se cumple:

kc d

ka kb
c d

- -

a b

c d

@ El determinante cambia de signo cuando se intercambian entre si dos filas
(o dos columnas)

‘kab

C

a c - c

d a b|_ | b a
b| Y d d

@ Si dos filas (o dos columnas) son iguales, el determinante vale 0

a
c

‘:ac—ac:O

@ Si alguna fila (o columna) tiene nulos todos sus elementos, el
determinante vale 0.

a
c

a c
00_0

0
0’_0 y
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Propiedades de los determinantes i;ﬁﬁ'?ﬂades cllmiielizs

Propiedades de los determinantes (lI1)

@ Si una fila (o columna) es combinacién lineal de otras, el determinante

vale 0.
a k a prop. 3 a a prop. 5
="k =70
c kc
a C pr(g3 k a C prgS 0
ka kc

@ Si a una fila (o columna) le sumamos una combinacién lineal de otras filas
(o columnas), el determinante no varia.

at+ ke b+kd |wp2| a b n ke kd | prop.3
c d T |l c d c d o
prop. 3 a b C d prop. 5 a b
= d ‘“‘ d| = |c d’
Andlogamente:
at+kb b | | a b b b
c+ kd d’_ c d‘+k‘d d‘_o
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Propiedades de los determinantes i;‘?ﬁ'fdades cllmiielizs

Propiedades de los determinantes (V)

Estas propiedades se utilizan para reducir el coste del cédlculo de un
determinante: se hacen transformaciones elementales entre filas (o columnas)
con el fin de anular el mayor niimero de coeficientes de una matriz antes de

desarrollar el determinante por adjuntos.
Desarrollando por adjuntos, es facil concluir que:

o El determinante de una matriz diagonal coincide con el producto de los

elementos de la diagonal principal.
En particular, el determinante de la matriz identidad es 1.

o El determinante de una matriz triangular (superior o inferior) coincide con
el producto de los elementos de la diagonal principal.
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Propiedades elementales

Propiedades de los determinantes Aplicacio opiedades al calculo de determinantes

Determinantes y operaciones con matrices

Dadas A, B € M,(R):

o |A+ B|#|Al+B|
o |[kA|=k"-|Al VkeR
° |A-B|=|Al-|B|
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Propiedades elementales

Propiedades de los determinantes Aplicaciones de las propiedades al cdlculo de determinantes

Ejercicios de calculo de determinantes

Calcular:
1 2 -1 0
2 1 4 2
3 -1 -2 1
-1 0 4 -3

Intentamos hacer el mayor niimero posible de ceros. Empezamos haciendo
G+ G— Gy G+2CG — (G, y desarrollamos por la primera fila:

0 0 -1 0

6 9 2
SR | g 3 g
3 8 -3

3 8 4 -3

= —1-1-(90+ 16 + 27 — (—30) — (—27) — 48) = —142
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Propiedades elementales

Propiedades de los determinantes Aplicaciones de las propiedades al cdlculo de determinantes

Ejercicio 2
Calcular el determinante siguiente

0 2 4 6
1 3 5 7
10 12 14 16
21 23 25 27

Restamos cada columna menos la anterior, y obtenemos un determinante con
tres columnas iguales:

0

1

10

21

NN NN
NN NN
NN NN
I
o
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Propiedades de los determinantes

Propiedades elementales

Aplicaciones de las propiedades al cdlculo de determinantes

a b ¢ a+2d c+2f b+2e
Sabiendo que | d e f | =12, hallar 3d 3f 3e
g h i —g —i —h
a+2d c+2f b+2e c c a+2d b+2e c+2f
3d 3f 3e =% | 3d 3e 3f | =
—g —i —h —g —h —i
at+2d b+2e cH+2f a+2d b+2c c+2f
—3 d e f =3 d e f =
—-g —h —i g h i
a b ¢ 2d 2e 2f
3-/!d e f|+3] d e f |=3-12+3-0=36
g h i g h i
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Propiedades elementales
Aplicaciones de las propiedades al cdlculo de determinantes

Propiedades de los determinantes

Ejercicio 4

Sean Ci, G, y G5 las columnas primera, segunda, y tercera respectivamente de
una matriz cuadrada M de orden 3 con det(M) = 4. Calcula, enunciando las
propiedades de determinantes que utilices, el determinante de la matriz cuyas
columnas primera, segunda, y tercera sean respectivamente —G,, 2C; — G3, y
G+ G. (Galicia. Junio 2011. Opcién A)

det(—,2C1 — Gs, o + G3) = —det((2,2C1 — G, G + G3) =
—det(C2,2C1, G + C3) — det(Co, —Cs, o 4 G3) =
—2det(G, Ci, G+ G3) + det( G, G, G + G3) =
—2det(Cy, C1, Go) — 2det(Cy, C1, G3) + det(Co, Gz, Go) + det(Ca, C3, G3) =
—2det(Gy, C1, G3) = 2det(Ci, Go, C3) = 2det(M) =2 -4 =8
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Calculo de la matriz inversa

pied ! Céleulo del rango de una matriz
Aplicaciones de los determinantes g

Célculo de la matriz inversa

Teorema

Dada A € M,(R), se cumple que la suma de los productos de los elementos de
una fila (o columna) por los adjuntos de otra fila (o columna) paralela es nula:

an-Aatap-Ant+...taj Ag+...+ain An=0 iFk

(alj-A1p+agj-A2p+...—|—a,-j-A,-p+...—|—a,,j-Anp:O J#p)

Podemos demostrar el anterior teorema para una matriz de orden 3, para las
filas 1 y 2. La demostracién es similar para cualquier pareja de filas o columnas
de una matriz de orden n:

a1 a2 a3

ann-An+an-Ax+an-As=| a1 a2 aw |=0
a31 a3 ass
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Calculo de la matriz inversa
Célculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Aplicaremos el anterior teorema a una matriz de orden 3, y deduciremos la
expresion de la inversa de una matriz, que sera vélida para una matriz de
cualquier orden.

Si efectuamos el producto A - (Adj(A))*:

ain A a3 A An  Ax [Al 0 0
a1 ax a3 || An An An | = 0 JA ©
a1 ax  asm Az Az Asz 0 0 A

Es decir:

A(Aj(A)) = Al = ATLA(AJ(A)) = [ALAT = (Adj(A))' = |AA™"

Teorema

Dada A € M,(R):
@ A es regular si y solo si |A| # 0.

@ Si A es regular, entonces A7 = ‘iﬁ(Adj(A))t

@ Si A es regular, entonces [A~!| = |1—‘
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Calculo de la matriz inversa
Calculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Ejercicio 5

Resuelve la ecuacion matricial A- X = B, con

2 1 0 3 10
A= -1 =3 -1 | yB=|5 1
2 -5 -1 2 1

© Comprobamos si A es regular, para lo cual es necesario y suficiente que
Al £ 0.

IAl=6+0+(—2)—0—-1-10=—-7#0

@ Como A es regular:
AX=B = A" AX=B = I|-X=A"B = X=A".8B
© Calculamos los menores complementarios de los elementos de A:

M1 = -2, M = 3, M3 = 11, My, = -1, Moy = -2, My = —12

Mz = —1, M3, = =2, M33 = —5
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Calculo de la matriz inversa
Calculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Q Calculamos la matriz adjunta de A, Adj(A) = (Aj)s, cuyos coeficientes
son los adjuntos A; = (—1)™ M;:
-2 -3 1
Adj(A)=| 1 -2 12
—1 2 -5
1 1 LAY
0 A7t = (Adi(A)):
2 _1 1
7 7 7
=il
=1
_u 12 5
7 7 7
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Calculo de la matriz inversa
Célculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

@ Calculamos X = A~ . B:

2 1 1 ER ')

7 7 7 7 7
3 10

3 2 2 15 30

X = g 5 1 ]= 7 7
2 1

_u 12 5 _ 83 117

7 7 7 7 7
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Rango de una matriz

Una matriz puede considerarse como un conjunto de vectores fila, o un
conjunto de vectores columna.

Teorema

En una matriz A € Mpmxn(R), el nimero de filas linealmente independientes
coincide con el nimero de columnas linealmente independientes.

Rango de una matriz

Dada A € Mpyxn(R), se define el rango de A como el niimero maximo de
filas o columnas linealmente independientes.

Del anterior teorema se deduce que

rango(A) = rango(A")
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Veamos sobre una matriz concreta que el nimero maximo de filas linealmente
independientes coincide con el nimero maximo de columnas linealmente
independientes:

1 2 -1 5
SeaA=| 2 4 -2 10 |. Examinando las filas vemos que:
31 1 2

a1  ax a3  ax 2y as1 as2

a1l a2 ais ai4 ail ai2

Por tanto, hay dos filas linealmente independientes (F; y F3). Es decir, el rango
por filas es 2.
Si examinamos las columnas, vemos que C; y ( son linealmente

independientes:
ap  a» , ax

ai azi as1
Supongamos ahora que Ci, G, G son linealmente independientes. Entonces, si
aC + G + vG = 0, necesariamente deberia ocurrir que a =8 =v7=0
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Es decir:

oan + Bax+va1z3 =0  au_a2 a3 _aa_, a1 + fa +vaiz =0
aag + fap +yap =0 L2 B W 2aar; + 2Paip +2va13 =0
oasy + Bas +vaz =0 oasy + Bas2 +vas =0

Por tanto, los escalares «, 8 y -y satisfacen:

{04311+ﬂ312+’}/al3:0 {a+2ﬁ—’y=0 Ecl+%~>Ec2
oas1 + fas2 +vasz =0 3a+pB+v=0
28 0 o=
o+ =q) =
{4a+35:0 — 11
’Y:Tﬁ

En consecuencia, tomando por ejemplo 5 = 4, resulta que C3 es combinacién
lineal de Gi y Gy, ya que:

4
3G +4G+11G=0 — G = %CI, HCZ
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Por tanto, las columnas C;, G; y G3 no forman un sistema linealmente
independiente, dado que existen escalares «, 5y 7y, no simultdneamente nulos,
para los cuales a G + G + v G = 0. Asi:

3 4

3G +4G+11G =0 — G=—G

TRt

Repitiendo el mismo razonamiento para la columna C4, obtendriamos también
que es combinacién lineal de G y G,.

En definitiva, el nimero maximo de columnas linealmente independientes es
también 2, o lo que es lo mismo, el rango por columnas también es 2.

IES O Couto Determinantes



Célculo de la matriz inversa

A . Calculo del rango de una matriz
Aplicaciones de los determinantes g

Calculo del rango de una matriz mediante transformaciones elementales

Teorema

Si se tiene un sistema de vectores linealmente independientes, puede sumarse a
un vector cualquiera una combinacién lineal de otros vectores del sistema, y el
nuevo sistema de vectores obtenido sigue siendo un conjunto de vectores
linealmente independientes.

El anterior teorema permite calcular facilmente el rango de una matriz
efectuando transformaciones elementales en sus filas y/o columnas.

La idea es efectuar estas transformaciones para conseguir detectar con facilidad
filas o columnas linealmente dependientes de otras.
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

1 5 3 -1
2 4 -1 0 ..
Sea A= 3 g _o 1 . Efectuamos las siguientes
-2 —4 1 0
transformaciones:
1 5 3 -1 1 5 3 -1
2 4 -1 0 F3+3F1—F3 0 -6 -7 2 FatFa—rFy
-3 -9 -2 1 B =l 0 6 7 -2 FotF3—F3
-2 —4 1 0 F=dR=m 0 6 7T -2
1 5 3 -1
0 -6 -7 2
N 0 o0 = rango(A) =2
0 0 0 0
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Cilculo de la matriz inversa
A . Calculo del rango de una matriz
Aplicaciones de los determinantes g

Calculo del rango de una matriz por menores

Menores de una matriz

Un menor de una matriz A € M,(R) es el determinante de una submatriz
cuadrada obtenida de A mediante la eliminacién de una o méas de sus filas o
columnas.

Teorema

El rango de una matriz coincide con el orden del mayor menor no nulo.
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Ejercicio 6
Estudiar el rango de la matriz A en funcion del parametro k.
1 0 -2 3 1

A=| 2 -1 3 0 2
4 k -1 6 4

@ El rango de A se define como el ndmero maximo de filas o columnas
linealmente independientes. Como A € M3yx5(R), su mdximo rango
posible es 3.

@ Como existen menores de orden 2 no nulos, como minimo el rango es 2:

1 0
2 1 |=7170

© Hay que comprobar si el rango puede ser 3 independientemente del valor
de k. Para ello, deben calcularse todos los menores de orden 3 de A que
puedan formarse sin elegir la columna C,. Al hacerlo, se encuentra que
todos esos menores son nulos (omitimos estos calculos).
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

© Como las columnas C; y G son linealmente independientes elegimos ahora
la submatriz formada por las tres primeras columnas

1 0 -2
2 1 -3 |=-7T-Tk#0<k+#—1
4 k -1

Por tanto:
@ k=—-1 = rang(A) =2
o k# -1 = rang(A) =3

(Observando las filas de A, vemos que si k = —1, entonces F3 = 2F; + F», por
tanto, para que A tuviese rango maximo necesariamente k # —1)
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Célculo de la matriz inversa

A . Calculo del rango de una matriz
Aplicaciones de los determinantes g

Ejercicio 7

Sabiendo que a, b, y ¢ son no nulos, estudiar el rango de

a b c
A= 2a —b 3c
3a 0 4c

© Comprobamos si la matriz puede ser de rango completo, para lo cual, seria
necesario y suficiente que su determinante fuese no nulo:

1 11
|Al=abc| 2 —1 3 | = abc(—4+0+9—(—3)—8) = abc(—12+12) =0
3 0 4

para cualesquiera valores de a, by c. Por tanto, rang(A) < 2

@ Tomando un menor cualquiera de orden 2, resulta que:

=-3ab#0 Va, b eR\{0} = rang(A)=2

a b
2a —b
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

Ejercicio 8
Estudiar segtin los valores de a, b, y c el rango de
5 5 5

A= a b c
b+c a+c a+b

Efectuamos transformaciones elementales en las filas de la matriz.

5 5 5 5 5 5
a b c F2+F—3?F3 a b c —
b+c a+c a+b atb+c a+b+c at+b+c
Cr=C=:C5 L v 2
_ a—c b—c c
E 0 0 at+b+c

© Si a= b= c, las dos primeras columnas son nulas, pero la tercera no. Por
tanto

a=b=c = rang(A)=1
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Cilculo de la matriz inversa
Cdlculo del rango de una matriz

Aplicaciones de los determinantes

@ En cualquier otro caso, o b— c # 0, 0 a — ¢ # 0, por tanto, existiria un
menor de orden dos no nulo en la matriz:

0 > ‘:—S(b—c);éo

b—c 0

agc g ':—S(a—c);éo o

Es decir, rang(A) > 2. Pero como las columnas C; y G son linealmente
dependientes, rang(A) = 2
Por tanto:
@ a=b=c = rango(A) =1

e En otro caso rango(A) = 2
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