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Definicién

Sucesién. Términos de una sucesién

Definicién

Sucesién de nimeros reales

Una sucesién es un conjunto ordenado de ndmeros {an}nen:
dl, d2, d3,...,dny...

Una sucesién {a, }nen puede definirse mds formalmente como una funcién del
conjunto de los niimeros naturales en el conjunto de los niimeros reales.

N — R
1 — ai
2 — &
n — an

Términos de una sucesién

Cada uno de los elementos de {a,}nen recibe el nombre de término de la

sucesion.
El término a, recibe el nombre de término enésimo de la sucesién.
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Formas de expresar una sucesién

Formas de expresar una sucesién

Dado que una sucesién es un conjunto infinito de puntos, podemos
caracterizarlo de distintas formas: por comprensién, dando el término general, o
mediante una ley de recurrencia.

I) Por comprensién

Definir un conjunto por comprensién es describir qué elementos que pertenecen
a él utilizando lenguaje natural.

o La sucesién {an}ncy de los ndmeros naturales pares:

{2,4,6,8,...}
o La sucesién {bn,}nren de los ndimeros primos:

{2,3,5,7,11.. .}
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Formas de expresar una sucesién

II) Término general

El término general de una sucesién es una férmula que relaciona cada término

de la sucesién con el lugar que ocupa.
No siempre es posible encontrar la expresién del término general de una
sucesion.

Ejemplos

| A\

o Para la sucesién {a,}ren de los ndmeros pares, el término general es
an=2n

@ Para la sucesién {b,}nen de los niimeros primos, no se conoce el término
general.
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Formas de expresar una sucesién

Término general
Ley de recurrencia

[II) Forma recurrente

Una forma recurrente o ley de recurrencia es una férmula que permite calcular
el valor de un término a partir de términos anteriores

Ejemplos

@ La sucesién {an}nen de los ndmeros pares puede expresarse de manera
recurrente como:
al = 2
an=an-1+2
@ La sucesién de Fibonacci, {1, 1, 2, 3, 5,...}, en la que cada término es la
suma de los dos anteriores, se expresa de forma recurrente como:
1 = 1
=1
Cn = Cph—1+ Cn—2
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Progresiones

Progresiones Aritméticas

Una progresién aritmética es una sucesién {a,} en la que cada término se
obtiene sumando al anterior una cantidad constante llamada diferencia (d)

e El término general es a, = a1 + d(n — 1)

@ La ley de recurrencia es
ai
ap = ap-1+ d

Ejemplo

o La sucesién {an}nen = {2, 4, 6, 8...} es aritmética con diferencia 2:

an=2+4+2(n—1)=2n

Observacién

El término general de una sucesidn aritmética es siempre un polinomio en n de
grado 1.
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Progresiones

Suma de n términos de una progresion aritmética

Para deducir la férmula para calcular la suma de n términos de una progresién
aritmética, S,, expresamos dos veces su valor.

S, = aa + a@ + a + ... + a2 + a1 + an
S = an + a1 + a2 + ... + & + @ + a
Dado que en una sucesién aritmética a; + a, = a2 + an—1 = ..., sumando

miembro a miembro las dos igualdades anteriores, se deduce que

(a1 + a2)n

Spi— 2
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Progresiones

Vamos a comprobar con un ejemplo concreto la obtencién de la anterior
férmula para S,.

Ejemplo

Supongamos que queremos deducir la férmula para sumar los primeros veinte
nimeros naturales impares:

SS9 = 1 + 3 + 5 + ... + 3 + 37 + 39
S9 = 39 + 37 4+ 3 + ... + 5 + 3 + 1

Sumando miembro a miembro las anteriores igualdades, dado que las sumas
1+39=3+4+37=5+35... son todas iguales a 1 + 39, entonces
(1 +39)20

S0 = — = 400
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gresiones Aritméticas

Progresiones R
3 Progresiones Geométricas

Progresiones Geométricas

Definicién

Una sucesién geométrica es una sucesién {an}nen en la que cada término se
obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante llamada razén

(R).
o El término general es a, = a; - R"~!

o La ley de recurrencia es
ai
an=an-1-R

Ejemplo

o La sucesién {an} = {2, —6, 18, ..} es geométrica con razén R = —3:

a,=2-(=3)"

Observacién

El término general de una sucesién geométrica es siempre una funcién
exponencial.
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Aritméticas

Progresiones e
° Geométricas

Suma de n términos de una progresién geométrica

Para deducir la férmula para calcular la suma de n términos de una progresién
aritmética, S,, consideramos las dos siguientes igualdades:

S = a + aR + ... + aR"™? + aR"?
R-S, = aR + aR*> + ... + aR"' + aR"

Si R # 1, restando la primera igualdad menos la segunda, y despejando S,, se
obtiene

G, = =

aiR" — a1 anR — a1
R—-1 R—-1

Obviamente, siR=1, S, =na;
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Progresiones Aritméticas

Progresiones A R
3 Progresiones Geométricas

Suma de la totalidad de los términos de una progresion geométrica

Cuando |R| < 1, la cantidad R" tiende hacia cero, por tanto, los términos de la
sucesién tienden a anularse. Esto permite que pueda obtenerse la suma de la
cantidad infinita de términos de la sucesién.

Dicha suma es:

si —1<R<1

Ejemplo: Aplicacién al célculo de una fraccién generatriz

1+ 024 + 0’0024 + /000024 + 0'00000024 +- ... = 1.24
Por otra parte, la sucesién {an}nen = {024, 0'0024, 0'000024, 0'00000024 ...}
es geométrica, con razén R = 0’01, por tanto:

0'24 24 99+24 123

124=14Su=14+-—— =142 = ===
= tioo1 T oo 99 99
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Propiedades de las sucesiones

Monotonia de sucesiones

Sucesién mondtona

Una sucesién {an}rcn €s monétona si es creciente o si es decreciente:
o {an}nen es creciente <= ap, < apy1 Vn €N
o {an}nen es decreciente <= a, > an41 Vn € N

(Si las desigualdades anteriores son estrictas, la sucesién se dice estrictamente
creciente, o estrictamente decreciente, seglin corresponda).

Sucesion constante

Una sucesidn es constante si todos sus términos son iguales.

IES O Couto Sucesiones de niimeros reales



Monotonia

. . Sucesiones acotadas
Propiedades de las sucesiones

Sucesiones acotadas

Dada una sucesién {an}nen

@ Se dice que estd acotada superiormente cuando existe un niimero real K
tal que a, < K, VneN

@ Se dice que estad acotada inferiormente cuando existe un nidmero real K tal
que a, > K,VneN

Sucesién acotada

Una sucesion estd acotada si estd acotada inferiormente y superiormente.
Equivalentemente:

{an}nen acotada <= 3K >0, K€ R / |ay| < K, Vn €N
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Sucesiones convergentes
Sucesiones diverg
Existen y uni

Pty . Ejemplos de cdlculo de limites
Limites de sucesiones fil:

Limite de una sucesién

@ Un niimero real L es el limite de una sucesién {a,}nen si a partir de cierto
n, € N, la distancia entre todos los términos a, y L puede hacerse tan
pequefia como se desee.

@ Si {an}nen tiene por limite L € R, se dice que es convergente.

o Matemdaticamente se expresa como:

lim a,=1L
n—+o0o

O también:

{an}neN — L
n—+oco

Teorema de las sucesiones monétonas

Toda sucesién mondtona creciente y acotada superiormente es convergente.
Andlogamente, es convergente toda sucesion mondtona decreciente y acotada
inferiormente.
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es divergentes
Existen y unicidad del limite

Pty . Ejemplos de cdlculo de limites
Limites de sucesiones fil:

Limites infinitos

Sucesiones divergentes

@ Si a partir de un cierto valor n, € N, todos los términos a, de la sucesién
{an}nen pueden hacerse tan grandes como se desee (o equivalentemente,
si la sucesién {an}nen es creciente y no estd acotada superiormente), se
dice que la sucesién es divergente, y que su limite es 4-o00:

lim a, =400, 0 que {an}nen —> +00
n—-+o00
@ Andlogamente, si a partir de cierto n, € N, todos los términos a, de la
sucesién {an}nen pueden hacerse tan negativos como se desee (o
equivalentemente, si la sucesién {a,},cn es decreciente y no estd acotada
inferiormente), la sucesién es divergente, y su limite es —oco

lim a, = —o00 , o que {an}nen —> —00
n——+oo
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Pty . Ejemplos de cdlculo de limites
Limites de sucesiones Lz

Unicidad del limite

Teorema

Si una sucesién {an}nen tiene limite (real o infinito), entonces dicho limite es
tnico.

Ejemplos

@ Si {an}nen es aritmética:
o d >0 = {an}pen creciente con limp— oo an = +00
o d <0 = {an}nen decreciente con limp—y o0 an = —00
o d=0 = {an}nen constante limp— 100 an = a1

o Si {an}nen es geométrica:

A\

e R>1 = {an}npeny mondtona y divergente

e R=1 = {an}nen constante con limp— o0 an = a1

e 0 < R<1 = {an}nen mondtona y convergente hacia 0
e —1 < R <0 = {an}nen convergente hacia 0

o R< —1 = {an}nen oscilante (sin limite)
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siones divergentes

Existencia y unicidad del limite
Ejemplos de clculo de limites

Limites de sucesiones

az

.
0.3 ag

-0
.
3\ "
-02 n = ——
() o= ()
5% < 1 a1 =—075
. aN\® 2 | az; = 0.56
Lol ; L _Z) =0 3| a;=—0.42
ag 4 | ay =0.32
-05 5| as=—0.24
10 | a10 = 0.06
-0.6 15 | a;5 = —0.01
20 | @z =0
-07 100 | @100 =0
.
ay
-0.8
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del limite

e’ H Ejemplos de célculo de limites
Limites de sucesiones

Ejemplos de calculo de limites (1)

Término general de tipo a,

o lim (n®—200n) = 400

n——+oo
p 2
e lim (200n —n") = —c0
n—-+oo
e lim ==0
n—+oo N

o Iim 4n3 +n= 400
n——+oo
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cidad del limite
P N Ejemplos de cdlculo de limites
Limites de sucesiones

Ejemplos de cilculo de limites (II)

_ 6n+3n° . (243) . 843 3
o lim ——— = lim = lim +—5 =
n—+oo4n? + 10n n—+o0 n2 (4 + 1—,?) n—+oo 4 + 4
e +3m . n(6+3%) . 6n+3
o Iim ———— = Iim L — i ~+00
n—+oo4n? + 10n n—+o0 n2 (4 + %) n—+oo 4 4+ TO
. 6n°+3n ot (6+3) i 6+ 3
o m — = = m —— =
n—l>+oo 4nd —+ 10n* n—l>+oo n° (4 + 1—’?) n—l>+oo 4n3 + 10n*

IES O Couto Sucesiones de niimeros reales



y unicidad del limite
Ejemplos de cdlculo de limites

Limites de sucesiones

180000 .
160000 &
140000 .
120000 +
100000 o
6n°+3n°

ap = .

80000 4n2+4+10n T
. 6n’ + 3n? "

lim . +o0 .
60000 n—too\4dn?+10n .
40000 +
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y unicidad del limite

P N Ejemplos de cdlculo de limites
Limites de sucesiones

074 ..,..---""'
. a
073 . vl
072 .
. lan
071 .
07 a
' 32
FEny ay an = 6n+3n
An?2+10n
. . 6n+3n
Kaid ay lim 0 0.75
n—+too\4n?+10n
067
Tay
0566
065
064 |
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S gentes
Existencia y unicidad del limite
Ejemplos de cdlculo de limites

Limites de sucesiones

a

6n*+3n
4ns+10nt

. 6n*+3n
lim .
n—toc\4n® + 10 nt

a, =

-05 0
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Limites de sucesiones

Ejemplos de cilculos de limites (1)

Indeterminacién co — co

o lim ( 23 )— m 2=30ln+1) _ g
nstoo \M2—1 n+1) notoo(n—1)(n+1)

y 2_1_ /2 —
onkToo(\/n 1 \/n +n)

(\/n2—1—\/n2+n)(\/n2—1+\/n2+n) .
n~>+oo A/ n +\/n2+n
lim n717n27n —n—1

Iim
n—+oco+/n +\/n2+n n—+oo \/n _|-\/n2+n
(—1 -1)

Iim = —

1
(- g+ VIFT) 2
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y unicidad del limite

P N Ejemplos de cdlculo de limites
Limites de sucesiones

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
. ? ‘ays " 7 ax
JRRRRE JRRRL) ay d
~ . as
06 o
a3
=07
s
-08
-0.9
p an=vVn2—1-+n>+n
lim (\/n? 1 \/n?+n) —0
o

=11
-12
=13
-14

)
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P N Ejemplos de calculo de limites
Limites de sucesiones Jemp

Ejemplos de cilculo de limites (IV)

Ndmero e

1 n
o La sucesidon de término general a, = (1 + 7> es creciente y acotada
n

superiormente, por tanto, converge hacia un ndmero real: el ndmero
irracional e = 2/718281. . ..

o Como consecuencia, dada una sucesién cualquiera {an},.:

1\
Iim a, =00 — |lim (1—|——) =e

n—-+oo n—+oo an

Indeterminacién 1°°

2

I12 n
2n + 3\ n1 -1 n+1

Ii = i 1 e =
° nJToo (2f7+4) n~l>r+noo( +2n+4)

12
2n+4 7| 2n+4 n1
=1 5
, 1 lim =1 _
lim 1+ o — e @) = e
n—+o0o %14
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Existencia y unicidad del limite
Ejemplos de cdlculo de limites

Limites de sucesiones

2
. 2+ 3\
an
078 3 2n+4

. 2+ 3\ i .
@ lim ( nt ) — et =061
e ot \2n+4

aip e

a5 ¢
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