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1. Concepto de funcion

Unha relacion entre dous conxuntos X e Y € un criterio que permite asociar elementos de X cos
elementos de Y. Se nos centramos no conxunto dos numeros reais, R, aparece o concepto de
funcién. Unha funcién real de variable real, f, € unha relacién entre ddas variables numéricas, x e y,
de forma que a cada valor da variable, x, lle corresponde un Unico valor da variable, y. O podemaos
expresar da seguinte forma:

R R
x y=fx)
A variable x denominase variable independente e a variable y e a variable dependente. As

funciéns as expresamos y = f(x) onde f(x) representa a formula que define a funcion. As funcions
represéntase nuns eixes cordeados, onde os puntos (x,y) do grafico son os valores das variables.

4

3

3

llustracion 1: Exemplo gréfico

dunha relacién que non é funcién llustracion 2: Exemplo grafico dunha

funcién

Exemplo 1

A regra: “a cada numero real lle asocia a sia metade” é claramente una funcién. Asi ao 4 lle
corresponde 2 e soamente 2. Ilgualmente ao 6 lle corresponde 3, en xeral a x lle corresponde

x/2. A funcion escribese f(x) = Zouy ==

Exemplo 2

7

A regra: “a cada numero natural se lle asocia os seus divisores”, claramente non € unha
funcién, xa que ao 12 se poden asociar 0 6, pero tamén o 4 ou 0 2, ou 3, todos son divisores de
12. Polo tanto esta relaciéon non é unha funcion.

1.1 Formas de expresar unha funcion

As funcién pddense dar en diferentes formatos:

¢ Mediante un enunciado: se a funcién ven dada por un enunciado, onde se detalla a relacién
entre as variables, deberemos traducilo a unha grafica ou se fose posible unha expresién.
¢ Mediante unha taboa de valores, onde se expresan os pares de valores.
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¢ Mediante a suUa gréfica: a expresion grafica permitenos facernos unha idea moi clara de
cémo é a funcién con un sé golpe de ollo.

e Pola sua expresion analitica ou férmula matematica: a expresion analitica sintetiza
alxebricamente de forma perfecta a relacion entre as duas variables.

Exemplo

Enunciado: “Unha billa bota auga nun depésito de 200 litros de capacidade a razén de 2 litros
por segundo. Ata que se enche o depdsito, momento no que pechamos a billa.”

Expresion analitica: V = f(t) = 2t; t= “tempo no que a billa esta aberta”; V= "volume de auga”

Taboa de valores:

Tempo (s) 0 5 40 100

Volume (1) 0 10 80 200
[ //

Gréfica: ‘ /

-0

llustracion 3: Funcién billa

2. Propiedades das funcions

A continuacion estudaranse algunhas das propiedades mais importantes das funcions para logo
poder cofiecelas e representalas.

2.1 Dominio e imaxe dunha funciéon

O dominio dunha funcién f(x) é o conxunto de valores de x para os cales podemos calcular o
correspondente y. O dominio dunha funcién f o denotamos por Dom (f), € € un subconxunto de R.

A imaxe ou recorrido dunha funciébn é o conxunto de valores que toma a funcion, f(x), e
represéntase por Im(f).

Na gréafica dunha funcién, o seu dominio é moi facil de visualizar,
bastara con localizar os valores de x para os cales existe a
grafica. A imaxe tamén e sinxela de calcular cando temos a
grafica da funcién.

Imaxe

Cando se estuda unha funcién, o primeiro que temos que facer é Dominie

llustracion 4: Dominio e imaxe
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determinar o seu dominio. En xeral o dominio dunha funcién partese de que é toda a recta real
salvo algunhas restriciéns:

O contexto real do que se extraia a funcidon. Con frecuencia, a x hon pode tomar valores
negativos ou fraccionarios, no caso de falar de lonxitudes, esta debera ser positiva, non
pode venderse medio computador,...

Por vontade da propia funcion.

A imposibilidade de facer algunha operacién. Neste caso temos as seguintes situacions:

o Funciéns con denominadores: o denominador non pode valer cero, deberemos
excluir os valores que anulan o denominador do dominio de definicion.

o Funcidns con raices de indice par: o radical hon podera ser negativo, deberemos
excluir do dominio de definicién estes valores. Importante: as raices cadradas tefien
duas solucions, para que a expresion defina unha funcibns soamente lle
corresponderd un valor.

o Funcions con logaritmos: o valor do argumento debera ser positivo, non existen
logaritmos de nimeros negativos o nulos, asi que se deberan eliminar do dominio.

9)

Exemplo

Calcula o dominio das seguintes funcions:

a) f(x) =vVx+4 b)f(x) =log(x —2) ¢)f(x) =i d) f(x) =x*—-3x+2

x—2

e)y =x3—x%,x€[08] f)A funcion que determina a area dun cadrado de lado variable.

Plazas por aiio
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llustracion 5: Oposiciéns xunta

a) Funcion con raices de indice par o radicando ten que ser maior ou igual a cero:
x+4=>20=>x=—-4 = Dom(f) =[—4, o)

b) Funcion logaritmica o argumento maior que cero:
x—2>0=>x>2= Dom(f) =(2,m)

¢) Funcién con denominadores debemos excluir as raices do denominador:
x—2=0=>x=2=Dom(f) =R—{2}

d) Funcion polindmica sen ningunha restricions das mencionadas: Dom(f) = R

e) Funcién polinébmica, onde o dominio ven restrinxido:
Dom = [0,8], tal como xa di o enunciado

f) A funcion serd a(x)=x2, Dom(a) = (0,0) = R* , as lonxitudes deberan ser positivas
para ter sentido.

g) Neste caso a grafica representa a evolucion da oferta de prazas da Xunta, o dominio
ven expresado en anos dende o0 2013 ata 0 2022.
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2.2 Cortes cos eixes

O calculo dos puntos de cortes dunha funcién con eixes, aportan unha unha serie de puntos que
nos facilitan a sta representacion.

e Puntos de corte co eixe OX: O eixe OX coincide coa recta y = 0, como consecuencia para
calcular este puntos sera suficiente igual a expresion analitica da funcion a cero f(x) = 0.
Este puntos son da forma (x, 0).

e Punto de corte co eixe OY: O eixe OY coincide coa recta x = 0, como consecuencia para
calcular este punto sera suficiente substituir o valor da x por cero na expresién analitica,
£(0). Este punto sera da forma (0, y).

Exemplo

Dada a funciéns f(x) = x? + x — 6 calcula os puntos de corte cos eixes.

e Cortecoeixe OX:x2+x—-6=0=>x=2ex=-3> ¢
cortes (2,0) e (-3,0)
e Corte co eixe OY: f(0) = —6 = corte (0,-6)

A representacion desta funcion é unha parabola que recordaremos +

con maior precisién na unidade seguinte.

llustracion 6: Cortes cos eixes

2.3 Simetrias

Dada unha funcion f de variable real dicimos que é:

e Simétrica respecto do eixe Y, se para calquera punto x do dominio da funcién verificase
f(—x) = f(x). Estas funcions denominanse Funcions Pares. Se temos a slUa representacion
gréfica, as funciéns pares coinciden se o dobralas polo eixe Y coinciden.

e Simétrica respecto da orixe de coordenadas, se para calquera punto x do dominio verificase
que f(—x) = —f(x). Estas funcions denominanse Funciéns Impares. Graficamente son
simétricas respecto ao orixe nde coordenadas.

/\

Avi llustracion 8: Funcion impar
llustracion 7: Funcion par Paxina 4 de 11 p
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Exemplo

Estuda a simetria das seguintes funciéns:

a) f(x) =% b) g(x) =+/x%2 -1 ) h(x) =2x+1 d)i(x) =—-=x2+4

a) Calculamos f(x) e f(-x)

f(=x) = - f(—x) = —f(x) = f é impar simétrica respecto a orixe

b) Calculamos g(x) e g(-x)
g(=x) = /(=02 —1=x> - 1= g(x) = g(—x) = g é par

simétrica respecto o eixeY

c) Calculamos h(x) e h(-x)
h(—x) = —2x+ 1 = h(—x) # —h(x) = Non é simétrica

d) Calculamos i(x) e I(-x)

i(—x) = —(—x)? + 4 = i(x) =simétrica respecto o eixe Y, é par

2.4. Crecemento e decrecemento. Maximos e minimos

Ao representar unha funcién observamos que o0 seu comportamento é diferente ao longo do
dominio, podemos visualizar que a funciéns ascende, diminle e as veces mantense.Vexamos
estes conceptos matematicamente.

Unha funcién é crecente nun intervalo se cando a variable x crece o valor da funcién, y, tamén
crece ou 0 que € 0 mesmos se: x; < x; = f(x1) < f(x3)

Unha funcién é decrecente nun intervalo se cando a variable x crece o valor da funcion, y, neses
puntos decrece, isto €: x; < x, = f(x1) > f(x3).

Unha funcion é constante nun intervalo si f(x;) = f(x;) para calquera valor de x en dicho intervalo.

a X, X, b a X, X, b a X, X, b

Funcién crecente Funcién decrecente Funcién constante

llustraciéon 9: Monotonia dunha funcién
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Unha funcién ten una maximo en x=a cando nese punto pasa de crecente
a decrecente, e unha funcién ten un minimo en x=a cando nese punto Mak
pasa de decrecente a crecente. Os maximos e minimos poden ser relativos
cando son nun entorno e absolutos cando o son en todo o dominio da
funcion.

Min

-5

llustracion 10: Maximo e minimo

2.5 Periodicidade

Na natureza existen fenomenos que se repiten en intervalos, coma € o caso das mareas, 0S
péndulos e resortes, o son,.. As funcions que describen este tipo de fenémenos se lles chaman
periddicas.

Unha funcion é periddica cando o
seu valor se repite cada vez que a i
variable independente percorre -

7 i) it 1y 3 5 4 1 2 3U 7 8 9 10 T
certo intervalo, a este intervalo se L

lle chama periodo, o designamos llustracion 11: Funcion seno
coa letra T enton f(x+T)=
f(x) = F(x + ZT) — ...

As funciéns periddicas mais importantes son as funciéns trigonométricas que son as que se definen
a partires das razéns trigpnométricas, mais adiante estudaranse con mais detalle agora vexamos a
idea grafica das funcions periddicas.

2.6 Asintotas

As asintotas dunha funcién son rectas as cales a grafica da
funciébns tende a pegarse pero nunca se tocan. Existen
diferentes tipos de asintotas o seu calculo e estudo verase en

profundidade na unidade de limites. Vexamos simplemente a '

2
idea grafica. Se debuxamos a funcion f(x) = % obtemos a

gréfica verde se debuxamos tamén a recta x=1, observamos T 7 /
gue se aproximan moito pero nunca se corta, podemos dicir // -t
gue x=1 é unha asintota da funcion. 522

llustracion 12: Asintota

2.7 Continuidade

Unha funciéon é continua graficamente se se pode debuxar sen levantar o lapis do papel. O
concepto matematico é mais complicado e traballarase en unidades posteriores. A ilustracion 10 é
unha funcién continua, mentres que a ilustracion 11 non é continua en x=1.
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3. Operaciodns coas funcions

O conxunto de operacidns que podemos realizar coas funcidns, asi como as regras que permiten
efectuar as devanditas operacions, reciben o nome de alxebra de funcions. As funcions, sempre
gue compartan o dominio, as podemos sumar, restar, multiplicalas e dividilas, e cando o dominio
dunha contefia a imaxe da outra, comporfielas.

3.1 Operacions de funcions

A suma ou resta de funciéns f e g € outra funciébn que simbolizaremos por f + g, tal que para
calquera valor, X, que pertence aos dominios de ambas funciéns verificase:

fF£9))=f(x)+g(x)

O produto de funcions f e g € outra funcién, f - g, tal que para calquera valor, x, que pertenza aos
dominios de ambas funciéns verificase:

(fF9)x) =f(x) g(x)

O cociente de funcions f e g € outra funcion, f/g, tal que para calquera valor, X, que pertenza aos

dominios de ambas funcions verificase:

<§) (x) = ggg ,cong(x) #0

Exemplos

., 3 . . .,
Dadas as funcions f(x) = x2 — 2x e g(x) = ot realiza as seguintes operacions:

a F+9  b9© o)

x3-2x%43
x

8) (F +9)()=f(0) +g(x) = ¥ — 2x + 2 =

3) _ 3x2%-6x

b) (f - 9)(X)=f(x)- g(x) = (x* — 2x) (2 =3x-6

I _f _ x*-2x _ x3-2x?
C) (g) (x) - gx) - % - 3

3.2 Composicion de funciones

A composicién de funciéns consiste en aplicar a unha mesma variable dias ou mais funciéns de
maneira sucesiva. Cando sobre f(x) actua outra funcién g, podemos falar de composicion, &
frecuente a notacion (g °f)(x) e lese “ f composta con g”. Esquematicamente:

x f(x) g(f(x))

Noméase en primeiro lugar a funcion da dereita porque é a primeira que actla sobre x. Esta
funcion (g °f)(x) estara definida cando f(x) estea no dominio de g. Podese observar que pola
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definicibn a composicion non € conmutativa é dicir, g°f non ten porque ser igual a f°g, incluso

podera pasar que unha delas non exista.

Exemplo

Calcula a composicion das seguintes funciéns f(x) = senx e g(x) =e*

a) Calculamos f°g

R > R R

x >9(x) >f(g(x))

X > e* sene*
(fe9)(x) = f(g(x)) = f(e¥) = sen e*
b) Calculamos g°f
R > R R
x f() 9(f(x))
x———> senx ——> S

(°P) () = g(F () = glsenx) = e

Observamos que a composicion non é conmutativa.

3.3 Funcién inversa

Dendtase funcién inversa ou reciproca da funcion f, a funcién que representaremos por f~! e que

verifica: f(x) =y = f i (y)=x

Como consecuencia desta relacion verificase que: (f " *°f)(x) =x e (fof Hx) =x

Isto quere dicir que f~! é a sGa vez a funcién inversa de f. Graficamente, poderemos comprobar

que as gréficas das funciéns inversas son simétricas respecto a recta L, /
y=1 "0

Debemos ter claro que unha cousa é a funcién inversa de f(x) e

bisectriz do primeiro e terceiro cuadrante, y = x.
% Fx)

2

outra cousa é a inversa da funcién f(x). Para calcular a inversa de
calguera funciébn debemos seguir unha serie de pasos que os
veremos no seguinte exemplo e tamén observaremos a diferenza

3

3

entre inversa e funciéns inversa. — ———
llustracion 13: Funciéns inversas
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Exemplo
Calcula a funcién inversa das seguintes funcions e a suas inversas:
a)f(x) =3x+2 b)g(x) =e*
a) Calculo da funcion inversa de f(x) = 3x + 2, é o mesmo escribir y = 3x + 2

e Cabiamosaxpolay=x=3y+ 2
e Despexamosay=y = xT_Z

e Escribimos a formula = f~1(x) = XT_Z

, . . _ L _ 1
Calculo dainversade f(x) =3x+2; h(x) = 705 = ez
b) Célculo da funcion inversa de g(x) = e** é o mesmo escribir y = e*

e Cabiamosaxpolay =x =eY
e Despexamosay=y =lInx
e Escribimos a féormula = f~1(x) = Inx

. . _ . - _1
Célculo da inversa de g(x) =e*; h(x) g e*

Comprobemos para o apartado a) f(x) =3x +2; f~1(x) = % gue una € inversa da outra:

N =x e (ffHE)=x

JC%ﬂx):3’”'2'—>f‘1(3x+2):w:
x%f-l(x)=x3 f(x3 >=3<x3 )+2=x

4. Uso de ferramentas dixitais

A maioria dos graficos que se poden ver nesta unidade esta realizados co programa

GeoGebra. E un programa sinxelo de manexar, simplemente basta con teclear a @
expresion da funcién e pulsar ENTER.

SeaGebra  Suite Calculadora | A/ Calc Grafica - H ABRIR SESION

D fx) = - 2x § A [

’ Sl 's! \ | | s
Vexamos algin exemplo.
Representemos f(x) = x? — 2x = - /

Tecleemos x"2-2x e demos ENTER. i

Se desexamos cambiar cores, escala,
trazo,... debermos ir a propiedades:

0 Propiedades llustracion 14: GeoGebra
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Existen mais programas informaticos como Mathway o FooPlot, cos cales tamén podemos
representar funcions son moi sinxelos de manexar pero mais dificiles de facer modificacions nas

gréficas e con algunhas restricions.

llustracion 15: FooPlot

Coma nas outras unidades recordar que as ferramentas dixitais son Utiles e nos axudan, pero
sempre e cando teflamos claros 0s conceptos son recomendables as sua utilizacion.
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