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1. Experimentos aleatorios

Cando estudamos a natureza podemos atopar dous tipos de fenémenos: fendémenos
deterministicos e fendmenos aleatorios. Os fenédmenos deterministicos, son os que podemos
predicir o seu comportamento a partires das condicidbns nas que se producen: velocidade dun
obxecto ao aplicarlle unha forza, deformacion dun resorte ao colgarlle un peso,... Os fenédmenos
aleatorios, non podemos predicir 0 seu resultado, ben porque intervén o azar, ben porque non
podemos controlar tédalas variables que inflien no proceso: lanzar un dado, resultado dun exame,
estatura que vai ter unha persoa,...

1.1 Espazo mostral. Sucesos

Moitos dos fenomenos observables tefien un resultado imprevisible: lanzar un dado, lanzar unha
moeda, 0s numeros da loteria... este tipo de fendbmenos son os que estudaremos nesta unidade e
caracterizanse por:

e Os seus resultados son imprevisibles

¢ Podemos realizar 0 experimento as veces que desexemos en idénticas condiciéns.
O que quere dicir: “ Un fendmeno aleatorio € aquel que se o repetimos, mantendo as mesmas
condiciéns o resultado non é predicible”.
Ainda que os resultados non sexan predicibles podemos cofiecer os posibles resultados do
experimento. Os experimentos poden ser simple ou compostos. Lanzar un dado e apuntar o
namero, experimento simple; lanzar didas moedas e contar 0 nimero de caras, experimento
composto.
Chamamos espazo mostral (E) ao conxunto de tédolos posibles resultados dun experimento
aleatorio. Un suceso é calquera subconxunto de E. Chamamos:

e Suceso Elemental: suceso constituido por un Unico resultado.

e Suceso Composto: suceso formado por dous ou mais sucesos elementais.

e Suceso Imposible, @: suceso que non se realiza nunca.

e Suceso Seguro, E: suceso constituido por todos os resultados da proba.

Exemplo

Consideremos o experimento aleatorio lanzar un dado. Describe o espazo mostral, os sucesos
“sacar un 3 ou 4”, “sacar par”, “sacar impar”, un suceso seguro e un suceso imposible.

Espazo mostral o conxunto formado por todos os posibles resultados E = {1,2,3,4,5,6}
Suceso “sacar un 3 ou 4”, é o conxunto A = {3,4}

Suceso sacar par, € o conxunto formado por B = {2,4,6}

Suceso sacar impar, é o conxunto formado por C= {1,3,5}

Suceso Seguro D = {Obter menos dun 6}

Suceso imposible F = {Sacar mais dun7} = @
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1.2 Operacién cos sucesos

A union de dous sucesos A e B, é outro suceso formado por tédolos sucesos
elementais que temos en A ou en B, e o denotamos como A U B. .

A interseccion de dous sucesos A e B, € outro suceso formado por todolos | isiracion 1: Union de
sucesos elementais que tefien en comun A e B, e o denotamos como A N B. sucesos

Cando a interseccion de dous sucesos é o0 sucesos imposible @ diremos que os
sucesos son incompatibles:

A e B son incompatibles © AnNB =0 llustracion 2:

Interseccién de
O suceso contrario ou complementarlo dun suceso A é outro suceso gue sucesos

denotamos por A, esta formado por tddolos sucesos elementais do espazo mostral que non estan
en A. Para o seu célculo tomaremos o espazo mostral e eliminaremos 0s sucesos elementais de A.

A diferenza de dous sucesos A e b € a interseccion do primeiro suceso co
contrario do segundo. O denotamos como A —B = AN B.

E evidente que o suceso A e 0 seu contrario A cumpren:

_ _ llustracion 3: Diferenza de
e AUA=EEspazomostrale ANA=0Q sucesos

[ ) A = [T
As leis de Morgan

As leis de Morgan permiten intercambiara union pola interseccion a través do complementario e
seran moi Utiles para o calculo de probabilidades:

1. AuB=
2. AnNB =

e NI N
o o

n
U

Exemplo

Os conxuntos A = {1,3,5},B = {1,2,3} e C = {4,5} son sucesos do experimento lanzar un dado.
Calcula AUB, AUBUC, BNC, BNE, EUB, A,A—B

AU B = {1,2,3,5}, collemos todos os elementos de A e de B

AUBUC ={1,2,3,4,5}, collemos todos os elementos dos tres sucesos
B N C = @ son incompatibles, non tefien ningun elemento en comun
B N E = B, neste caso 0s comuns son todos os de B

E U B = E, todos os elementos

A = {2,4,6}, formado polos elementos de E que non estan en A

A— B = An B = {5}, collemos os elementos comuns con A e o complementario de B
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2. Probabilidade dun suceso. Regra de Laplace

Existen duas formas de asignar probabilidades a un suceso:

a. Mediante a frecuencia relativa do suceso: A frecuencia relativa dun suceso A tende a
estabilizarse cando o numero de veces que repetimos 0 experimento € moi grande. A
frecuencia relativa dun suceso é o cociente entre o nimero de veces que ocorreu 0 suceso
e 0 nimero total de veces que realizamos o experimento.

. n? de veces que ocorre A
P(A) = lim £,(4) =

n? veces que realizamos o experimento

b. Admitindo como axiomas da probabilidade as afirmaciéns seguintes:

1. A probabilidade dun suceso A é sempre un nimero real non negativo, P(A) =0
2. A probabilidade do suceso seguro E € un, P(E) =1
3. Se A e B son sucesos incompatibles, A n B = @, entdn a probabilidade da unién é a
probabilidade da suma:
P(AUB) = P(A) + P(B)

Estes axiomas unidos ao feito de que cada suceso elemental, dun espazo mostral E de m
elementos, tefian a mesma dispofiibilidade de sair, ten unha probabilidade de:

1
namero de sucesos elementais

Obtemos que: para calquera experimento onde os sucesos tefien a mesma probabilidades de sair,
é dicir sucesos equiprobables, podemos aplicar para o calculo da probabilidade dun suceso o que
se cofiece como Regra de Laplace que nos di:

n? de casos favorables do suceso A
P(A) =

n? de casos posibles

Insistir en que soamente podemos aplicar este criterio cando 0s sucesos elementais dun
experimento tefian a mesma probabilidade de sair.

Dos axiomas podemos concluir:
1. P(@)=0
2. 0<P(A)<1 oubenqueP(4)=1-P(A)
3. Se A e B non son incompatibles =P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Demostracion:
1. SeP(E)=P(EUQ)=P(E)+P@)=1=>P®)=0
2. SeP(A)>0,comoP(E)=P(AUA)=P(A)+P(A)=1=>PA)=1-P(A)e0<PA)<1
3. Se A e B non son incompatibles a interseccién non € valeira entéon temos que restar a
probabilidade desta, xa que se non estariamos contando duas veces esa probabilidade
=>P(AUB) = P(A)+ P(B) —P(ANB)
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Exemplo 1

Unha urna de 5 bolas azuis, 2 vermellas e 3 verdes. Se sacamos unha bola ao azar, cal é a
probabilidades de que sexa verde?

O primeiro que temos que mirar € se 0S suceso son equiprobables, para poder aplicara a
Regra de Laplace, efectivamente ten a mesma probabilidade de sair a vermella que a verde e
que a azul.

Determinamos 0s casos posibles e os casos favorables os suceso pedido:
Casos posibles: 10 bolas (o total)
Casos favorables: 3 (temos tres bolas verdes)

Chamemos A: “ a bola sexa verde”
P(A)=2=03
T 10

Exemplo 2

Ao tirar un dado, cal é a probabilidade de que saia nimero par? Cal é a probabilidad de que
non saia numero par? Cal é a probabilidade de que saia un nimero menor de 7? Sexa 0
suceso B={4,5} e 0 suceso A saia par, cal &€ a probabilidade de A u B?

O suceso sair par é A = {2,4,6}, tres casos favorables e seis posibles P(A4) = % = %

O suceso non par o podemos calcular de varias formas unha delas polo contrario:

PA)=1-PA) =1 3 _3
(A)=1-P(A) = 5 %

P(un nimero menor que 7) = P(E) = 1; neste experimento € un suceso seguro

Os sucesos A e B tefien interseccion non valeira, isto € non son incompatibles, enton:

2
3

N -

P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(ANB) =5 += —

3. Técnicas de reconto

Para poderes aplicar a Regra de Laplace é necesario contar os casos posibles e os casos
favorables dun experimento, cousa que non sempre é doado de facer. A combinatoria
proporciénanos unha serie de formulas e procedementos para contar de cantos xeitos diferentes
pddese facer unha eleccion de varios obxectos de entre unha coleccion.
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3.1 Principio da adicién e do produto
Principio de adicion:

Se un suceso, 4, pbdese realizar de m formas diferentes e outro suceso, B, pédese facer de n
formas distintas e son sucesos incompatibles, é dicir AN B = @, entdon A U B podese facer de m +n
formas diferentes. Este principio podese xeneralizar para mais sucesos sempre que sexan
incompatibles.

Principio de multiplicacién:

Se un suceso, A, podese suceder de m formas distintas e outro suceso, B, pode ocorrer de n
formas, entén o suceso 4 e, a continuacién, B sucede de m - n formas distintas.

Exemplo 1

Cantos resultados diferentes podemos obter ao lanzar un dado e unha moeda?
Nunha moeda obtemos: cara e cruz = 2 resultados
Nun dado obtemos: {1,2,3,4,5,6} = 6 resultados

Polo tanto, aplicando o principio da adicion, obtemos 2 + 6 = 8 resultados diferentes.

Exemplo 2

Se unha persoa ten 5 camisas e 4 pantalons, de cantas formas diferentes poderase vestir?

Aplicando o principio de multiplicacion poderase vestir: 5 - 4 = 20 formas diferentes

3.2 Combinatoria
Variacions sen repeticion

Unha variacion sen repeticién de m elementos tomados de n en n, m = n, son os distintos grupos
de n elementos que se poden formar cos m elementos dun certo conxunto de tal xeito que non se
pode repetir ningun.

O numero de variacions de m elementos tomados de n en n, 1, ,,, € igual ao produto de multiplicar
n factores partindo de m e decrecendo dun en un:

Van=m-(m—-1)-(m—-2)-...(m—-n+1)

Para identificar unha variacién sen repeticibn temos que ter en conta:
¢ Non se collen todos os elementos do conxunto de partida.
e Importa a orde.
¢ Ningun elemento aparece duas veces na mesma variacion, non se repiten.
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Exemplo 1

Co conxunto A={1,2,3,4}. Cantos numeros de duaas cifras podemos formar con ditos elementos
de forma que unha mesma cifra non podera aparecer dlas veces no niumero.

Se o intentamos facer de forma manual deberemos seguir unha orde para non esquecer
ningun:

Comezan por 1 Comezan por 2 Comezan por 3 Comezan por 4
12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43

Observamos que os posibles resultados son 12.

Identifiquemos a situacion: Non se collen todos os elementos de partida, importa a orde e non
poden aparecer dias veces, enton seria unha variacion sen repeticion: V,, = 4 -3 = 12

Exemplo 2

De cantas formas diferentes pédese formar un podio nunha carreira de 100 metros con 8
atletas?

Neste caso tratar de facelo de forma manual se complica. Identifiquemos a situacién: Non se
collen todos os elementos de partida, importa a orde e non poden aparecer dias veces, enton
seria unha variacion sen repeticion: Vg3 = 8- 7 - 6 = 336 posibilidades.

Variacions con repeticion

Unha variacion con repeticion de m elementos tomados de n en n, m > n, son os distintos grupos
de n elementos que se poden formar cos m elementos dun certo conxunto. O nimero de variacions
con repeticion de m elementos tomados de n en n, denoétase por VR, ,,, € calculase coa formula:

VRpn =m"

Para identificar unha variacion con repeticion temos que ter en conta:
¢ Importa a orde.
e Os elementos do conxunto inicial poden aparece dias veces ha mesma variacion.

Exemplo

Co conxunto A={1,2,3,4}. Cantos numeros de duas cifras podemos formar con ditos elementos.

De forma manual deberemos seguir unha orde para non esquecer ningun:

Comezan por 1 Comezan por 2 Comezan por 3 Comezan por 4
12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43
11 22 33 44

Observamos que os posibles resultados son 4 - 4 = 42 = 16.

Variacion sen repeticion: VR, , = 4? = 16
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Permutacions

Chamase permutacions ao numero de posibilidades que podemos obter dun conxunto de n
elementos, designase por P, e lese permutacions de n elementos. Calculase como o factorial de n:

Bo=nl=n-(n—-1)-n—2)-..-3-2-1

Para identificar unha permutacion temos que ter en conta:
e En cada grupo se toman todos os elementos de partida.
e A orde importa.
¢ Non se repiten dentro do mesmo grupo.

Exemplo

Co conxunto A={a, b, c}. Cantas palabras de 3 letras se poden forma, de forma que non pode
aparecer unha letra duas veces.

Intentemos facelo de forma manual deberemos seguir unha orde para non esquecer ningun:

Comezan por a Comezan por b Comezan por c
abc bac cab
acb bca cba

Observamos que os posibles resultados son 6.

Permutacions: P; =3!=3-2-1=6

Combinacions

Chamamos combinacions de m elementos tomados de n en n, con m = n,, aos distintos grupos de
n elementos distintos que se poden formar a partir dun conxunto de m elementos diferentes entre
si, de tal forma que cada grupo se diferenza dos outros polos elementos que o forman, non pola
orde en que aparece. Denotase como C,, , e calctlase:

m!

Cpp=——
™l (m—n)!
Para identificar as combinaciéns teremos en conta:

¢ Non se colle todos os elementos de partida.

¢ Non importa a orde.

¢ Ningun elemento aparece dias veces no mesmo grupo.

, , L, . . m
Ao numero C,, , se lle chama tamén nimero combinatorio, e se representa por (n) e lese m sobre

m
n. Gnn = (n)
Importante:
ol=1

(0)=(n)=
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Exemplo

Os resultados son 4 formas de elixir.

Cantos equipos diferentes de 3 persoas pddense formar entre os 4 traballadores dunha oficina.

Chamamos aos traballadores A,B,C e D. Non importa a orde e non se poden repetir, 0s equipos
gue podo formar son: ABC, ACD, BCD, ABD

Nesta situacion os equipos son combinacions de 4 elementos tomados de 3 en 3:

Ca3 = (

3/ 31 (4—-3)

3.3 Uso da calculadora para o calculo de permutaciéns e combinacions

A calculadora é unha ferramenta que nos axuda a realizar moitos destes célculos, vexamos as

distintas teclas que nos serven de axuda:

Para o calculo do factorial dun nimero: esta operacién a podemos facer coa calculadora usando a
tecla x!. Tecleamos o nimero a teclas SHIFT x~1 =

5 g X" llogsdl | In
log A FACTB X/ L Arcsen 0 Arccos & Arctan F
(=) 'eom X7 |sen | cos | tan
RECALL - 1 X Wedy M- W

STO | ENG ( ) Se0 | M+

7 8 9 [N

4 5 631 XJl =

Pol Rec

ncr

RESET _  INS U OFF
.

Para o célculo dun nimero combinatorio: esta operacion a podemos realizar coa
axuda da tecla nCr. Para o calculo de C, 3 = 4, debemos teclear 4SHIFT nCr 3 =

Factorial

N° combinatorio

llustracion 4: Calculadora

4. Aplicacion da combinatoria ao calculo de probabilidades

A combinatoria como xa dixemos, permitenos calcular o nimero de casos posibles e favorables
dun experimento para logo poder aplicar a Regra de Laplace.

Exemplo

de anteman se senten xuntas?

Un grupo de 5 persoas séntanse nun banco. Cal é a probabilidade de que duas persoas fixadas

Casos favorables: Hai duas persoas que consideramos como un grupo, coma se foran unha
persoa Unica, entdn haberia 4! = 24 formas de sentarse, a maiores esas duas persoas
poédense intercambiar, asi que temos 2 - 4! = 48 formas.

Casos posibles: cantidade de formas nas que se poden sentar todo o grupo 5! = 120

P(Sentarse xuntos) = —— = 0,4

48

120
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5. Probabilidade condicionada

A probabilidade dun suceso A pode verse afectada se ocorreu previamente outro suceso B. Para
medir a influencia entre eses sucesos, definese a probabilidade de A condicionada por B, e se
designa como: P(A/B)

Esta probabilidade obtense a través da formula P(A/B):% ou P(B/A) = %
Das expresion anteriores deducese: P(ANB) = P(A/B) - P(B) = P(A) - P(B/A)

Un experimento é composto se esta formado por varios experimentos simples, simultaneos e
sucesivos. Por exemplo lanzar un dado e unha moeda, lanzar ddas moedas. A confeccién dun
diagrama de arbore, visto en cursos anteriores, facilita o calculo do espazo mostral e simplifica o
célculo das probabilidades condicionadas.

Exemplo

Se nunha urna temos 5 bolas de igual tamafio, 3 negras e 5 brancas, extraemos una bola ao
chou, obsérvase e non se devolve a urna, extraemos outra bola.

A probabilidade de que a primeira bola sexa negra (N) ou branca (B) é: P(N) = % eP(B) = 3

5
En cambio, as probabilidades de que a segunda bola sexa negra ou branca non se mantén, xa
gue os casos varian segundo o que pasara na primeira extracciéon. Vexamos cun diagrama de
arbore as posibles situacions:

4/7 B=BB
B
7
5/8 N = BN
s;  B=NB

3/8

N
ZNN = NN

22 pbranca se a 12 foi branca: P(22B/12B)= ;
22 branca se a 12 foi negra: P(ZéB/laN):g
22 negra se a 12 foi branca: P(ZQN/laB):g
22 negra se a 12 foi negra: P(ZQN/laN):é

Pbédese observar que nun diagrama de arbore as probabilidades condicionadas coinciden coas
segundas ramas.

Se o0 que temos que calcular é por exemplo a probabilidade de 12 B e 22 N:

P(12B N 22N) = P(12B) - P(22N/12B)=2 -2 = 2

Para o célculo destas probabilidades deberemos seguir o camifio dentro do diagrama de arbore.
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Cando na informacién do problema temos datos de intersecciéns, “e” en linguaxe coloquial € non
temos datos de sucesos condicionados son moi Utiles as tdboas de contixencia.

B B Total
A P(AnB) | P(AnB) | P(A)

A P(AnB) | P(AnB) | P(A)
Total P(B) P(B) 1

Vexamos un exemplo do seu uso.

Exemplo

Nunha clase de 25 alumnos e alumnas. Temos 10 rapazas e oito delas aproban matematicas.
Dos rapaces aproban matematicas 9. Calcula a probabilidade de “aprobar sabendo que é

rapaza’

Chamemos ao suceso A="aprobar mate” e suceso B="ser rapaza”, entdn os sucesos contrarios
seran A = "suspender mate" e B = "ser rapaz"

Recollamos os datos que temos nunha taboa e completamos:

B B Total
A 8 9
A
Total 10 25
B B Total
A 8 9 17
A 2 6 8
Total 10 15 25

* “aprobar sabendo que € rapaza” P(A/B) = %

* “suspender mates” P(suspender) = %

6. Sucesos dependentes e independentes

Dous suceso A e B son dependentes cando a realizacion dun deles condiciona a probabilidade do
outro. Verificase: P(A/B) # P(A), verificando que P(B) > 0.

Segundo a definicion da probabilidade condicionada verificase: P(ANB) = P(A/B) - P(B)

Dous sucesos A e B son independentes se a probabilidade dun deles non depende de que se
verifigue o outro. Se dous sucesos son independentes verificase

P(AnB)=P(A/B)-P(B) = P(B) P(B/A)=P(A)P(B)
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Exemplo 1

Lanzamos dous dados, calcula a probabilidade de “5” no primeiro e un “par” no segundo.

Son sucesos independentes enton a probabilidade da interseccién coincide co produto das
probabilidades:

P(un5no 12 e parno 22) = P(un5en 12 dado) - P(par en el 22 dado) =

Nl =
ol w
|

Exemplo 2

Se nunha urna temos 5 bolas de igual tamafio, 2 negras e 3 brancas, extraemos una bola ao
chou, observase e devoélvese & urna e extraemos outra bola. Cal sera a probabilidade de que
a primeira fora branca e a segunda negra?

De novo son sucesos independentes:

_6 = 0,24
250 7

ul|l w
U1l N

P(BNN) =

Exemplo 3

Nunha urna temos 3 bolas brancas, 2 azuis e 5 vermellas. Calcula a probabilidade de obter dias bolas
vermellas se extraemos a bola a notamos o seu color e sen devolvela extraemos outra bola.

Neste caso o espazo mostral varia, os sucesos son dependentes:

4'—02
9_ ’

o]«

PV NV)=PW)-PV/V)=
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Autoria:

Licenza: Dominio publico
Procedencia:https://bioprofe.com/wp-content/uploads/2019/04/Captura-de-
pantalla-2019-04-01-a-las-13.02.16.png

llustracion 3: Diferenza de sucesos

Autoria:

Licenza: Dominio publico
Procedencia:https://bioprofe.com/wp-content/uploads/2019/04/Captura-de-
pantalla-2019-04-01-a-las-13.02.16.png

llustracién 4: Calculadora

Autoria: Elaboracién propia
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