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DERIVADA DUNHA FUNCION E AS SUAS APLICACIONS

1. Derivada dunha funcién nun punto

En moitas ocasions realizamos calculos de valores medios. Por exemplo, a velocidade media foi de
110km/h, o consumo medio de auga foi de 50l/dia... Os calculos dos valores medios son
importantes, pero moitas veces é mais importante o valor instantaneo, por exemplo a velocidade
gue leva un coche nun determinado instante durante unha competiciébn. Para resolver este
problema é necesario o concepto de variacion instantanea dunha magnitude en funcién doutra, que
€ 0 concepto de derivada

1.1 Taxa de variacion media dunha funcién

A taxa de variacion media dunha funcién f(x) nun intervalo [a, b] é 0 cociente entre a variacién da
funcion f(x) e a variacion da variable independente X, no intervalo. Represéntase por TVM|a, b] e
calculase como:

TVM|[a,b] = f—(b;:g (@) ’

Este valor coincide coa inclinacion, pendente, da recta secante f
a funcién que pasa polos puntos P(a, f(a))e Q(b, f(b)), como Q [ Recta

. . f(b) secante
podemos observar na seguinte imaxe, recordade que en =)

f(a)
unidades anteriores traballouse o concepto de pendente dunha

Ay _ f)-f(o)
Ax Y1—Yo a b x

recta e calculabase como: m =

llustracion 1: Taxa de variacién media

Exemplo

2
Calcula a taxa de variacion media de f(x) = x: — 1 no intervalo [2,6]:

6)—f(4) 8-0 8
TVM[4,6]:f(2_£()=6_2=Z:

Podemos ver que a interpretacion xeométrica da taxa de variacion media coincide coa pendente

do segmento que une o0s puntos A(2,0) e B(6,8) de unidades anteriores para calcular a
Ay 8

pendente tifiamos que m = = =~ = 2. /y

O valor da pendente igual a TVM. *

TN

llustracion 2: Exemplo de Taxa de
variacion media
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1.2 Derivada dunha funcién nun punto

Definimos a derivada dunha funcion y = f(x) en x = a como o limite das taxas de variacion media
no intervalo [a, a + h] cando h tende a cero e represéntase como:

, - fla+h) - f(a)
f@ ==

f’(a) lese como f prima de a, ou a derivada de f en a, se existe este limite e € finito dicimos que a
funcion f(x) é derivable en x = a. Calcular a derivada dunha funcion nun punto supon entén o
calculo dun limite. Se este limite existe, dise que a funcion € derivable nese punto.

Exemplo

Calcula a derivada da funcion f(x) = x? — 6x + 11 no punto x=4, é dicir f"(4).

)  f@G+h-f4 . (A+h?*-6(4+h)+11-3  16+h?+8h—24—6h+8
f'(4) = lim = lim = lim
h—-0 h h—0 h h—0 h
lim hii2n 2IND simplificamos a expresion lim(h + 2) = 2
h-0 h 0 h—0

Enton f'(4) =2

Tendo en conta que a derivada nun punto € o limite da TVM chamase tamén, taxa de variacion
instantanea.

1.3 Derivadas laterais

Definimos as derivadas laterais de f en x = a como 0s seguintes limites:

fla+h)—f(a)
h
fla+h)—f(a)
h
Deducimos que para que a funcion sexa derivable as derivadas laterais deberan ser iguais.

e Derivada & esquerda: f'_(a) = limy_o-

e Derivada a dereita: ', (a) = lim,_y+

1.4 Interpretacion xeométrica da derivada. Recta tanxente e normal

Xeometricamente a derivada dunha funcién nun punto € a pendente da recta tanxente a gréafica
nese punto. Se nos fixamos na gréafica do debuxo seguinte, podemos ver que a taxa de variacion
da funcion f(x) no intervalo [a, a + h] € a pendente da recta secante a curva que pasa polos puntos
PeQ. o

v=fix) |
F

Cando h tende a cero, tense: Ha+h

a) O punto Q deslizase sobre a curva acercandose ao punto P, ol
e as rectas secantes que se van debuxando tende a recta

/ fla+h) - fla)

tanxente a curva no punto P, con abscisa x=a. p, _—

llustracion 3: Interpretacion da derivada
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b) As TVM tenden, por definicion, a derivada da funcion no punto, € dicir, a f'(a).

Polo tanto, a pendente da recta tanxente da funcién f(x) no punto de abscisa x=a é a derivada da
funcién nese punto, é dicir, f'(a). A vista da imaxe, tamén se pode concluir que se a derivada &
positiva e a grafica crece e se a derivada é negativa a grafica € decrecente.

Recta tanxente e normal
Unha das formas de calcular a ecuacion dunha recta é utilizar a ecuacion punto pendente:

y —yo = m(x — X,), onde m é a pendente e (xq,y,) un punto da recta. Polo visto na interpretacion
grafica a derivada coincide coa pendente, entén a ecuacion dunha recta tanxente a unha funcién
f(X) no punto x=a, transférmase na seguinte expresion:

y—fla)=f(a)(x—a)
Polo visto en cursos inferiores a recta normal a f en x = a € unha recta perpendicular a recta
tanxente en dito punto. Dado que as rectas son perpendiculares, a pendente da normal, m’, verifica

,_ -1 , . .
quem’ = — tendo en conta que m = f’(a) a ecuacién da recta normal de f en x = a sera:

y=f(@) =75 (-

Exemplo

Calcula as rectas tanxente e normal a grafica da funcion f(x) = x? — 6x + 11 no punto x=4

a) Calculamos o punto P, neste caso (4, f(4)) = (4,3)
b) A derivada da funciéon no punto x=4, o calculamos no exercicio anterior =f'(4) = 2
¢) Ecuacion da recta tanxente:

y=—f@=f(@kx-a)=y-3=2(x-49)=>y=2x-5
d) Ecuacion da recta normal:

=1 (- —3="L(x— =1
y—f(a)—f,(a)(x a) >y-3=—@x-4H=>y=--x+5

2. Funciéon derivada

No apartado anterior calculamos a derivada dunha funcién nun punto, no obstante, o procedemento
para calcular a derivada € un tanto tedioso, polo tanto € léxico que tratemos de atopar unha férmula
ou funcién que nos proporcione a derivada dunha funcién nun punto calquera, xorde enton o
concepto de funcion derivada.

A funcién derivada dunha funcién f(x) é a que asocia a cada valor da variable x o valor da derivada
nese punto e calculase como:

,  fx+h) - f(x)
Fo0 = =7

af
x

Represéntase por f(x), y o
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Xa que a derivada dunha funcion ven definida por un limite para que exista deberan de existir os
limites laterais e coincidir, polo tanto a funcion deberd ser continua, isto €, unha condicién
necesaria pero non suficiente, o que quere dicir, € que unha funcion debera ser continua para que

sexa derivable, pero podera ser continua e non derivable. O que se pode escribir como:

Se f é derivable en x = a, enton f é continuaenx = a

Exemplo
Calcula a derivada da funcion f(x) = x? — 3 nos puntos x=-2 e x=1.

. h?+2xh
lim =
h—0

2_o_ 2_
Calculamos a funcion derivada f'(x) = lim (x+h) 2 @3 -

2IND
0
lim(h + 2x)=2x

h—0

Polo tanto a funcion derivada é: f’(x) = 2x, con dita expresion podemos calcular a derivada
en calquera punto sen mais que substituir e non ter que facer de novo o limite.

No punto x=-2= f'(=2) = 2(-2) = -4

No punto x=1= f'(1) = 2(1) =2

2.1 Tdboa da derivada das funciéns mais usuais

Do mesmo xeito que no exemplo anterior, podemos obter a derivada de todas as funciéns
elementais. Sen embargo, seria moi laborioso utilizar a definicion cada vez que temos que calcular
unha derivada. Por elo, elaborouse unha taboa coas derivadas das funcibns mais usuais, que se
debe de memorizar, para obter a derivada de calquera funcién sen ter que recorrer continuamente
a definicion.

Funcions Derivadas Exemplo
Polinbmicas
y=k y =0 y=7 y=0
y=x y =1 y=x y =1
y =x" y =nx"1 y =x5 y = 5x*
Exponenciais
— X y =e* y=e* y =e*
=a* vy = a*lna y=3* y = 3*In3
Logaritmicas
y = lInx y =1/x y = Inx y =1/x
= 1 = 1
y =log,x y=— y =loggx y = ——
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Trigonométricas

y = senx Yy’ = cosx y = senx Yy’ = cosx

Yy = CcoSx y = —senx Y = COSX y = —senx

y = tanx y = 1 y = tanx Y = 1
cos?x cos?x

2.2 Regras de derivacién

Xa cofiecemos as derivadas das funcion elementais. Agora estudemos algunhas regras de
derivacién que nos permitan calcular a derivada das funcions que derivaban das da tdboa anterior.
e Derivada da suma ou resta de funcions: é a suma ou a resta das derivadas de ditas
funciéns:

[fe) £ 9] = f(x) £9°(x)

e Derivada do produto dun nimero por unha funcién: é o produto do niumero pola derivada da
funcion:

[ef ()] = kf"(x)

e Derivada do produto de funcions: é a derivada da primeira funcion pola segunda sen derivar
mais a primeira sen derivar pola derivada da segunda funcion:

[F () -g()]" = fF(x)g(x) + fF(x)g"(x)

o Derivada dun cociente de funciéns: é outro cociente tal que no numerador é a derivada do
numerador polo denominador sen derivar menos o numerador sen derivar pola derivada do
denominador. E no denominador o cadrado do denominador sen derivar.

[f<x) Pk ~ fg®
g(x) g(x)?

Exemplos

Calcula a derivada das seguintes funcions:

1
Of@=-3 D=2 of== Of@W=Vx &fx)=6"
) f(x)=x%+senx g)f(x) =3x* h) f(x) = xcosx i) f(x) =z—z
a) f(x) =—-3 = f'(x) = 0; derivada dunha constante

b)f(x) = x® = f’(x) = 3x?; derivada dunha potencia

of(x) = i =x"1s f(x)=-1x"2 = _—1; derivada dunha potencia

x2

Af(x) =Vx3 =x3/2= f'(x) = %xl/z = %\/E : derivada dunha potencia
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e) f(x) =6 = f'(x) = 6%In6; derivada dunha exponencial
) f(x) =x? +senx = f'(x) = 2x + cosx; derivada dunha suma
g)f(x) = 3x* = f’(x) = 12x3; derivada dunha constante por unha funcion

h) f(x) = xcosx = f'(x) = cosx + x(—senx) = cosx — xsenx; derivada dun produto

x Xy2_ X X (e X (e . .
D fx) = % > f(x) =25 xf 2% _ xe S 2 _¢ (;‘3 2 - derivada dun cociente.

2.3 Derivada da funcion composta: Regra da cadea

A regra da cadea é sen dubida a regra mais importante das derivadas. A regra da cadea permite
calcular a derivada da funcién composta, é dicir, a derivada dunha funcién que a sla vez é unha
funcion doutra funcion, isto é para derivar unha funcion da forma y = f(g(x)) = (g°f) (%)

[N =g (F(0) - f (%)

Exemplo

Calcula a derivada de f(x) = senx3

Aplicaremos a regra da cadea =f"(x) = cosx3 - 3x? = 3x%cosx3

2.4 Derivadas sucesivas

As derivadas sucesivas dunha funcion f(x) represéntase por:

OO, £, f1V () ...

Exemplo

Calcula as derivadas sucesivas de f(x) = 3x*

f(x)=12x3 f"(x) =36x% f"(x)=72x fV(x) =72 fV(x)=0,f""(x) =0..

3. Aplicacions das derivadas

A derivada dunha funcién nun punto é a variacion instantanea desa funcion, a pendente da recta
tanxente a curva nese punto. Isto permite estudar o crecemento e decrecemento dunha funcién o
gue nos vai facilitar o trazo da sua gréfica.
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Hai que ter presente que as funciéns precisan ser derivables nos puntos de estudo. Pero en que
puntos unha funcion é derivable? O que se dixo na unidade de continuidade e limites en relacién
coa continuidade segue sendo certo. As funcion usuais: polinémicas, racionais, con radicais,
exponenciais, logaritmicas son continuas e derivables en todos os puntos do seu dominio. As
funcions definidas a anacos seran derivables se cada funcion o é no seu intervalo de definiciéon e
nos puntos de cambio de definicion precisamos estudar as derivadas laterais estas deberan
coincidir para que exista a derivada.

Conclusion:

Para que unha funcién sexa derivable nun punto x=a son precisa duas condicions:
e Que afuncidn sexa continua en dito punto.
e Que as derivadas laterais existan e sexan continuas.

Respecto a continuidade e derivabilidade temos que ter presente:
e Siunha funcién € derivable en x=a = f(x)é continuaenx = a
e Siunha funcion é continua en x=a;é» f(x) é derivableen x = a

3.1 Crecemento e decrecemento dunha funcién

Como xa vimos na interpretacion xeométrica da derivada, o seu valor estad relacionado coa
pendente da recta tanxente, e podemos concluir que se a pendente é positiva, a derivada € positiva
e a funcion é crecente. Se a pendente é negativa, a derivada € negativa e a funcién é decrecente.

Chamamos puntos singulares dunha
funcibn aos puntos de tanxente
horizontal, é dicir, aos puntos nos que a
derivada é cero, neste puntos a funcién
nin crece nin decrece. Entre eles
estudaremos este curso 0s maximos e
0S minimos.

Y

' (x)<
T

llustracion 4: Comportamento da derivada dunha funcién

Entén, estudar o0 crecemento e

decrecemento dunha funcion mediante a sua derivada consiste en estudar o seu signo. Vexamos
como se calculardn os intervalos de crecemento e decrecemento coa axuda da derivada, o
procedemento sera o seguinte:

e Resolvemos a ecuacion f’(x) = 0. As suas solucions son os posibles méaximos e minimos
relativos da funcion.

e Realizamos un esquema para estudar o signo da derivada nos intervalos que definen os
puntos calculados anteriormente.

e En cada intervalo estudamos o signo da derivada que determinar4 a monotonia da funcién,
isto € o crecemento ou decrecemento se:

Se f'(x) > 0 a funcién é crecente
Se f'(x) < 0 a funcién é decrecente
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¢ Nos puntos onde cambie a monotonia teremos un extremo maximo ou minimo segundo
pase de crecente a decrecente ou ben de decrecente a crecente, respectivamente.

Exemplo

Calcula os puntos singulares de f(x) = x3 — 3x. Monotonia e extremos da funcion.

1. Resolvemos f'(x) =0 = f'(x) =3x2—-3=0> {xx_ _11 Este puntos son os puntos
singulares, os posibles maximos ou minimos.

2. Estudamos os signo dos intervalos nos que queda dividida a recta real:

Intervalos (—o0,—-1) (-1,1) (1, 0)
Signo de f’ f'(=2)>0 f(0)<o0 f(2)>0
Monotonia f crecente f decrecente f crecente

3. No punto de abscisa x = —1 temos un méaximo, as coordenadas son (-1,2)
No punto de abscisa x = 1 temos un minimo, as coordenadas son (1,-2)

3.2 Representacion gréafica das funcions coa axuda da derivada.

Coa axuda das derivadas a representacion das funcions volvese mais sinxela, neste curso veremos
soamente a representacion das funcions polinémicas e deixaremos as funcidns racionais para
CUrsos superiores. Vexamos 0S pasos a seguir para a representacion dunha funcién e logo
vexamos un exemplo onde faremos uso de moitos dos contidos aprendidos. O proceso para o
célculo deste pasos traballaronse nas unidades anteriores relacionadas coas funcions.

Domino de definicion

Simetrias: pode ser par, impar ou non simétrica.

Cortes cos eixes: cortes co eixo OX e corte co eixo OY.

Asintotas: asintotas verticais, horizontais e oblicuas.

Monotonia da funcién: crecemento e decrecemento da funcién. Calcularemos neste
apartado os posibles extremos da funcién: maximos e minimos.

6. Representacion grafica: recolleremos nunha grafica toda a informacion obtida antes, se é
preciso poderase completar calculando alguns valores.

A S
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1.

2.

Exemplo

Representa a funcién polindmica f(x) = x3 — 3x

Dominio: Dom f =R, por ser un polinomio é continua en todo o seu dominio.
Simetria: f(x) = x® — 3x; —f(—x) = —(—x3 + 3x) = x® — 3x deducimos que é impar.

Cortes co eixe OX, resolvemos a ecuacion: x3 —3x =0=x = 0,x = +3
Os puntos son (0,0) (v/3,0) e (—/3,0). Entre estes puntos atopase o corte co eixe OY.

Asintotas: as funcidéns polinébmicas non tefien ningun tipo de asintotas.

Monotonia: maximos e minimos:
fo)=3x2-3=0={*"1

N
_,_3_2?10|

2 3 4

As frechas indican o signo da derivada en cada un dos intervalos, visto no exemplo
anterior:

(—o0,—1) crecente, (—1,1) decrecente, (1, ) crecente
No punto de abscisa x=-1 temos un méaximo, as coordenadas son (-1,2)

No punto de abscisa x=1 temos un minimo, as coordenadas son (1,-2)

6. Representamos toda a informacion é obtemos:

4 -3

llustracion 5: Representacion funcién polinémica
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4. Recursos informaticos

Todos os graficos desta unidade estan realizados co programa GeoGebra. Como xa mencionamos
en unidades anteriores € un programa sinxelo de manexar, onde podemos representar calquera
tipo de funciéns. Ademais tamén se poden calcular as derivadas das funciéns e asi comprobar os
resultados obtidos, teremos que usar o comando Derivada que podemos atopar na calculadora do
programa, teremos que introducir a funcion. Tamén se pode calcular a derivada nun punto, co
comando axeitado.

GeaGebra  Suite Calculadora | A/ Calc Grafica ~

+ Der H 3y
Algesra Derivada 4 Derivada @
Derivadalmplicita 4
& Derivada( Funcién )

DerivadaN 4
Derivada( Curva )

(
. R (
DerivadaParamétrica *
Derivada( Funcién, Numero )
Derivada( Funcion, Variable }
Derivada( Curva, Namero )

Pariua; Aal EunciAn Variahla Mimars §

llustracion 6: Programa Geogebra

Péaxina 10 de 11



CONSELLERIA DE CULTURA,
EDUCACION, FORMACION
PROFESIONAL E UNIVERSIDADES

IES SAN CLEMENTE

Plataforma educativa da formacién a distancia
www.iessanclemente.net

EX XUNTA
8¢ DE GALICIA

Licenzas das ilustracions

llustracion

Recurso

llustracion 1: Taxa de variacion media.

Autoria:
Licenza: Publica

Procedencia: Guias para o bacharelato(LOMCE). Conselleria de cultura e

Educacién, formacion Profesional e Universidades.

llustracion 2: Exemplo de Taxa de variacion
media

Autoria: Elaboracién Propia

llustracion 3: Interpretacion da derivada

Autoria: Elaboracion Propia

llustracion 4: Comportamento da derivada dunha
funcion

Autoria:
Licenza: Publica

Procedencia: Guias para o bacharelato(LOMCE). Conselleria de cultura e

Educacion, formacion Profesional e Universidades.

llustracion 5: Representacion funcion polindmica

Autoria: Elaboracién Propia

llustracion 6: Programa Geogebra

Autoria: elaboracién Propia

Paxina 11 de 11




