Exercicios 5. Matrices e determinantes

1. Extraordinaria 2025 Dadas as matrices

a) Que condicidn ten que cumprir k para que A sexa invertible? Calcule AL

cando sexa posible.

b) Para k = 0, calcule a matriz X que satisfai a igualdade AX — A= B2+ A"

sendo A’ a trasposta de A.

Solucion:

a) A matriz ten inversa se o determinante € distinto de O.

|Al=4k+2—-1—4k=1#0

A é invertible para calquera valor de k.

1 (Adi(A)*
A=A

4k—1 —(2k—1) =2
Adi(A) = | —2k k —(-1)

2 -1 k
4k—1 —2k 2
At=1l1-2k Kk -1
2 1 0

b) Resolvemos a ecuacién matricial: AX—A = B>+AT = AX = B>+AT+A
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0o10|[o010 100
B=1100||100[=]010
001/ \oo01 001
100 121 120 34 1
AX=lo 1 0|+]|2 4 1|+]|241|=]4 9 2
00 1 010 110 121
34 1 10 2\ (341
ATAX = A4 9 2 = X =11 0 1|4 9 2| =
121 21 0/ \1 21
-1 0 1
2 20
210

2. Ordinaria 2025 Responda as duas cuestiéns seguintes:

a) Se A= ache o, B € R tales que A> + aA+ B/ =0, onde | e
2 —1

0 son as matrices identidade e cero, respectivamente.

b) Calcule a matriz cadrada X tal que XA =B, se A= e

B = . Son iguais XA e AX?
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Solucion:

a) Calculamos A?:

2 5 2 5 14 5
A? = =
2 —1 2 -1 <2 11
Logo a expresion que temos é:
14 5 2 5 10 0 0
+ o + B =
2 11 2 -1 01 0 0
14 5 2a ba B 0 00
+ + =
2 11 20—« 0 B 00
14 +2a+ 0 5+ 5a 00
24+ 2a 11—a+p 00
Igualando os elementos das matrices temos que a = —1e 8 = —12

b) Resolvemos a ecuacién matricial: XA=B = XAA '=BA! — X =

BA™!
Temos que |A| = 1, logo existe matriz inversa. A calculamos cos menores e
temos que:
1 0
At =
-1 1
Logo:
21 1 0 11
X = =
11 -1 1 01

Respondendo & pregunta: son iguais XA e AX. En principio non o son xa
que a conmutatividade no producto de matrices non se cumpre, pero podemos

comprobalo. Por un lado XA =B
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AX = . =
11 01 1 2

Polo tanto, non son iguais XA e AX.

3. Extraordinaria 2024 Se A = , dea resposta aos dous apartados se-
guintes:

a) Calcule os valores de x e y que fan que A conmute con todas as matrices
antisimétricas X de orde 2, é dicir, que fan que se cumpra a igualdade

AX = XA para toda matriz antisimétrica X de orde 2.

b) Se x = —1 e y = 1, calcule a matriz M que satisfai a igualdade 2M =
Al — AM.

Solucién:

a) A matriz antisimétrica é a que cumpre X = —X". Vexamos que ten que

cumprirse nos seus termos para que se verifique isto:

—b —b

a b a c —a —c
X = Xt = — Xt =
c d b d —-b —d
Para que se cumpra X = —X'temosquea= —a,b= —c,c = —b,d = —d,
0 b
logo X é da forma: X =
—b O
11 0 b —-b b
AX = =
Xy —b 0 —by bx
0 b 1 1 bx by
XA = =
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1/10 —1/5

175 LAl
6 —3
4. Ordinaria 2024 Sexan A e B duas matrices tales que A+ 2B = o

0 3

4 -1

A+ B =
0 2
a) Calcula A%,

b) Calcula a matriz X que satisfai a igualdade A2°X — (A+ B)" = 3/ —2X,
sendo / a matriz identidade de orde 2 e (A+ B)" a trasposta de (A + B).
A+2B - (A+R) - A+2B8-A-B =0
—
& -3 L 2 -
o B)"(o a.)= (o 4)-"6
4 - Lt - 2 -2 2 1
A= (o 2—) —B = (o 2.)_(0 4): <o 4)
2 2 1 2 1 L g
A= o 4)'(04)= (o A1
b) Ax-(A8)" = 31 -2X

AEX 42X = BT + (At8)

o)

1

(A «2I)X = 31+ (A+8)

X = (A*+ 2Ty (3T + (A+8)")
03 ~2)=s

3L+ (A+0) :(3 o)+ (L‘ 2)=( e

Aq'-\'Q-l-.;(qs)-f-zo (63

oA o2)=\o 8

3 -3
A"+ 2T | = 48 Ay (R+21) _-,(:: *:) = (:'55 :) (Ae2r) 04: =(:,: 7}’5)



Yo - -
X = (“ 4}@) C 2) % s/e) Yo ~%
o é ! /3 % Vs s/s

5. Extraordinaria 2023

10 11
a) Calcule Ase (AB)" = e B=
2 1 -1 1

3 X
b) Se A= < ) é invertible, obtena os valores de x, y e z sabendo que
y z

2 0
det(A—31)=0,quey #0eque (32)A™' +/ = < ) . Enténdase
1 4

que |/ é a matriz identidade.

@ 08)'= (2 7) @) zas=(g )

AL =65 s A
Golevlowns o wversg de B
LR N i I b S SR
A- (0 ) (e Je) = (= 22)
o b
Towén o pode Jocer plaukeaudo A= kc_ cl/> e ('089 @ "8"&“‘“‘9’

¢ =67
by A—?:I:(%, ;),@ :)3(\,0 :—35

det {A-31) = - = 0O
( ) XT }=§K=O



A= (S 5)  lwos clwlar £

- 0
Al=3a 40 (= 240) Aq,'(A>—.(% 7> w. (138) % o

Q 3
Sokeeurog que: 32A +l—<12\

% O A 0) 2+4 O 2 0 2+4=9 = 2=
3‘1 = s =
(47 ( (-1 Li) (’1 Li) 3ﬂ-\’=—l ,3\’=4
2 0
A=(4 4)

6. Ordinaria 2023 Despexe a matriz X da ecuacion XA = A+ XB, se Ae B son

12
matrices cadradas tales que A— B é invertible. Logo calcule X se A = < )
00

e B=(A>—-A—1)"! onde / é a matriz identidade de orde 2.

XA:A+XB = XA —-X8 =A :BX(’A"B)DA =
o X=A(A-8)"

o= [ (52 -gz--@ﬂ
-[<N) (8- GG

ce(oo1) o= AdJ(c)-(o ) O () B
-0 (32)-(32): (5 2) el wsﬁ(f :)

Cl 'L} % -
(6 (4 2) oo ED.

o 1



7. Extraordinaria 2022

a) Obtefia a matriz antisimétrica A de orde 2 x 2 tal que a;» = 1. Logo, calcule
a sta inversa no caso de que exista. Nota: a;; € o elemento que estd na fila

I e na columna j de A.

0 1 0 bio
b) Sexa A= .Se B= , ache os valores que bys e de

-1 0 1 by
b, sabendo que B non ten inversa e que det(A™!B + A) = —

09 Auhsiwé‘h'\w.. A:—A'E

A-.(f’ff) —A"-_(lff %) A-_-A"7><::)=(.—: )

a=-a =Haoa.=0

o b = 2o =-c
- - - = b-=-
w - :—d =5d=0

- (28)

Coleolowwos o iwverso.:
A= 1 A ) - (o —:l)) ~@ ;) K A:lA\(,A)) (

b) de wow tew wversa. |B]=0
l@)l: —Lp,l,_:o =B'o,|,2."—'-o
Foon- (23)E) €8)= (3 8- G 2)
IAB+A)2 4-b, =1 > b, =2

o O
5:(49__



8. Ordinaria 2022 Despexe X da ecuaciéon matricial AB(X — 1) = C, onde | é a

matriz identidade (asuma que o produto AB ten inversa). Logo, calcule X se:

123 120 2 2 4
A=101 0 B=1o10 C=1001
001 102 010

AB (X—1)=C => ABX -AR =C = ABXx =C+AR =)
= X = (AB) (¢ +A8)

AR = (o 4 o)(oq 0)-:(0 1 0)
O 0O 4 1 0 2 i O 92
lAB]: R~ =2
+2 -0 +[- 2. o —I
AddCAe)) = (—-'3 «2 -(r“)) = <_‘ o L:)

+t9 -0 + Yy -6 o 4
- ‘ t (2)' —Q? e 1 -4 -8
e o) (o 2 ) £753)
IAB| Yo 2 2

PR
2 2\ LYy g 6 ¢ |0
CtMd =0 21 |4 [0 14 0 ;<o41>
@40 402_ 1142-

-1 1 -4 - -
X = (AB) (¢ +AB) = < ) §’><§’i’ ‘) (5 )
2. a



9. Extraordinaria 2021 Despexe X na ecuacion matricial B(X — /) = A, onde |

é a matriz identidade e A e B son matrices cadradas, con B invertible. Logo,

calcule X se:

0 0 0 1 0 0
A=11 1 1 B=10 1/2 o
-2 2 -2 0o 0 1/3

=\ ~1 -

(dosrvo. qe uneste caso desperi de xeibp difereute ao

2X2CLCAD au,teribf‘, he Colo ?reow vvw(,’o‘?‘?iq%i o PW'?;A{:@?S ?399»
moXn® e ueske oSO ¥ou wo primer PO m[ﬁPQccp Poeo\,inv’ea?(x,
CDJOJ(W dos dous xeibps e Correckos, rmentres ge tedos coidowdo
Ly PO eu orde 0S8 o?um’./\s>

RN -
B1=,  Adj () (Z oo ) EJLM:G 2 o)

o O Y2 18] e



10. Ordinaria 2021 Sexa A = (a;;) a matriz de dimensién 3 x 3 definida por aij =

1 se | =2
. Explique se A e A+ | son ou non invertibles e

(=1Y(i—1) se i#2

calcule as inversas cando existan. (Nota: a;; € o elemento de A que estd na fila

i e na columna j, e | é a matriz identidade.)

O () (@) «— Filo. 1 » i=1 lLi-4)=0
A= |4 1 1 | «e—TFib 2 D i=2

-2 2 -2 <« Filo ® = i=9% li-A)=2

Tosto qe o {ila 4 € todo 0, o dekerminombe voi sr 0,
f’-&a‘r\x, A wow € twertilble

0 oo A 0 0 A 0 0
T- (4 24 Yelo2r O_ (14 2 1
A+.L— (‘?_'L -0 (o o 4 - -2 2 -

. +C4) -1+ -4 -1 @
IATlz -2-22-4  AQj(A+I) = (—o st -9-)=_ (o - —2>

+O0 -4 +2 o -1 2

't "\l 0O o
wen. Baon) (G 5d) o ¥
T T /= (VW Yy
lA-'l'-LI "L' _3/1' l/z 'VZ



11. Extraordinaria 2020 Para a ecuacién matircial A2X + AB = B, pidese:

a) Despexar X supofiendo que A (e por tanto A?) é invertible, e dicir cales

serian as dimensidon de X e de B se A tivese dimensidon 4 x 4 e B tivese 3

columnas.
0 0 -1 0 0 1
b) Resolvelanocasoenque A=| g 1 o |eB=|0 -1 o0
-1 0 3 1 0 -3

o) AX+AB =B = A'x =1 -AB o ><=CA")H(6-AB>

fe A tew dimension Lt e B mx3, (e P°de'r

—

LG - GkD - AS dimensidng de AR Sema, 4xD

A terd, toueis dimensidn Lx Yy B
} A diweunsown de X

B-AB tera divvemtwon 4x 3D

Seror  L4xd
)
kY™ 8-AG

o © -1\ ;0 o 1 -1 0 8
b) Ab:oq o <o-—10 z(o -1 O
-l o $ 4 0 9 S O -0
0 oA -1 0 3 1 0 -2
6—AE>=<°"'°>_(0-10)= (ot)o)
10 -3 3 o0 -lo -2 0 3
+ o 6 -1 o o —| 1 o -3
A:oqo 040); o o
-1 0 % -1 0o 3 -3 o Ao

+0 -0 +8 o 0 38
2
[A|=W -9 =4 A‘%CA‘L\: 0 4| -0 <@ 1 o)

3 0 1

\7



2 4
12. Ordinaria 2020 Sexan A e B as dias matrices que cumpren A+ B = < )
00

0 —4
eA—-—B= . Pidese:
4 -2

a) Calcular A — B (Advertencia: neste caso, A> — B® # (A+ B)(A— B).)

b) Calcular a matriz X que cumpre a igualdade XA+ (A+ B)" =2/ + XB,

sendo / a matriz identidade de orde 2 e (A+ B)" a trasposta de A + B.

) A+B + (A-B) = 2A
Ba)e@a)-(22) o oa-(a X))
A+e& - (A-B) =28
-0 - ) m e (00
CEAED6D G-
A= (o) -(:2 i)= (: ?)
b) XA + (A+E>)Jc= 9T+ XB = XA- XB= 2T — (A+B) =

= X (A-8) = 2T - (A+B) =)
= x - (21- (A+)] (A-8)

91 - (Me8) - (2;)- ig)"‘(-oqi>

&
A-Bl=le AgG(a-8) (T ) a-oy'. (i (A-8)

%= [© o)(-‘/z ‘/\,>Z o o
TR\ 0 0 -

..l/g
- I/\'



