Exercicios 1. Limites e derivadas

1. Extraordinaria 2025. Dada a funcién:

4x

xe se x <0
f(x) =< In(1

u SGOSX

14+ x

pidese responder as seguintes cuestions:
a) Estudie a continuidade da funcién f(x) en x = 0.
b) Estudie a derivabilidade da funcién f(x) en x = 0.

c) Calcule a ecuacién da recta tanxente & curva f(x) en x = —1.

Solucion:

a) Para que sexa continua o limite pola esquerda e o limite pola dereita deben
coincidir entre eles e tamén co valor da funcién no punto.

lim f(x) = lim xe* =0-¢e*°=0
x—0~ x—0~
In(1+x) Inl
lim f(x)= lim ——~2=—"=0=f
=T T T 050

Polo tanto como os limites laterais en x = 0 coinciden e coinciden co valor de
f(0) a funcién é continua neste punto.

b) Para que sexa derivable en x = 0 os limites laterais da funcién derivada no
punto tenen que coincidir:

e + 4xe™ se x <0 e™(1+4x) sex<0
f'(x) = 2+ (1 —In(1 = 1—In(1
() tx(1 ) —In( +x) se 0 < x EnllChs +2X) se 0 < x
T+ )
Iim f'(x) = lim e*(1+4x) =1
x—0~ x—0~
1—In(1+ x)
s ! _ 7 -
XII—[QJr f (X) B ><|l>n(f)14r (1 = X)2 L

Os limites laterais da funcién derivada coinciden, podemos definir f'(x) no

punto x = 0 logo é derivable nese punto.

c) A ecuacién da recta tanxente 4 curva en x = —1 é:
y=f(-1)=f(-1)(x=(-1)) = y—(-e*) =3 (x+1) =

— y=-3e*x—4e* = y=—-e*3x+4)

2. Ordinaria 2025. Dada a funcion:
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kx> +2x sex<1
f(x) = B
2
x“—m sel<x
pidese responder as seguintes cuestions:
a) Que condicién deben cumprir k e m para que f sexa continua en x = 17

b) Para que valores de k e m é f derivable en x =17

Solucién:
a) Para que sexa continua o limite pola esquerda e o limite pola dereita deben

coincidir entre eles e tamén co valor da funcién no punto.

Iim f(x) = Iim kx*>+2x =k +2 = f(1)

x—1- xX—1-

lim f(x)= lim x>-m=1—-m

x—1t x—1t

Logo temos que a funcién é continua cando k+2=1-m — k=-m—-1=
—(m+1).

b) Para que sexa derivable os limites laterais da funcién derivada neses punto
tenen que coincidir. E como tamén ten que ser continua, imos facer a derivada

coa condicién que xa sabemos que se ten que cumprir

2X sel <x

F(x) = 2(=(m+1))x+2 sex<1 | (-2m—2)x+2 sex<1
2x se 1l <x

Im f'(x) = lim (=2m —2)x+2=-2m—2+2=—-2m
X—1- xX—1-

Im f'(x) = lim 2x =2
x—1+ x—1+
Logo para que sexa derivable —2m =2 — m= -1

Esem=—1,entén k=—(-1+1)=0
3. Extraordinaria 2024. Dada a funcion:

x>+ bx—1 sex<0
f(x) = k — xe*
X

se x>0

pidese responder as seguintes cuestions:

a) Cal é o valor de k que fai que f sexa continua en x = 0 para calquera valor
de b?
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b) Para que valores de b e k é f derivable en x =07

Solucion:
a) Para que a funcién sexa continua en x = 0 os limites laterais tefien que

coincidir entre eles e co valor da funcién no punto.

lim f(x) = lim x*+bx—1=—1= f(0)

x—0~ x—0~

, .k —xe* _ .

lim f(x) = lim ————— = £00 (0 signo dependerd do valor de k), salvo que
x—0F x—0F X

k = 0 que nese caso temos unha indeterminacion.

Entén, se k # 0 a funcidn non é continua porque os limites laterais non coin-
ciden. Vexamos que ocorre no caso de que kK = 0. Para a resoluciéon desta

indeterminacién aplicaremos a regra de L'Hopital:
o —xe* . —e* —xe¥

lfim =y Im — =-1

x—07F X x—0t 1

No caso de que k = 0, os limites laterais no punto x = 0 coinciden e ademais

coinciden con f(0), logo a funcién é continua nese punto.

b) Para que sexa derivable ten que ser continua, co cal, k = 0 e a funcién

queda simplificada deste xeito:

x>+ bx—1 sex<0
f(x) = ~
—eX sex >0

Ambas partes son derivables nos seus intervalos abertos, temos enton:
2Xx+b sex <0
f'(x) =
—e se x>0

Para que sexa derivable en x = 0 os limites laterais de f'(x) tefien que coincidir.

Im f'(x) = lim 2x+b=0»b

x—0~ x—0~

Im f'(x) = lim —e* = -1

x—0F x—0~

Os limites laterais coinciden se b = —1. Polo tanto para que a funcién sexa
derivable en x =0, ten que ser k =0, b = —1.

4. Ordinaria 2024. Responde aos seguintes apartados:

a) Enuncie os teoremas (TEMA REPRESENTACION DE FUNCIONS) e de

Bolzano

b) (TEMA INTEGRAIS)
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Solucion:
a) Teorema de Bolzano: Se f : [a, b] — R € continua en [a, b] e toma valores

de distinto signo nos extremos do intervalo, € dicir, f(a)-f(b) < 0, entdn existe
algin c € (a, b), tal que f(c) =0.

5. Ordinaria 2024. Calcule os seguintes limites:
sinx — In(1
a) lim nx n( )
x—0 X sin x

) esinx — X
b) lim ————

x—0 X
Solucién:

Nos dous casos temos indeterminacions nos limites de tipo 0/0. Aplicaremos a

regra de L'Ho6pital para a resolucién destes limites.

. 1
__sinx —In(1 + x) _COSX — 7%
a) lfm , =L'H [fim - —/L'H
x—0 XSsin x x—0 SIN X + X COS X
. 1
i —Ssin X + m 1
= |lim : = —
x—0 COSX + COSX — Xsihx 2
esinx — X esinx . COS X — eX
b) IIm ———— =,/ Iim =
) x—0 X2 il x—0 2Xx i
e (cosx)? — e .sinx —eX 1-0-1
= |im = =0
x—0 2 2

6. Ordinaria 2023. a) Se f(x) = ae* + b, diga que valores deben ter a e b para

f(x)

que se cumpran f(0) =0 e Iim —= = 3.
x—=0 X

b) (TEMA REPRESENTACION DE FUNCIONS)

Solucioén:
a) f(0)=ae+b=a+b=0 = a=—b
. f(x . . .
Para o limite Img)% temos unha indeterminacién do tipo 0/0, xa que f(0) =
X—
0. Aplicamos a regra de L'Hopital:
f(x f'(x
lfim Q =,y Iim Q = |limae* = a
x—=0 X x—=0 1 x—0
Como queremos que o limite sexa 3, entéon a = 3, polo tanto b = —3.

7. Extraordinaria 2022. a) Obteia as coordenadas dos vértices do triangulo rectangu-
lo cuxa hipotenusa é tanxente & gréfica de f(x) = x® no punto de abscisa x = 2
e que, ademais, ten un cateto de lonxitude 2 situado sobre o eixe X. Debuxe a

grafica de f(x), a recta tanxente e o triangulo.
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1 se x <1

b) Ache os valores de a e b que fan que a funcién f(x) = )
ax“+bx sex>1

sexa derivable.

Solucién:
a) f(x) = x2, f'(x) = 2x

A recta tanxente en x = 2 é:

y—Ff2)=f2)(x—-2) = y—4=4(x—-2) = y=4x—4

Se o cateto estd sobre o eixe X un dos vértices serd o punto de corte da recta
tanxente co eixe.

Cortedarectacoeixe X é:4x—4=0 — x=1.

Se o cateto situatdo no eixe X ten lonxitude dous, é un punto do extremo é

x = 1 o outro ten que ser x = 3.

O que nos da o seguinte debuxo, no que estdn marcadas as coordenadas do

triangulo:
2]

(3, 8)

o

Tamén poderiamos ter o triangulo que se forma se debuxamos o cateto hacia
a esquerda do x = 1, nese caso o outro Vértice estaria en x = —1 polo que a
coordenada serfa (—1,0) e o terceiro vértice seria o punto da recta tanxente

en x = —1, que é o punto de coordenadas (—1, —8).

b) A funcién é derivable en (—o0, 1) e (1,400 xa que se trata dunha funcion

constante e unha polinémica e son derivables. Logo so temos que analizar que
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pasa en x = 1.

Primeiro vexamos para que valores a funcion é continua en x = 1, para iso 0s

limites laterais da funcién no punto tefen que coincidir:

lim f(x)= Iim 1=1=f(1)
x—1-

x—1-

lim f(x) = lim ax? +bx=a+b

x—1t x—1+

Para que a funcion sexa continuaen x =1temosquel =a+b — b=1—a

Analizamos agora a funcion derivada tendo en conta iste resultado:
0 sex <1

f'(x) =
2ax+(1—a) sex>1

Para que sexa derivable os limites laterais de f'(x) tefien que coincidir:

lim f/(x)= lim 0=0

x—1- x—1-

Iim f'(x) = lim 2ax+(1—a)=2a+1-a

x—1+t x—1t

Para que os limites laterais sexan iguais a+1=0 = a = —1, logo teriamos

que b=1—-(-1) =2,

A funcion é derivable en todo R para a= —1¢e b= 2.

. . . XCOsX . .
8. Ordinaria 2022. a) Calcule os limites lim — e lim xInx, onde Inx é o
x—=0 SIN X x—0t

logaritmo neperiano de x.

b) (TEMA REPRESENTACION DE FUNCIONS)

Solucién:
a) No caso do primeiro limite temos unha indeterminaciéon do tipo 0/0, imos

aplicar L'Hopital para a sta resolucién:

. XCOSX . COSX — XSInx 1-0

lim — =y lim = =1
x—=0 SIn X x—0 COS X 1

No segundo caso temos unha indeterminacién 0 - oo, transformamos o limite

para ter unha indeterminacién do tipo oco/oo e aplicamos L'Hopital:

) _nx = X2
Iim xInx = Iim — =LH im *—=Im —= Iim —x =0
x—07F x—0t X~ x—07F —2 x—07F X x—07F

9. Extraordinaria 2021. a) Enuncie o teorema de Bolzano.

b) (TEMA REPRESENTACION DE FUNCIONS)
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Solucion:

a) Teorema de Bolzano: Se f : [a, b] — R é continua en [a, b] e toma valores
de distinto signo nos extremos do intervalo, € dicir, f(a)-f(b) < 0, entdn existe
algin c € (a, b), tal que f(c) =0.

10. Extraordinaria 2020 Determine os valores de a e b que fan que a funcién
a — Cosx
——— sex <0 o : :

f(x)= X sexa, primeiro continua, e logo derivable.

bx se x>0

Solucioén:
Nos intervalos (—o0, 0) e (0, +00) a funcién é continua e derivable posto que
no primeiro trozo o denominador non se anula e no segundo trozo a funcién é

polinémica.

Polo que sé estudiamos o caso x = 0. Para que sexa continua os limites laterais

tefien que coincidir e tamén coincidir co valor da funcién no punto.
a— Ccosx

lim f(x) = lim ——— = 400, dependendo do valor de a e se a # 1. Se
x—0~ x—0~ X

a = 1 temos unha indeterminacion.

Nos casos nos que a # 1 a funcién non vai ser continua, porque non vai
coincidir co valor da funcién no punto. Analizamos entén que ocorre para a = 1.

Indeterminacion que resolvemos aplicando L'Hopital.
1 —cosx . senx

Im — =4 Iim

x—0~ X x—0~

Analizamos o limite pola dereita, que é ademais o valor da funcién no punto.

=0

lim bx =0 = f(0).

x—07F

Logo para que a funcién sexa continua, b pode tomar calquer valor e a = 1.

Para que sexa derivable ten que ser continua, polo que xa consideramos a = 1.
senx - x — (1 — cos x)

F(x) = 22 se x <0 _
b se x >0
xsenx —+ cosx — 1
2 se x <0
b se x >0

Analizamos agora os limites laterais de '(x) en x = 0.

; , . xsenx—+cosx —1 , Ssenx -+ xXcosx —senx
lim f'(x) = lim 5 =,y lim =
x—0~ x—0~ X x—0~ 2X

i X COS X i COS X 1

im —— = Iim = —
x—0— 2X x—0— 2 2

O limite pola dereita é lim f'(x) = b
x—0t
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Para que sexan iguais tenen que coincidir, logo b = >

De xeito que para que a funcién sexa continua e derivable ten que ser a=1 e

2
-1
11. Ordinaria 2020 a) Calcule Iim s X
x—=0 1 4 2x — ex

b) (TEMA REPRESENTACION DE FUNCIONS)

Solucioén:
a) Este limite no punto indicado é unha indeterminacién do tipo 0/0, polo que

aplicamos L'Ho6pital para resolvela.

i cos®x — 1 i 2 cos x(— sen x) i COS X - sen X
im — =,/ Iim = lim ————— —,
x=0 14 2x — e "M xS0 2 — 2e%x x—0 1 — e £
i senx -senx + (—cosx)-cosx 1
= Iim B
x—0 —De2x

12. Ordinaria 2020 a) Calcule os valores b e ¢ para que a funcién

e sex <0 . . .
f(x) = ) sexa, primeiro continua, e logo derivable en
X“+bx+c sex>0

x = 0.

b) (TEMA INTEGRAIS)

Solucion:
a) Para que sexa continua en x = 0 os limites laterais tefien que coincidir entre

eles e coincidir co valor da funcién no punto.

lim f(x) = lim e =1=f(0)
x—0~ x—0~

lim f(x) = lim x> +bx+c=c.
x—0t x—0+t
Polo tanto para que a funcion sexa continua en x = 0, ten que cumprirse que
1=c.
Vexamos agora a derivabilidade:
2>  sex <0
f'(x) =
2x+b sex>0
Para que sexa derivable en x = 0 os limites laterais da funcién derivada nese

punto tenen que coincidir:

Iim f'(x) = lim 2e** =2
x—0~ x—0~

Iim f'(x) = lim 2x+ b= b.
x—0F x—07F

Polo que para que a funcién sexa derivable en x =0, tenqueser b=2ec =1
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