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SOLUCIONES DE LAS ARCTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Cuestiones previas (pagina 134)

1. Dadas lasrectas y=3x—5ey= —2x+ 5, ;cudl es su pen-

diente? ;Y su ordenada en el origen?
Las pendientes son 3y —2, respectivamente.
Sus ordenadas en el origen son —5y 5, respectivamente.

2, ;Como calcularias de manera no grafica el punto de inter-

seccionde lasrectasy =3x —6ey = 2x — 5?7

El punto de interseccién de estas dos rectas se puede hallar

de forma no gréfica con un sistema de ecuaciones.
y=3x—06
y=2x—5

=3X—-6=2X—-5=x=1=y=-3

El punto de interseccién de estas dos rectas es (1, —3).

3. Representa graficamente las rectas dadas por las siguien-

tes ecuaciones:

ay=2x—4 cy=3x—-7
b)y=-2x+4 dy=-3x+2
\ /

\Ne

-

Actividades (paginas 137/151)

H Razona cuéles de estos pares de vectores son linealmente
independientes y, por tanto, constituyen una base de vecto-
res libres del plano. A continuacién, expresa w = (3, 1) como

combinacién lineal de las bases que hayas encontrado.
a)u,=(1,1)y u,=(0,2)
b)v,=(1/3,-1/2) y v,=(-2,3)
o z,=(-2,V33) y 7,=(-2V3,1)
de,=(1,2) ye,=(-2,1)
a) Son Li. porque no son paralelos; no son proporcionales:
(3,1)=a(1,1) + b(0,2) = {3 -
1=a+2b
por lo quew =3u, — 4,
b) Son l.d. porque son proporcionales:
LT o
¢) Son l.d. porque son proporcionales:

-2 V3 I,
=—= \/5/3 =2z,= \/522/3
_2\/§ 1
d) Son Li. porque no son paralelos; no son proporcionales:
3=a—-2b
=
1=2a+b
=a=1yb= —1,porloquew=¢,—¢,

m Geomeitria

(3,1) =a(1,2) + b(—2,1) :>{

=a=3yb=-1,

H Indica cuéles de los siguientes vectores son unitarios,

y de ellos, cudles tienen la misma direccién que el vector

vV =(2,V5):

_ 2 5\~ 2 1)\ _ 1 V3
a= _7I_llb= iRl Y R B S /4

3 35 5'5 2" 2
- _ (2 Vs
d=(_112)1e= YA

9 9

Se calculan sus médulos y se obtiene que d y € son unitarios.
Los vectores @ y v tienen la misma direccion:

—23  -53Vs . o
B ——=———= ayy tienen la misma direccion.

2 Vs
—12  —Van

m—
2 Vs

= ¢ yV no tienen la misma direccién.

Calcula el producto escalar de los siguientes vectores de la
figura 6.8:

a) CB-CH b) AB-HC C

a) CB-CH=2-V3-cos30°=3
b) AB+HC=2-\/3-cos 90°=0
Dado el vectoru = (1, —\/g), determina el médulo del pro-

ducto escalar de u porV, si sabemos que la proyeccion de v
sobre U es 3.

G-v|=[u-v|=2-3=6
Apartirde @ y b, tales que Id| = Ib | y el 4ngulo (@, b) =

= m/3 rad, calcula el angulo (a, @ —b). Puedes ayudarte de
su representacion gréfica.

Como puedes ver en el dibujo, el dngulo pedido es /3 rad.

Calcula el producto escalar de los siguientes pares de
vectores:

3 3
Utilizando la calculadora:

b)U’=(ﬁ+1,—l>y 7=(1—\/5,1+\/5>

a)u-v=u-v,tu, v,=



Si cT_)= (3x—1,2) y b = (7, 2—x), calcula el valor de x si
a-b=16.

G-b=a,-b+a, b= (3x—1)
=1%—-3=16=>x=1

7—22—-x= 16 =

Identifica los vectores unitarios de entre los siguientes. En
el caso de que no lo sean, calcula el vector unitario que
tiene la misma direccion y sentido.

—_(13
a)"_(4’4>

RERE

b) v=

c)w= (—4, —\/5)
a) U no es unitario.

El vector unitario es u/lu’l = (1/\/%, 3/\/ﬁ>.

b) V es unitario.

a \

¢) W no es unitario.

El vector unitario es w/Iw| = (*2 V273, 71/3).

Calcula los angulos que forman los siguientes pares de
vectores:

a)v=(3,-4y w=(3/2,-1)
b)v=2,6)yw=(-7,1)

9/2+ 4

—

U-v

a) cosa = ial- |T7| = 5-\/@ =>a=1944
b) cosa = a-v = —14+6 = a = 100,30°
[V Va0-\/50
Determina el valor de z, para que los vectoresu = (z, —3) y

v=(1,-2):

a) Sean paralelos.

b) Sean perpendiculares.

¢) Formen un angulo de /4 rad.
d) Formen un angulo de 7/3 rad.

z -3 3
) - =—=z=—
1 -2 2
b)z+6=0=z= -6
z+6
c) cosw/4 = =z=9z= -1

VZ+9-\V5
z+6
VZ+9-V5
Determina tres puntos y un vector director de cada una de

las siguientes rectas:

=-\

a {y 342\
b)3x—2y+7=0

x+1 =u
2 =5

(=1, 2); puntos: (0, 3), (—1,5), (2, = 1)

(2, 3); puntos: (0, 7/2), (—7/3,0), (1, 5)
= (2, —5); puntos: (0, —1/2), (—=1/5,0), (—

d) cos w/3 = —z=24+15\/3

AER

c)

a)v=
b)v =
v 1,2)

Escribe, en forma general y paramétrica, la ecuacion de la
recta que pasa por el punto A(—1, 3) y es paralela al vector
v=(-34).

Con los datos podemos escribir:

x+1 y—3

— ="—=24+3y-5=0=
-3 4

{X=_1_3)\,)\ER

y=3+4\

Dada la recta que pasa por los puntos A(—5, 8) y B(0, 3),
encuentra un vector que determine su direccién y calcula
su ecuacion general.

= (5, —5); por tanto un vector director de la recta es
(1, =1 ylaecuaciénde larectaesx +y — 3 = 0.
Determina qué ecuacion general corresponde a cada uno
de los ejes de coordenadas.

Eje de abscisas: v = (1, 0), un punto (0, 0), la ecuacion general
esy=0.

Eje de ordenadas: v = (0, 1), un punto (0, 0), la ecuacién
general es x = 0.

Dada la recta 3x + 2y — 3 =0, halla el valor de su pendien-
te. Después, averigua la ecuacién, en forma general, de
otra recta que tenga la misma pendiente y pase por el pun-
to P(4, 2). ;Qué se observa?

La pendiente esm = —3/2.

Otra recta paralela tiene por ecuacion general 3x + 2y + ¢ = 0.
Si contiene el punto (4, 2), entonces:
12+4+c=0=>c=-16

La ecuacion pedida es 3x + 2y + 16 = 0.

Se observa que los coeficientes de la x y la y de la ecuacion de
la nueva recta son iguales que los de la ecuacion de la recta
inicial, ya que ambas rectas son paralelas.

Escribe, en forma explicita, la ecuacion de la recta que cor-
ta el eje de ordenadas en y = 3 y el valor de cuya pendiente
es7.

Sim=7yn =3, laecuaciénesy = 7x + 3.

Escribe, en forma explicita, la ecuacion de la recta que cor-
ta el eje de abscisas en el punto x=—2, y cuyo vector

director es v = (1, \/5) {Qué angulo forma con el eje de
abscisas?

\/_O \/_ +n:>n—2\/_

La ecuacién esy = \/Ex + 2\/5, y el dngulo es 60°, puesto

V3.

;Cual es la ecuacion explicita de una recta que pasa por el

que tg 60° =

— 1
punto (—2, 3) y cuyo vector director es v = (0, _E)?

Es un vector paralelo al eje de ordenadas, la ecuacién de la
recta que pasa por (—2, 3) con esa direccion es x = —2.
Dados los puntos A(—3/2,7) y B(1/2, 5):

a) Averigua un vector director de la recta que contiene Ay
B, y su pendiente.

b) Determina la ecuacion general de la recta que contiene
AyB.

¢) Escribe una ecuacion punto-pendiente de dicha recta.

d) Halla sus puntos de interseccién con los ejes de coorde-
nadas.

e) ;Describe la recta rla ecuacion (x, y) = (9/2, 1) + AM(—1,1)?

a) AB=(2,~2,m=—1

b)2x +2y—11=0

cy+32=-1x—-7)

d) (11/2,0),(0,11/2)

e) Si, (9/2, 1) pertenece ary (—1, 1) tiene la misma direccion

queZE.
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H Escribe la ecuacién en forma continua de una recta que for-
ma un angulo de 30° con el semieje positivo de abscisas y
cuya ordenada en el origen es 1.

3 .
Comom =1tg30° = 3 SvV= (3, \/E) la ecuacién en forma

. X =1
continua de la recta es: 3 = y_.

V3
Hl Una recta pasa por el punto de interseccién del eje de abs-

X
cisas y la recta de ecuaciéon rim % =1,y por el punto (1, =7).

Escribe su ecuacién en forma vectorial.
Puntos de la recta (4,0) y (1, —7), por lo que v = (3, 7).
La ecuacion en forma vectorial de la recta es:
) =40 +X37,\ER
7—-x y-—3
2 7

ral de la recta que pasa por la interseccion der:x =y y
s:x + y = 3 y tiene la misma pendiente.

P Dada

, averigua la ecuacion en forma gene-

Interseccién de ry s se averigua resolviendo el sistema y se

. 3
obtiene el punto [ —, —|.
2 2

Entonces la recta pedida, paralela a la recta dada, cuya direc-
cién viene dada por el vector (-2, 7) es:
x—3/2 y—3/2
-2 7

=14x+4y —27=0

BBl Dada la recta 4y = x + 2, calcula la ecuacién general de otra

3
recta paralela a ella que pase por el punto A<7, z)

1
m = 7 es decir, un vector director puede ser (4, 1).

La ecuacion de la recta sera de la forma: x — 4y + ¢ = 0.
Imponiendo que pase por A(7, 3/4), tenemos:
7 -3+ c=0=c= —4,ylaecuacién de larecta es:
xX—4y —4=0
Pl Determina la ecuacién de la recta que pasa por 0(0, 0) y es

paralela a la recta cuyas ecuaciones paramétricas son las
siguientes:

X= —\
y=7+30AER

Un vector director de la recta buscada es (—1, 3), y como debe
contener el origen de coordenadas, la ecuacion es:

3x+y=0
PH Determina la ecuaciéon de una recta paralela al eje de orde-

2
nadas que pase por el punto A(_? 1).

Es una recta vertical, por lo que su ecuacién debe ser:
2
X=——=
3
i Determina la ecuacién punto-pendiente de una recta que
pase por el punto P(1, —2) y que sea paralela a otra cuya
ecuacion vectorial es la siguiente:

(x y) =1(2,5) + (—; 1>x conA R

Un vector director de la recta buscada es (—2/3, 1), luego su
pendiente es —3/2, y debe contener el punto P(1, —2), por lo
que su ecuacién punto-pendiente es:

y+2=—%(x—1)

@ Geomeitria

Determina la posicion relativa de los siguientes pares de

rectas, estudiando la proporcionalidad de los vectores
directores y la de los coeficientes de la recta en forma
general, antes de iniciar la resolucion del sistema. En los
casos en que sean secantes, determina el punto de inter-
seccion:

a)r:3x+2y—1=0 s:5x—y+7=0
b)r:2x—3y+7=0 s:—4x+6y=0

) r:8x—2y+2=0 s:—4x+y—1=0

X=X\ x+1 y+5
d)r.{yzz_sh,con)\ER s: 1 - 3

e)r:(xy)=(2,—1)+A(1,—-1),conA ER

s:—x+y+5=0

+2 2-

f) rX ===) s:x—5y+12=0
5 -1

g)r:2x—2y+5=0 s:x—y+2=0

3 2
a) Los coeficientes no son proporcionales: 5 * 7 por lo que

son secantes. Resolviendo el sistema, se obtiene que el
punto de intersecciéon es (—1, 2).

. . 2 -3
b) Los coeficientes son proporcionales: —y = P por lo que
son paralelas, y no son coincidentes, puesto que los térmi-
nos independientes no mantienen la proporcién —1/2.
- . 8 -2
¢) Todos los coeficientes son proporcionales: 2 = =N =

2
= Y por lo que son paralelas y coincidentes.
. . 1 -3
d) Los vectores directores son proporcionales: -3
por lo que son paralelas. Un punto de r, por ejemplo (0, 2),
no pertenece a s, por lo que no son coincidentes.

e) Un vector directorderes (1, —1)yunodeses (1, 1), porlo
que son perpendiculares: (1, —1) - (1, 1) = 0. Resolviendo
el sistema se obtiene el punto de interseccion (3, —2).

f) Un vector director de res (5, 1) y uno de s es (5, 1), por lo
que son paralelas. Un punto de r, por ejemplo (—2, 2), veri-
fica la ecuacion de la recta s, por lo que son coincidentes.

g) Un vector director de res (1, 1) y uno de s es (1, 1), por lo
que son paralelas. Un punto de s, por ejemplo (0, 2), no ve-
rifica la ecuacién de r, por lo que no son coincidentes.

Dados los puntos A(0, —3), B(1, 5), C(—1, 3) y D(1, 0), averi-
gua los dngulos que determinan las rectas cuyos vectores
directores son:

a)ZEyEE
b) ACy BD
a) AB=(1,8)yCB = (2,2
cosa = ‘Eﬁ‘ __2+16 = «a =37,87°

45| [cB]  Ves-Vs
b) AC = (~1,6)yBD = (0, —5)
ac-8D| 30
acl-[sB] V375

cosa = = a=946°

X=—-mo
y=2+2x
determina m para que estas sean perpendiculares.

4
Dadas las rectas r:{ conaeERys:y= Ex -2,

Se debe cumplirque (—m, 2)- (3,4 =0=-3m+8=0=
m = 8/3.



x+1
Hl Dadaslasrectasr:ax—2y+7=0ys: b =%,
sabiendo que las rectas son perpendiculares y que r pasa
por el punto P(—1, 2).

hallaayb

En primer lugar, son perpendiculares, luego: (2, a) - (b, 2) = 0.

Si r pasa por (—1, 2), entonces: —a — 4 + 7 = 0, luego se de-

be resolver el sistema:
a+b=0
=>a=3yb=-3
a=3

Obtén la ecuacion de la recta que pasa por el punto
A(7, —2) y forma un angulo de 120° con el eje de abscisas,
en sentido positivo.

m =1tg 120° = -\V3

La ecuacién punto-pendiente es:y + 2 = —\/5 (x —7).

En forma general: Vi3x + y — 7V3+2=o0.

Halla la ecuacion de las rectas que pasan por el punto
A(3, —1) y forman un angulo de 30° con la recta x = 4.

La recta x = 4 es vertical, por lo que estamos buscando las
ecuaciones de las dos rectas que pasan por A(3, —1) que for-
man un dngulo de 60° y 120°, respectivamente, con el eje de
abscisas en sentido positivo.

| r:m=tg60°=\/§,|uegoy+1 =\/§(x—3):>
=V3x—-y-3V3-1=0

| s:m:tg120°:—\/§,luegoy+1:—\/E(x—3):>
=V3x+y-3V3+1=0

X=3—2\

Calcula la distancia de la recta r: {y: N con A € Ral

punto de intersecciéon de las rectas:

s:2x+3y—1=0yt:x+y+2=0

Primero se determina el punto de interseccién de sy t:
2x+2y—1=0
{ x+ y+2=0

= P(—7,5)

La recta r en forma general esx — 2y — 3 = 0.
La distancia entre Py res:
-7-2-5-3 20
dpn =725 2320 _ 45,
V124 22 \5
Determina la longitud de la altura correspondiente a A en
el triangulo de vértices A(1, 4), B(7,5) y C(—1, —3).
Buscamos la ecuacion en forma general de la recta que pasa
porBy C:
BC = (—8, —8), luego un vector director de la recta sera:
v=(,1)
Silarecta pasa por C,entonces:x + 1=y +3=>x—y—2=0.

La altura del tridngulo ABC, correspondiente al vértice A, es la
siguiente distancia:

Nn—4-2 5 5V2

dAN="——==—==—""u

Vitr V2 2
Halla la distancia entre la recta r: 5x —y + 7 =0 y una pa-
ralela a ella que pase por el punto (1, 7).
Una recta paralela es de la forma 5x —y + ¢ = 0.
Como pasa por (1,7), tenemos:5 —7+c=0=c=2
Luego la recta paralelaes 5x —y + 2 = 0.
Un punto de ella es P(0, 2), por lo que la distancia pedida es:
_Jo-2+7 s 5

= = = u
V5 +(-1) V26 Va6

dir,s) =d(Pr)

Calcula la distancia entre la recta r: 3x —4y + 6 =0 y una
paralela a ella que dista 3 unidades del origen de coorde-
nadas (dos soluciones).
Una recta paralela a la dada, tiene por ecuacion:
s:3x —4y+C=0
Buscamos dos rectas que disten 3 unidades del origen de
coordenadas, (0, 0). Luego:
C C

_a =u=3u:>|C|=15:>

34 (—4?
=C=15yC=—15
Las ecuaciones de las rectas paralelas a la del enunciado que
distan 3 unidades del origen son:

$:3x—4y +15=0ys;:3x —4y —15=0

Un punto de larectares P(—2, 0):

(=) — 4 - 9
m dis) = dps) = (D 40+ 15 !

do,s) =

3%+ (—4)?

3-(-2—4-0-15] _21
V3% + (—4) 5

9 21
Por lo tanto, las distancias pedidas son 3 uy 3 u, respecti-
vamente.

m drs) =dPFs,) =

Ejercicios y problemas (paginas 157/161)

Vectores

Calcula el extremo del vector v = (\/5, —1) si su origen es

1
elpunto Al —, 4.
(ﬁ )

- 3\2
Siv = AB, entonces B 3 , 3.

Calcula las componentes y el médulo de los vectores:

a)w=-3 (—%,+3>+\/5( 2 \6)

32 3

b)w=(53)-V6-(1,-V2)

:<£, —25)’ w 5V/26
373 3

b)w=(5-V6,3V3), [w|=579

Calcula x e y para que se cumpla esta igualdad:

5|

a)

1 2% 3y—6)=(-2 12)—i-<1_x o)
3 XAy TeI=ms 3\ 4’

x=-7,y=14
Sid =(3,1/2), b = (—2/3,5) y € = (2, 3), determina las si-
guientes combinaciones lineales:
a) 3G —2(b+7)
- 1
b) 3(@-b)+ E(b —0)

—

a) 3@ — 2(b +7¢) = (9,3/2) — 2(4/3,8) = (9, 3/2) — (8/3,16)
= (19/3, —29/2)
- 1 1
b) 3(@ — b) + g(b —¢) =3(11/3, -9/2) + g(—8/3, 2) =
= (11, =27/2) + (—8/9, 2/3) = (91/9, —77/6)

Halla el valor de x e y siV = xa + yb, sabiendo que G =
=(_113)1b=(715)y7=(5,_2).

e = —x+

vV =X +yb:>{5 X 7y:>

x=-=17/2,y=—1/2
—2=3x+5y
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[ Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el seg-
mento AB en cuatro partes iguales, si A(22, 7) y B(—6, 5).

13 1
Los tres puntos son M(1 5, 7) N(8,6)y P(1, 7)

Dependencia lineal y bases

— 5 S
{Es el vectorv = (2, —7) una combinacidn lineal del vec-

— 5 .
toru = (—7, 7 ? Expresa la respuesta enunciando la carac-

teristica que los relaciona.
2

(. =5\ - 5
Si, (2, ——|=-—"|—7, =, luego son paralelos.
7 7 2

H La combinacién lineal de dos vectores paralelos, ;es nece-
sariamente otro vector paralelo a ellos?
Si, Vv =kw, av + bw = akv + bw = (ak + b) - W, que es un vec-
tor paralelo a los anteriores.

El ;Es posible que dos vectores linealmente dependientes
formen un angulo de 180°? ;Y un angulo de 90°?
Si, son vectores de la misma direccién y sentido opuesto.
No, si forman un angulo de 90° no son paralelos, por lo tanto
no son dependientes.

0 ;Son los vectores U = (4, 2) yV = (—2, —1) linealmente de-
pendientes? ;Son paralelos?
Como U’ = —2-V,son l.d.y por lo tanto paralelos.

il Los puntos A(2, 6), B(5, 8) y C(17, m) estéan alineados. Calcu-
lam.

Si estan alineados, debe cumplirse que |A_§‘ = k‘i ,de lo
cual se deduce lo siguiente:
3 _ 2
15 m-—-6
B Considera los puntos del plano A(3, 2), B(—1, 8) y C(k, k + 4)
con k € R. Calcula el valor de k para que A, By C estén
alineados.

=>m=16

Para que los puntos A, By C estén alineados se ha de verificar
queﬁ =a- XE donde a es un pardmetro.

Como AB = (—4,6),AC = (k — 3,k + 2):

(—4,6)=atk—3,k+2)=| +7 k=3
6=alk+2)
Despejando a de las dos ecuaciones e igualando, se obtiene:
—4 6
3 ka2 kT

B Expresa el vector w = (—3, 4) como combinacién lineal de
los vectoresu = (—1, 2) yv = (2, —3). Realiza la representa-
cion grafica para comprobar el resultado.
(=3,4)=-1(=1,2)—2(2,-3)

Yi

—2V|

<

Il Di cuales de los siguientes pares de vectores forman base:

a) (-3, 1y (V3,-V33)

b) (=V2,4)y(=1/V2,21\2)

¢ (—=5,1)y(2V5,-V5)

d)(2-V3,2+V3)y(1,-7-4\3)

e) (1/(Vs+1),(Vs-1)a)ya,1)

a) —3/\3= 1/(—\/5/3) no forman base.

b) —\/5/(— 1/\/5) * 4/(2/\/5) si forman base.

o —5/2\/5# 1/(—\/§) si forman base.

d)2—\3= (2 + \/E)/(—7 - 4\/5) no forman base.
1 Vs

V5 +1

[H Dado el vector v = (3, —7), expresa eI_yectorV en la base
formada por los vectoresa = (—1,1)y b = (2, —1).

— = —X+
-iryb:>{3 X 2y:>
—7=x—y

=7V = (=11, —4) en la base {@, b}

no forman base.

e)

Q|

V =X

Producto escalar

A Calcula el producto escalar de dos vectores de médulos 3 y
4, respectivamente, que forman 60°.

U-V=3-4-cos60°=6

Calcula el producto escalar de los vectoresu = (1, 1) yv =
= (3, 4). Determina el angulo que forman.
u-v=(1,1)-(3,4) =7. Aplicando la férmula para el coseno
del dangulo que forman dos vectores, se obtiene o = 8,13°.

B Calcula el angulo que formanv = (3,4) yw= (-3, 1).

(3,4)-(=3,1) =5

cosa = =

5V10 5V/10

Por tanto, a = 108,43°.

I (Es posible que dos vectores cuyo producto escalar vale 3
formen un angulo de 120°? Razona la respuesta.

No es posible, puesto que si el producto escalar es positivo el
angulo que forman es agudo.

H Determina qué angulos forman los siguientes pares de vec-
tores:
a)ui=(3,2yv=(7-1)
b)i=(2-V2,2/(2+V2)yv=01,-1)
cu= (\/5/2, —\/."—:) yv=(-1,2)

21 -2
a) cosa =——=a =41°49'12,61"

V13- V50

b) cosa = 0= a =90°

(=5Vs/2)

¢ cosa=——-=—-1T=a=180°

(5/2V/5)

Hl Dado el vector u = (-5, 2), determina cuales de los si-
guientes vectores son paralelos y cuales perpendiculares a
dicho vector.

a)v=(5—-2)
b) w = (2, —5)
c)m=(—2,-5)

d) n=(—4,-10)
e) 0 =(5/2,-1)
f) p=(1,5/2)
- 1 -
Paralelos: a) y e), puesto quev = —u,0 = — Eu y perpendicu-

lares: ¢), d)y f), puestoqued-m =0, -n=0yu-p=0.



Dados A(3, 0), B(1, 4), C(—1, 3) y D(—1, —2), calcula el peri-
metro del cuadrilatero que determinan y el angulo que for-
man los vectores AD y BC.

AB=V/20, BC=\/5, CD=5, DA=V20, P=5\/5+5
cos (XE, EE) =1, por lo tanto, a = 0°, son vectores paralelos.
Dadosd = (2x, 5) yE = (7, y), averigua los valores de x e y

sabiendo que [d| = 5\/5, y los vectores d y b son perpen-
diculares.

Del moédulo del vector @ se deduce lo siguiente:
4°+25=125=x=5=4d = (10,5).

Si ambos vectores son perpendiculares:

(10,5)-(7,y)=0=>70+ 5y =0=>y = —14=b= (7,14)

Sabiendo que el vector @ = (x, y) es perpendicular a b=
= (-3, 2) y que el médulo de d es 2\/1 3, halla el valor de x
ey.

Del médulo se deduce: x* + y* = 52.

Puesto que?z’yf;son perpendiculares, —3x + 2y = 0.
Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, se
obtiene que'd = (4, 6).

Calcula a sabiendo qued = (a,3) y vV = (\/E, 1) forman un
angulo de 30°.

\/5/2: \/§a+3

V3-Va+9
=a=12V2+9V3,a=12V2-9\3
Si ’a" =2y ’3’ =3,yady b son perpendiculares, halla
[d+6|lylda-bl
Tomandod@ = (x,y)y b =

=a’—24\2a+45=0=

(z t), tenemos lo siguiente:

Xty =4
BZ+P=9
B xz+yt=
El modulo de @ + b:
Vix+27+(y+ 87 =Va+9+ 26z +y) =V13

+y+
El médulo de @ — b:
Vix—22+ (-t =Va+9—2xz+y =V13

Sabiendo que los vectores u y v tienen el mismo médulo y
queu = (3x,y) yv = (2, —1), calcula el angulo que forman
los vectoresd + Vyu — V.

El médulo es /5, luego: 9% + y* = 5
Bx+2,y—1Bx—2,y+1)

cosa = =
VEx+22+ (=1’ VEx—22+(y+1)
_ W +y =5 .
VEXx+22+(y—12VEx— 272+ (y + 1)

Por tanto, U + v y U — V son perpendiculares.

Dados los vectores v = (7,4) yw
estos:

= (4, x), calcula x para que

a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
c) Formen un angulo de 30°.
a)x=-7
16
b -
) x -

c) Para resolver este apartado hace falta saber resolver una
ecuacion irracional. Se obtienen dos soluciones: x = 6,86 y
x=—0,02.

AB=(—

Halla la proyeccién ortogonal del vector u = (2, —1) sobre
el vectorv =(-3, 7).

Aplicando la definicién de proyeccién ortogonal de un vector

U sobre otro v, tenemos:

g7l _J-e-7 _ 13
| = =1,71

Vo+49 /58

Dado el vector u = (-3, 6), determina el médulo del pro-
ducto escalar de u porV, si sabemos que la proyecciéon dev
sobred es 3.

Aplicando la definicion de proyeccion de un vector sobre
otro, tenemos que:

TV =3-Vo+36=9V5

Dados los puntos A(7, 0), B(4, 6) y C(—1, —1), calcula las
proyecciones de AB y CB sobre AC y comprueba que la su-
ma de ambas es igual al médulo de AC.

3,6), AC=(—8,—1), p, = puclAB) =

—_
Q|| oo
(]

CB=(5,7), CA=(8,1), p,=pe(CB) =

\/_
AC= \/_p1+p2 \/E

\/_ \/_

Aplicaciones de los vectores

Dado el triangulo cuyos vértices son A(—1, 0), B(3, 3) y
C(1, —2), calcula:

a) La longitud del lado AB.
b) La longitud del lado AC. d) El area del triangulo.

a) ‘E|=5u

¢) El angulo A.

b) ‘Kazz 2u
c) cosA= AB- AC _43-2-2 1 .
i s sva

=A=81°52"12"
|X§‘ . ‘Ka -sin A )
————=7u

d) Area =
2

Dado el triangulo de vértices A(—3, 7), B(5, 6) y C(—2, 15),
calcula el valor de su area y el angulo A.

Tomando como base la longitud del lado AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del angulo A.

Primero calculamos el angulo A:

CosA= AB-AC B8 = g
[aB|-[ac|  Ve5-Ves

481 [ac|

Por tanto el area sera: =325u°

Dado el tridangulo de vértices A(—1, —1), B(—3, 5) y C(1, 3),
calcula el valor de su drea y el angulo A.

Tomando como base la longitud del lado AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del dngulo A.

Primero calculamos el angulo A:

cosA= AB - AC - (20024 =0=A =45
[aB|-[ac|  Va0-V20
Por tanto el area sera:
|ﬁ‘ . |E| -sen A )
—— =10u

2
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Ecuaciones de la recta

Determina si los siguientes puntos estan alineados y, en el
caso de que lo estén, averigua la ecuacion de la recta a la
que pertenecen.

a) A(1,6), B(—2,0)y C(1/2, 5)

a) A, By C estén alineados, puesto que pertenecen a la mis-
marecta2x—y+4=0.

b) No estéan alineados, puesto que el punto C no pertenece a
larecta que pasaporAyB, x+4y—9=0.
Calcula la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
A(3 2) y B(—6, 0). Exprésala de todas las formas posibles.
=(3,2) + (9, 2) ecuacion en forma vectorial.

X=3+09\ N o
ecuacién en forma parametrlca.
y=2+2\
x=3 y-2 . )
9 ecuaciéon en forma continua.

2x — 9y + 12 =0 ecuacién en forma general.

{Qué podrias decir acerca de una recta cuyo vector director
es(1,1)?

Su pendiente vale 1y, por lo tanto, forma un dngulo de 45°
con el semieje positivo de abscisas.

Si A(2,7), B(8, —3) y C(0, —10) son tres vértices consecuti-
vos de un paralelogramo, determina las coordenadas del
vértice D. A continuacion, averigua las del punto en el que
se cortan sus diagonales.

D(—6, 0). El punto en que se cortan sus diagonales es:

-2

Los puntos A(0, —2), B(6, 0) y C(3, 4) son tres vértices de un
paralelogramo. Calcula el cuarto vértice y las ecuaciones de
sus diagonales.

D(—3, 2). Las ecuaciones de sus diagonales:
ACes2x—y—2=0yBDes2x+9y—12=0

—a—3t ' t € R, halla el valor de a para

que (—4, 7) pertenezcaar.

Dadalarectar: {; =2+t

Conx=—4,t=—1,porloque7=a+3=a=4

Calcula b para que la recta x + by — 7 = 0 pase por el pun-
to de interseccion de estas rectas:

r:(x,y) =(=7,0) + A(5, 1)

=
s'{y=2a—4 cona €ER

Trabajando en paramétricas o escribiendo las ecuaciones en
forma general, se resuelve el sistema de ry s, y se obtiene
que el punto de interseccién es (3, 2).

Este punto debe pertenecer a la recta x + by — 7 = 0, por
tanto:3+2b—-7=0=b=2.

Dados los puntos del plano A(2, —1) y B(0, 3) y la recta r de
ecuacion x + y — 2 = 0, calcula las coordenadas de un pun-
to C de la recta que esté alineado con Ay B.
C pertenece a 1, por tanto, las coordenadas son C(x, 2 — x). Si
estd alineado con Ay con B, cumple lo siguiente:

_2 _
Xx—2 3-x
Por tanto, el punto C tiene las siguientes coordenadas:

ca,

(—2,4) =kix—2,2—x+1)= —x=1

@ Geomeitria

Posiciones relativas de rectas

Calcula la ecuacion de una recta paralela a la de ecuacion
3x — 2y + 5 =0 que pase por el punto P(—1, 5). Exprésala
en forma vectorial y paramétrica.

En forma vectorial: (x, y) = (=1, 5) + \(2, 3)

o [x=—=1+2n
En forma paramétrica:
y=5+3\

Sean ry s las dos rectas del plano de ecuaciones:

r2x—y—3=0

x+1 y+2
N =77 “
4 2

Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto de

interseccion dery s, y es paralela a la recta de ecuacion que
pasa por los puntos (2, —1) y (=3, 2).

Se resuelve el sistema formado por las rectas r y s y obtene-
mos el punto de interseccion P(1, —1).
Una recta paralela a la dada serd de la forma 3x + 5y + C = 0.
Imponemos que contenga el puntoP:3:1+5-(=1)+C=0
= C = 2, por lo que la recta buscada es:

3x+5y+2=0

Calcula la ecuacion de la recta perpendicular a la de ecua-
cion 3x — 2y + 5 = 0 que pase por el punto P(—1, 5). Expré-
sala en forma continua y explicita.

. x+1 y—5
En forma continua: 3 =

2
L. 2 13
En forma explicita:y = ——x+—
3 3
Considera la recta de ecuacién y = —7x + 5. Encuentra las

coordenadas del punto de interseccidn de esta recta con la
recta perpendicular a ella que pasa por (=7, 5).

1
Una recta perpendicular es de la forma: y = 7x + b.

1
Debe pasar por el punto (=7, 5), por tanto: 5 = ER (=7) +

+b=>b=6.
1
Luego la recta perpendicular esy = 7x + 6.

El punto de interseccion se calcula resolviendo este sistema

y=—7x+5
X =3
y—7+6
7 7299
507" 50
7 299
50’ 50)

=X=—

El punto es P(

Dadas las siguientes rectas:
rr5x—y+4=0,
s {x =—-3+mh\
y=4-—\
determina el valor de m para que las rectas ry s sean:

,con\ ER

a) Paralelas.
b) Perpendiculares.
¢) Coincidentes.
1
a)m= ar
b)m=5
¢) No pueden ser coincidentes.



B Los puntos A(1, 2) y D(5, 4) representan los vértices opues-

tos de un cuadrado:

YA C

<V

o

a) Calcula el punto medio, M, de la diagonal, AD, del
cuadrado (M sera el centro del cuadrado).

b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa por My es
perpendicular a la diagonal AD.

¢) Calcula las coordenadas de los otros dos vértices By C
del cuadrado.

a) M(3,3)
b) AD = (4,2), luego la recta es de la forma: 4x + 2y + C =0
Como contiene al punto M(3, 3) debe cumplir:
4.342-3+4C=0=C=-18
Larecta pedidaes4x +2y —18=0=2x+y—9=0.

c) El vector AM = (2, 1). Dos vectores perpendiculares y del
mismo maodulo son:

Luego los puntos By C son:
B3-1,3+2)=2,5yB3+1,3-2)=41)

En concreto, B(4, 1) y C(2, 5), porque B debe estar a la dere-
cha y hacia abajo respecto de M.

B Explica la condicion que han de verificar A y B si las rectas

x=1_y—2
2 3
a) Son perpendiculares.
a) —2B+3A=0

Ax+By+C=0y

b) Son paralelas.
b) A/3 = —B/2

Hi Sea rla recta de ecuacién 3x — 5y + 2 = 0. Determina las

ecuaciones de las rectas paralela y perpendicular a r que
pasen por el punto (—15, 4).

Paralela: 3x — 5y + 65 = 0; perpendicular: 5x + 3y + 63 = 0

Hl Dada la recta de ecuacién 3x — 5y + 7 = 0, determina la

ecuacion de la recta perpendicular que corta el eje de orde-
nadaseny = 3.

Una perpendicular tendrd por ecuacién 5x + 3y + C = 0.

Debe pasar por (0, 3), es decir, 5:-0+3 -3+ C=0=
=C=-9.

La recta buscada es 5x + 3y — 9 = 0.

Bl Determina el valor de a para que las rectas de ecuaciones x

—5ay=1y2x+ 3y =1 sean:

a) Paralelas. b) Perpendiculares.
1 —5a -3

a) - =———>=>a=——
2 3 10

b)1-2+(=5a)-3=0=>a=2/15

Bl Determina el valor de m paraquer:x —y+ 4 =0y

X=3+m\
s.{y:1 _a , A € Rsean:
a) Paralelas. b) Perpendiculares.
v,=(01,1yv,=(m —4)
1
a) Sison paralelas: (1,1) = k(m, —4) = —=—=m = —4

b) Sison perpendiculares: (1,1)-(m, —4)=0=>m = 4.

xX==3+5\ .
y=7+m , A E R, sabien-

do que s pasa por P(13, 8), determina m y n en los siguien-
tes casos:

Dadasr:2x + my — 7 =0ys:{

a) Siry s son paralelas.
b) Siry s son perpendiculares.

16
SiP(13,8) perteneceas: 13 = —3 + 5A =\ = ?

16 5
Entonces:8 =7 +n—=n=—.
5 16

Un vector director de s es (16, 1) y un vector director de r es
(_m/ 2)

. —m 2
a) ry s son paralelas si 6 -1 =m= —32.

1
b) ry s son perpendiculares si (—m, 2) - (16, 1) =0 =>m = 3

De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de tres

vértices: A es el origen de coordenadas, B(4, 1) y D(1, 4).

a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice, C.

b) Comprueba, analiticamente, que las diagonales son per-
pendiculares y que se cortan en su punto medio.

a) AD=BC=(1,4) = x—4,y—1)=x=5y=5,luego
C(5, 5).

b) AC-BD = (5,5)-(—3,3) = —15 + 15 = 0 = AC L BD, lue-
go las diagonales son perpendiculares.
El punto medio de una de las diagonales es: M(5/2, 5/2).

Comprobamos que las rectas que contienen Ay Cy By D,
se cortan en el mismo punto:

Recta que pasaporAy C:y = x.
Recta que pasaporByD:x +y = 5.
El punto de interseccion es la solucién de este sistema:

yex P(5/2,5/2
x+y:5:> (5/2,5/2)

Calcula las coordenadas del punto simétrico de A(1/6, 1)
respecto del punto P(1, —4).

11
A,<7, 79)
6

Halla las coordenadas del punto simétrico al punto P(2, 2)
respecto de la rectax —2y —5=0.

Recta perpendicular a la dada que pasa por (2, 2):
2Xx+y—6=0

17 —4
Punto de interseccién de las dos rectas: (?, T)

El punto de interseccién es el punto medio entre (2, 2) y su si-
métrico, por tanto, el simétrico buscado es:

5
5" 5
Calcula el punto simétrico de A(0, 4) respecto de la recta

3x—y+1=0.

Primero calculemos la proyeccion ortogonal de A sobre la
recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacion de la recta
perpendicular a r que pasa por A.

Una perpendicular cualquiera es de la forma x + 3y + C = 0.
Imponemos que contenga el punto A:1:0+ 34+ C=0=
=C=-12

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A
esx+3y—12=0.

6. Geometria analitica en el plano @



Ahora buscamos la proyeccién de A sobre r resolviendo el sis-
tema y obtenemos A(9/10, 37/10).

Esta proyeccion es el punto medio entre Ay su simétrico, por
tanto podemos escribir:
9 O0+x 9 37 4+y 17
2 _ yx=— 2277 -
10 2 5

I

= =
0 2 7 s
El punto simétrico es A(9/5, 17/5).

Hl calcula el punto simétrico de A(—2, —1) respecto de la rec-

x =13t

tar: teR.
{y =7-5t

Primero calculemos la proyeccion ortogonal de A sobre la

recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacion de la recta

perpendicular a r que pasa por A.

Una perpendicular cualquiera es de la forma 3x — 5y + C = 0.
Como un vector director de r es (3, —5), imponemos que con-
tengaelpuntoA:3:-(=2) =5 (-1)+C=0=C=1.
Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A
es3x —5y+1=0.
Ahora buscamos la proyeccién de A sobre r resolviendo el sis-
tema y obtenemos A(3, 2).
Esta proyeccion es el punto medio entre Ay su simétrico, por
tanto podemos escribir:

—2+x —1+y
3= 5 =x=8;, 2=

El punto simétrico es A’(8, 5).

=y=5

[l Determina la ecuacién de la recta simétricade r:x+y—1 =

=0 respecto de larectas:x—2y+3=0.

La recta r y su simétrica respecto a s tienen un punto en co-
mun: el de su interseccién.

Si resolvemos el sistema de ry s se obtiene:

P,=(—1/3,4/3)
Otro punto de r’ serd el simétrico de uno de r respecto a s.
Un punto de r es (0, 1). La recta t perpendicular a s que pasa
por(0,1)est:2x+y—1=0.

-1 7
El punto de interseccion de sy tes PO(T' ;)

-2 9
Con estos datos, el punto de r’ buscado es: ( 5 E)

ISR

\ 1

Ol
/
<y

ssx—=2y+3=0 7\ AN

Con dos puntos se puede deducir la ecuacién de r, que es:
7x+y+1=0.

@ Geomeitria

Distancias y areas
@ Halla el perimetro del cuadrilatero ABCD si A = (3, 4); Bes el

punto simétrico de A respecto de la bisectriz del primer
cuadrante; C, el simétrico de B respecto del eje de ordena-
das, y D, el simétrico de C respecto del eje de abscisas.

7Y

Las coordenadas de los puntos son: B(4, 3); C(—4,3) y

D(—4, —3), por lo tanto el perimetro:
p=|aB| + [8D| + [DC| + [cA| =16 + 6V2 u

Halla la distancia del punto P(2, 2) a la recta paralela al eje

de abscisas que pasa por el punto Q(3, 4).

Observa la representacion grafica:

YA
| QG3,4)
1 d
1 P22
L
[ ) B e s

Por tanto la distancia es d = 2.

Considera el triangulo formado por el eje de ordenadas y

las siguientes rectas de ecuaciones:

2x—y—1=0

x+2y—8=0

Calcula su perimetro y su area.

Los vértices del triangulo son los puntos de interseccion de

las tresrectas:2x —y — 1 =0,x + 2y —8 =0y x = 0, que

son: A0, 4), B(O, —1) y C( 2, 3).

Por tanto, el perimetro es:
AB+BC+CA=5+\V5+V20=5+3V5u

Para calcular el area, tomamos AB como base y entonces la

altura vale 2 unidades, por lo que: Area = 5 u*.

Calcula la distancia entre las rectas:

4x—3y+7=0

8x—6y=0

Son rectas paralelas porque los coeficientes A y B de las dos

rectas son proporcionales. Con un punto de la segunda, por

ejemplo, O(0, 0), calculamos la distancia a la primera recta:

_|4-0-3-0+7] 7
4+ (=3 °

Determina, sin efectuar calculos, la distancia entre las si-

guientes rectas:

3x4+2y—5=0

2x—5y+1=0

Como los vectores directores de las rectas no son proporcio-

nales, podemos asegurar que no son rectas paralelas, por

tanto son secantes y su distancia es cero.

do,n =14u



66

Dadas las rectas ax + (a + 2)y = a + 2 yx + ay = 3, donde
aes un parametro.

a) Calcula un vector director de cada una de estas rectas.

b) Halla los valores de a para los que las rectas son pa-
ralelas.

c) Calcula los valores de a para los cuales las rectas son
perpendiculares.
d) Calcula la distancia que hay entre las dos rectas cuando
a=2.
a)v,=(—a—2avyVv,=(—al)
b) Las rectas son paralelas si sus vectores son proporcionales:
—a—2 a )
——=—=ad —-a—-2=0=>a=2a=—1
—a 1
¢) Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de
sus vectores directores es cero:

(—a—2,a(—a,1)=0=d+3a=0=a=0,a= -3
d) Sia = 2, las dos rectas que quedan son:

mrx+2y=2

B ossx+2y=3

Son paralelas, por eso tomamos el punto (0, 1) de la recta r
y calculamos la distancia de este punto a la recta s, que se-
ra la distancia entre las dos rectas:

CJo+2-1-3] 1

dins)=——==—x=u
ViTZ Vs
Considera la recta de ecuaciony = —2x + 2.

a) Averigua las coordenadas del punto de interseccién de
esta recta con su recta perpendicular que pasa por (6, 3).

b) Halla la ecuacion de la paralela que contiene (3, 5).

¢) Calcula la distancia entre las dos rectas paralelas.

a) Una recta perpendicular es de la forma: y = (1/2)x + b.
Debe pasar por (6, 3), por tanto: 3 = (1/2)- 6 + b= b = 0.

1
Luego la recta perpendicular esy = 2%

El punto de interseccion es la solucién de este sistema:

y=—2x+2
4 2
SX=—y=—
y=x/2 5 5
El punto es P(4/5, 2/5).
b) Una recta paralela es de la forma:y = —2x + b.
Debe pasar por (3,5):5=—-2-3+b=b=11.
Luego la recta paralelaesy = —2x + 11.

¢) Ladistancia es 9/\/§ u.

Determina si es equildtero, isdsceles o rectangulo el trian-
gulo cuyos vértices son A(2, 2), B(5, 6) y C(—2, 5). Averigua
el valor de la altura correspondiente al vértice A y utilizalo
para calcular el area del tridngulo.

Como AB = (3,4) yZE = (—4, 3), es rectdngulo en A. La longi-
tud correspondiente a estos lados es 5. Por tanto, es isésceles.
Como BC = (—=7,—1), la recta perpendicular a BC que pasa
por A es: 7x +y — 16 = 0. La proyeccién ortogonal de A sobre
esta recta es el punto de interseccién de esta recta con la que
pasa por BC, es decir, x — 7y + 37 = 0.

Este punto es: A,(3/2, 11/2).

V2

La longitud de la altura es el médulo del vectormo, h= ST.

El area del triangulo sera: M =12,5u?

69)

Calcula la distancia entre estas rectas:
r:4x—2y+10=0 s:4x—2y—10=0
Un punto de una de ellas es P(0, 5), puesto que son paralelas:

4-0-2-5-10
—————|=V20=2V5u
V16 +4 ‘

Sabiendo que 3x+ay—5a=0 y—bx+3y+3b=0 son
perpendiculares y sus ordenadas en el origen estédn a
4 unidades de distancia, calculaay b.

Primero debe cumplirse (—a,3)-(3,6) =0= —a+ b =0.
Six =0, enlaprimerarectay = 5,y en lasegunda, y = —b.

Debe cumplirse: |5 — (=b)| = 4;esdecir, 5+ b=4=b= —1
y5+b=—-4= b= —9. Portanto:

B Sib=—-1=a=—1

B Sib=-9=a=-9

Averigua qué punto, P(x, y), del plano dista 5\/5 udeQ(4, 1)
y cumple lo siguiente:
m x>y = |y|=2Jx

La ordenada debe ser negativa y en valor absoluto el doble
que la abscisa, por tanto P(x, —2x).

Debera cumplir:

X—4 4+ (—2x— 1)’ =50=5¢—4x—33=0=
x=3 y=—6

= =
x= —11/5 y=22/5

Solo cumple el enunciado la solucién x = 3,y = —6.

Un punto de larecta r: x + 3y + 7 = 0 equidista de los pun-
tos A(—1, 3) y B(3, —5). Calculalo.

ae b

N 1‘ )V(
P x+3y+7=0

B

El punto de la recta sera: P (x, (x + 7)/(—3)).

Aplicando la expresion de distancia entre dos puntos e igua-
lando, se obtiene d(A, P) = d(B, P) que a su vez:

120x = —120, es decir, x = —1, y sustituyendo y = —2, luego
P(—1,—2).

El punto A(4, —3) dista 5 unidades de dos puntos de la rec-
ta 7x —y — 6 = 0; halla las coordenadas de los puntos.

YA
Ix—y—6=0
p
ol X
A
P

Los puntos de la recta son de la forma (x, 7x — 6), por tanto,
los puntos que distan 5 unidades de A son aquellos que cum-
plen: (x — 4)> + (7x — 6 + 3)* = 5%

Operando, se obtiene la ecuacién 50x(x — 1) = 0, cuyas solu-
cionesson x=0 y x=1.Los puntos son: P(0, —6) y P'(1, 1).
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Determina los puntos de la recta {ii ;t_ t, t € R, que dis-
tan\/ﬁudey= 3x+ 1.

Podemos sustituir en la férmula que permite hallar la distan-
ciadeunpunto (3 —t 2t)aunarecta,3x —y+1=0:

—f)—2t+1 x=3 =—6
Vio= B0 2 N
x=—11/5 y=22/5

Vo
Por lo que los puntos son:
HSit=0=(3,0)
B Sit=4=(-1,8)
Halla el punto de la recta 2x + 3y — 5 = 0 que equidista de
A(0, 3) y B(—1, 4).

—2x+5
El punto es de laforma | x, ————

) -2xt5 2 ) -2x+5 2
S e e O e

. Se debe cumplir que:

3
x= Ly =13
5775

Por tanto, el punto buscado es (—7/5, 13/5).

Averigua los puntos de la recta —8x + y — 1 = 0 que estén
a distancia 2\/2 u del punto A(2, 3).

Los puntos de la recta son de la forma (x, 8x + 1). Por tanto:
(x—27+(Bx—2’=8=65¢—6x=0=

x=0 y=1
= =

X = 36/65 y = 353/65
Los puntos de la recta que estan a distancia 2\/5 u del punto
A(2,3)son (0, 1) y (36/65, 353/65).

Encuentra las coordenadas de los puntos situados en
larecta r: x + 2y — 3 = 0 que distan dos unidades de la recta
s:4x—3y+9=0.
3—x
=)

La distancia de uno cualquiera de ellos a s es 2, por lo que:
4x—3y+9
1yl
5

Py P’son de la forma <x,

X
Comoy=3— ? tenemos que:

3x—2
‘4x—3-< > >+9

=10=|11x+9|=20

Las soluciones de esta ecuacion son: x = 1y x = —29/11. Sus-

tituyendo en la ecuacién irracional, ambas son validas, por lo

que solo falta calcular las ordenadas de los puntos Py P".
—29 31 )

Se obtiene: P(1, 1)y P'| ——, —
e obtiene: P(1,1)y (11 11

//4x—3y+9:0

De todas las rectas que pasan por el punto P(2, 1), halla las
que distan una unidad del origen.

Las rectas que pasan por el punto (2, 1) son de la forma:
y— 1=mx—2),esdecirmx—y+(1—2m)=0.

Podemos hallar las dos rectas que pasan por el punto (2, 1) y
distan una unidad del origen, a partir de la expresién que
proporciona la distancia de una recta a un punto:

m-0—0+(1—-2m) >
1= - =>Vm'+1=[1-2m|
Vm®+1

Al resolver esta ecuacién irracional, se obtiene m=0y
m = 4/3, por lo que las dos rectas buscadas son:

=1e *ix—i
y y 3 3
2\ /
y=1__ | (2,1)‘,/
7
T T T T 077 '* T T T XV
RN 4
Y

Averigua las ecuaciones de las rectas que pasan por (—2, 4)
y distan 3 unidades del punto (—1, 7).

Las rectas que pasan por (—2, 4), son de la siguiente forma:
y—4=mx+2),esdecirrmx —y+2m+4=0.

Por tanto, se puede escribir:

—1)—7+2m+ =0
3:|m( N=7+2m 4|:>8m2+6m—0:>{m_
vVm?+1 m= 3/4

Es decir, las rectas seran:

B Sim=0=>y=4

B Sim=3/4=3x—4+22=0

Determina las ecuaciones de las rectas que distan 7 unida-

des del punto P(3, 5) y son perpendiculares a la recta cuya
ecuacion es 3x—4y +6 = 0.

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.

Si son perpendiculares a 3x —4y +6 =0, son de la forma:
4x+3y+C=0.

Si distan 7 unidades del punto (3, 5), deben cumplir:
7_|4-3,+3-5+c|
V16 +9

Las dos rectas son: 4x+3y+8=0 y 4x+3y—62=0.

=35=27+(C=C=8yC=-62

En el triangulo de vértices A(0, 3), B(3, 7) y C(6, 0), calcula:
a) El perimetro.

b) La ecuacion de la recta perpendicular a BC que pasa por
A, es decir, la altura del tridngulo desde el vértice A.

¢) La distancia del punto A a la recta que contiene el seg-
mento BC.

d) El area.

a) Lado AB = 5 u; lado BC = \/5 u; lado AC = 3\/5 u; Peri-
metro = 19,324 u.

b) La recta que contiene a A(0, 3) y es perpendicular al vector
EE=(3,—7)es:3x—7y+21 =0.

¢) La distancia de A(0, 3) a la recta que contiene el segmento

7-0+3-3-42] _ 33

Va9+9 /58
|scl-d Vss33Vss 33

b-h
dA=—= u’
2 2 2 2

BC 7x+3y —42=0,es:d =




Angulos

82)

83]

Encuentra las ecuaciones de las rectas que forman con el
eje de abscisas un angulo cuya tangente vale 3.

y=3x+b

Determina, sin efectuar calculos, el angulo existente entre
las rectas 3x —2y—5=0y 2x+ 3y =0.

90°, puesto que AA’+ BB'=0

Halla el angulo que forman estas dos rectas:
x=2+3t
r:3x—5y+10=0,s: {y=4—2t’ teR

Aplicando la férmula para el coseno del dngulo que forman
los dos vectores directores, se obtiene o = 64,65°.

Averigua la ecuaciéon de la mediatriz del segmento de
extremos A(—1/2, 5) y B(7, —2) y determina el angulo que
forma con la rectax = 5.
El punto medio del segmento es M(—13/4, 3/2).
El vector es AB = (15/2, —7), por lo que una perpendicular al
segmento AB que pase por M es:
15
—x—7y+C=0
2 y
Imponiendo que pase por M:
15 —13 3 279
—|— -7 =+C=0=C=—
2 4 2 8
15 279
La rectae57x— 7y+T: 0= 60x — 56y + 279 = 0.
El dngulo que forma con la recta x = 5 es:
(56, 60) - (0, 1)| 60

cosa = = = a=43°1'30"
V6736 4\/ 421

Escribe la ecuacidon de las dos rectas que pasan por el pun-
to (3, 2) y forman un angulo de 45° con el eje OX:

YA

(3,2)
45° 45°
0 X

La recta de pendiente positiva sera de la forma:y = x + b.

Imponiendo que pase por (3, 2), tenemos:
2=3+b=b=-1

Por tanto, esta recta tiene por ecuaciéony = x — 1.

La recta de pendiente negativa serd de la forma:y = —x + b.

Como pasa por (3, 2), tenemos: 2 = =3 + b= b = 5.

Por tanto, esta recta tiene por ecuaciény = —x + 5.

Determina la pendiente de las rectas que forman un dngu-

lo de 60° con la recta de ecuaciéon —x + 2y = 4.

Un vector director de la recta es U = (2, 1) y un vector direc-
tor v = (1, m) de otra que forme con ella 60° cumplira:

1 2+m
—=#:>‘4+2m\ =V10+10m* =
2 \5\1+m
m=8+5\3
=
m=8-5\3
Por lo que hay dos rectas que forman un angulo de 60° con la
recta dada, de pendientes —0,66 y 16,66, aproximadamente.

Escribe las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto

de intersecciondex+ 3y —5=0y —2x + y + 3 = 0y for-
man un angulode 45°con2x —y — 1 =0.

Un vector directordelarecta2x —y — 1 =0esu =(1,2) y
un vector director v = (1, m) de una recta que forme con ella
un angulo de 45° cumplira:

V2 o [1+om

—————— = [2+4m[=V10+10m* =
2 VsViem

Quie verifican la primera ecuacion.

Por otra parte, el punto de interseccion de las dos rectas es la
solucion del siguiente sistema:

x+3y—5=0

—2x+y+3=0
Se cortan en el punto P(2, 1), por lo que las rectas buscadas
tienen por ecuacion:

-9
my—1 :T(x—z):>3x+y—7=0

1
my—1 :g(x—z):>x—3y+1:0

Ejercicios de aplicacion
B Dado el triangulo de vértices A(0, 0), B(4, —2) y C(—2, 6),

calcula:

a) Su érea.

b) El angulo B.

¢) La ecuacion de la mediatriz del segmento AB.
d) El punto simétrico de C respecto de AB.

y A
C 1

a) Siguiendo el proceso del ejercicio anterior se obtiene:
Area =101’

BA-BC  (—4,2):(—6,8)
b) cos B= =
Al e V2o

El angulo buscado es, por tanto: B = 26,57°.
Atencion: Si se calcula primero B, podemos hacer:
AB=(4,-2)
h= |ZE‘ -sen B, por lo que el rea sera:
A=|BC|- [AB|-senB=1012
c) La mediatriz del segmento AB es la perpendicular a AB por
su punto medio. Por tanto, es de la forma 2x—y + C=0,
como el punto medio de AB es (2, —1), C= —5. La ecua-
ciéon pedida es la siguiente:
2x—y—5=0
d) Calculando la proyeccién ortogonal de C sobre AB se
obtiene C,(—4, 2), por lo que C(—6, —2).
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Bl Halla el érea del triangulo determinado por:

ry=-—x
x=3+k
s: y=—3+3k’kER

t- — £+i
YETS TS

Los vértices de este tridngulo son:
A=rNs = A3, —3)
C=rnt= C-1,1)

B=sNt = B(4,0)

Siguiendo el procedimiento aplicado ya anteriormente, el
area vale 8 U’

También podemos calcular el dngulo B, y, a continuacion, la
altura del tridngulo.

BC-BA  (=51)-(=1,-3) 2

= = =
'B¢| - [BA V26-Vi0 V260

/ 4
=senB=_|/1———=0,99
260

Como h =BC- sen B= 5,06 u, solo queda hacer:

b-h _V10-506 _

2 2

cosB=

Area = 8u’

Considera los puntos 0O(0, 0) y A(9, 12). Una persona situa-
da en el punto O viaja en linea recta hacia A.

a) ;Qué distancia recorre para ir de O hasta A?
b) Escribe la ecuacion de la recta que sigue en este camino.

¢) Cuando lleva la tercera parte de recorrido, ;qué coorde-
nadas seran las del punto P en que se encuentre?

d) Si cuando llega al punto P decide dirigirse hacia un pun-
to Q de coordenadas Q(7, 1), ;qué angulo debera girar
respecto de la trayectoria que seguia?

a) La distancia entre O y A corresponde con el médulo del

vector que une los puntos Oy A:

d=V9+12°=15

b) Como se conoce el punto A(0, 0) y el vector OA = (9, 12),

se obtiene la siguiente ecuacion:

x—0 y—0
: =——=4x—-3y=0
9 12

¢) Dado que debe cumplirse esta relacion entre vectores:

— 1=
OP=—_0A
3

El punto P tiene por coordenadas (3, 4).
d) El vectorFa = (4, —3), que indica la nueva direccién y el

vector OP = (3, 4), que tiene la direccién inicial del trayec-
to son perpendiculares, porque su producto escalar es ce-
ro. Por tanto, el angulo que indica el cambio de direccion
es de 90°.

@ Geomeitria

BB Considera el siguiente rectangulo del plano:

D
YA

<V

A

a) Si A(0, 0) y B(3, 4), calcula la longitud de AB.
b) Determina la ecuacién de la recta que pasa por Cy A.

c) Determina las coordenadas del vértice C sabiendo que
la longitud del lado CA es doble de la de AB.

d) Calcula las coordenadas del vértice D.
a) ‘ﬁ| =5u
b) La recta determinada por C'y A es perpendicular al vector
AB = (3, 4). Por tanto:
Vi LAB=V, = (—4,3)
Como esta recta pasa por (0, 0), tiene por ecuacion:
3x+4y =0
c) Sobre la recta AC, un punto que esté a 10 unidades de dis-

tancia del origen ha de tener por coordenadas (8, 6), es
decir, C(8, 6).

d) Se ha de cumplir que:ﬁ = 5; es decir, D = (=5, 10).

El lado desigual de un tridngulo isésceles mide 2\/5 uy
esta sobre y = x. El vértice opuesto es (0, 4).

a) Averigua la longitud de los lados iguales.

b) Determina las coordenadas de su baricentro.

a) La distancia del punto a la recta es el valor de la altura del
triangulo isésceles tomando como base el lado desigual.
Esta altura divide el triangulo en dos tridngulos rectangu-
los cuyas hipotenusas son los lados iguales del tridngulo
isosceles. En uno de estos triangulos rectdngulos, los cate-
tos son la altura y la mitad del lado desigual, es decir, V2.

Por tanto, calculamos la altura del tridngulo y aplicando el
teorema de Pitdgoras, obtendremos la longitud del lado
deseado.

altura = d((0,4),x —y =0) =

Ahora aplicamos Pitdgoras:

lado igual = (2\/5)2 + (\/5)2 —Ve+2=V10u
Por tanto, la longitud del lado igual es Viou.

b) Puesto que el tridngulo es isdsceles, el baricentro se halla
situado sobre la recta perpendicular al lado desigual a una
distancia 1/3 de la base y 2/3 del vértice (0, 4).

Llamando A, a la proyeccion del vértice conocido A(0, 4),
A, es el punto de interseccién de la recta y = x y su per-
pendicular por A:

y=x = A2, 2)

y=—x+4
Llamando G al baricentro:
x—2=-2/3 (4 8)
= _—

- 1—
AG=-AG= :
3 y—2=2/3

33



Bl Determina las ecuaciones de las rectas que pasan por

P(—2, 7) y son perpendiculares a la bisectriz del primer cua-
drante y al eje de abscisas. Halla, también, el érea del cua-
drilatero que forman los ejes X e Yy las rectas halladas.

Una perpendicularay = xesy = —x + b; si pasa por (—2,7),
debe cumplirse lo siguiente:

7=2+b=b=5
Por tanto, y = —x + 5 es perpendicular a la bisectriz del pri-
mer cuadrante y contiene al punto (—2, 7).
La perpendicular al eje OX es x = —2.
El cuadrilatero es un trapecio rectangulo.

El punto de interseccion con el eje de ordenadas de la recta
y=—x+5es(0,5).

Con la ayuda de un esquema se observa que la base menor
mide 5 u'y la mayor, 7 u. La altura es 2, por lo que el area del
trapecio es 12 u”.

Halla la ecuacién de la recta que pasa por (6, 2) y forma un
triangulo de 27 u® con los ejes de coordenadas.
El dibujo de la recta es el siguiente:

14

(6,2)
27 u?
1
0 a N\ X
N
a- b b-2
Debe cumplirse que 27 = ——y— = ——,
pirseq 2 Va6

Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones y se
obtiene:a =9y b = 6.

La pendiente de la recta es —2/3, y la ordenada en el origen
es 6.

2
La ecuacion de la recta buscada es:y = 6 — EX'

Un tridngulo tiene dos vértices en los puntos A(0, 0) y B(3, 1).
Su area es 2 u’ y el tercer vértice, de ordenada positiva, se
encuentra sobre la recta de ecuacién x — 2y + 2 = 0. Calcula
las coordenadas de Cy el perimetro del triangulo.

El vértice C estd en la recta x — 2y + 2 = 0, por lo que sus
X
coordenadas deben ser C(x, 3 + 1).Tomamos el lado AB co-

mo base, luego esta mide V10 u. Si el drea mide 2, la altura
del triangulo sobre AB debe medir 4/ 10 u.

. . s X
Esta altura es la distancia entre el vértice C(x, 2 + 1) y la rec-
ta que contiene AB, x — 3y = 0:

x—3-<£+1) 3x
4 2 x———3=4
V1o Vio xt 234

{ =—14 [y=—6
= =
x=2 y=2

Asi pues, el vértice C es el punto (2, 2).
El perimetro sera:
AB + AC + BC = V10 + 2V2 + V2=7,405u

Escribe la ecuacion de la recta simétrica de r: y = 3x respec-

to de la bisectriz del primer cuadrante y, a continuacion,
calcula el area del triangulo que forman la recta r, su simé-
trica, y la recta de ecuacién t: 5x + y — 16 = 0.

La bisectriz del primer cuadrante, y = x, y la recta r se cortan
en el origen de coordenadas. Un punto de la recta r es, por
ejemplo, P(1, 3). Su simétrico respecto de la bisectriz del pri-
mer cuadrante es P(3, 1).

Por tanto, la ecuacion de la recta simétrica buscada, s, es:

1
y=3

Buscamos los puntos de interseccién de la recta la recta t con
lasrectasry s:

y =3 = A(2, 6)
5x+y—16=0

y=3x =B(3,1)

5x+y—16=0
Buscamos el dngulo que forman ry s para, asi, hallar el drea:
(1,3)-6, 1)

(Vo)
Va0-V10-0,8
A= P00 g

2

cos (r,s) = =06=sen(s) =08

El 4rea sera:

uZ

Un tridngulo rectangulo tiene un vértice, A, correspondien-
te al angulo recto, en el origen de coordenadas; otro en el
punto B(2, 4), y el C esta a distancia 3 u del eje de abscisas
Calcula:

a) Las ecuaciones de las rectas que contienen ABy AC.
b) El vértice C.

¢) El area del triangulo.

a) Lado AB:y = 2x

X
lado AC:y = ——
2
b) El vértice C tiene por ordenada 3y, por tanto, su abscisa
X
puede ser 6 0 —6, puesto que perteneceay = -5

¢) En cualquier caso el drea del triangulo rectdngulo BAC es:

L AB-AC _ \/5-\/%:
2

2

15 u?

Determina:

a) La ecuacion de la recta paralela a la bisectriz del segun-
do y cuarto cuadrante que pasa por el punto (0, a).

b) El valor de a para que la recta anterior determine en el
primer cuadrante con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de 8 u” de érea.

¢) Ladistancia del origen de coordenadas a esta recta.

d) La distancia entre esta recta y el punto (4, 0).

ay=-x+a

b) La recta corta al eje de abscisa en el punto (a, 0) y al eje de
ordenadas en el punto (0, a), y el tridngulo es rectangulo.
Por tanto, si el 4rea es 8, a> = 16, por lo que a = 4 (no pue-
de ser —4). Por tanto, la recta tiene de ecuacion:

x+y—4=0
c) Larectaesx + y — 4 = 0y ladistancia de (0, 0) a ella es

d=4/N\2=2V2u.

d) Dado que el punto de coordenadas (4, 0) pertenece a la recta
X +y — 4 =0, podemos determinar que la distancia pedi-
daesO.
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[ En el tridangulo de vértices A(—1, —1), B(—3, 5) y C(1, 3),
averigua:

AB = (—6,2), M4, 2)
Recta perpendicular aXEque pasa por M es:
a) Las ecuaciones de sus medianas.
b) Las coordenadas del ortocentro.
a) El punto medio de AB es (—2, 2). La ecuacién de la recta
que pasa por este puntoy G, esx — 3y + 8 = 0.

—3x+y+10=0
Segun enunciado, P(x, y) es tal que x = 2y, por tanto:
—3x+y+10=0
= P4, 2)
X =2y
El punto medio de AC es (0, 1). La ecuacion de la recta que
pasa por este puntoy B, es 4x + 3y — 3 = 0. B Determina la ecuacién de una recta que forma con el eje X
El punto medio de BC es (—1, 4). La ecuacién de la recta un dngulo de 45°y que dista 15 unidades con (0, 0).
que pasa por este puntoy A, esx = —1. Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.
b) La altura correspondiente al vértice Ces —x + 3y — 8 = 0.
La altura correspondiente al vértice Besx + 2y — 7 = 0.

Las rectas son de la forma: x —y + C=0.
La distancia del origen de coordenadas a estas rectas es de
La altura correspondiente al vérticeAes2x —y + 1 = 0. 15 unidades, por tanto:
Resolviendo un sistema con cualquier par de ecuaciones,
se obtiene (1, 3).

M Calcula las ecuaciones de las alturas y el baricentro del

5 = 0=y-0+(| =C=15V2yC=-15\2
V2

Las dos rectas buscadas son:
tridngulo que tiene por vértices A(0, 6), B(4, 0) y O(0, 0).
v A

x—y+15V2=0yx—y—15V2=0

@ Unrombo tiene dos vértices opuestos, A(5, 3) y C(1, 2), y un
vértice, B, que esta sobre el eje. Halla D.

YA

A partir de la observacién de la figura, se puede deducir di- )
rectamente: k
Alturas: correspondiente al vértice A: x = 0, correspondiente
al vértice B:y = 0.
Correspondiente al vértice C: como AB = (4, —6), la ecuacion
de la altura serd de la forma 2x — 3y + C = 0. Como ha de con-
tener el (0, 0), la ecuacion es:

—2x+3y=0

|
T \ T T T
41
Baricentro: es el punto de interseccion de las medianas, y se

puede calcular directamente sumando las coordenadas de
los vértices y dividiendo por tres:

4
o3.2)
3

M Un punto equidista de los puntos A(7, 1) y B(1, 3). La distan-
cia de dicho punto al eje de ordenadas es el doble que al
eje de abscisas. Calcula el punto.

*D
CA=(4,1)

El punto pedido debe estar en la mediatriz de AB.
YA

B es la intersecciéon de la mediatriz de CA y el eje de orde-
nadas.

La mediatriz de CA es de la forma 4x +y + C = 0. Como debe

5

pasar por el punto medio de CA, que es el (3, —), la ecuaciéon
29

esdx+y——=0

Intersectando esta recta con el eje de ordenadas, x =0, se
. 29

obtiene el punto B| 0, — |.
ol

El vértice D se obtiene considerando que el segmento BD

5
tiene como punto medio (3, —2—> las coordenadas de D son
(o)

6, —|.

2



@ Dado un triangulo isésceles cuyo lado desigual es AB, con

A(5, 3), B(2, 2), calcula el vértice opuesto, C, si sabemos que
pertenecealarectax—y+1=0.

'z

A(5,3),B(2,2) y Clx, x+1)

Sid(B, C) =d(C, A), debe cumplirse:
G=—x+2—-x*=x—-2+x—-11P=5-x*=x—-1)1"=
=24=8x = x=3

El vértice opuesto es C(3, 4).

M@ De un triangulo conocemos un vértice, A(0, 2), y las ecua-

ciones de dos alturas, y = —x y x — 3y — 2 = 0. Halla las
ecuaciones de los lados del tridngulo y los otros vértices.
Llados:3x +y—2=0,y=2+x,x—5y—6=0

Vértices: (—4, —2)y (1, —1)

El vértice A no pertenece a ninguna de las alturas, por lo que
son perpendiculares a los lados AB 'y AC.

Supongamos que B es el vértice correspondiente a la altura

y = —X, luego la pendiente del lado ACes 1:y = x + b, pasa
por A; por tanto, 2 = b.

Ellado AC esté en la recta de ecuacidony = x + 2.
Supongamos que C es el vértice correspondiente a la altura
x — 3y — 2 = 0, luego la ecuacion de la recta del lado AB es

de la forma: 3x + y + C = 0. Como pasa por A, se cumple esta

igualdad:0 +2 +C=0=C= —2.

El lado AB estd en la recta de ecuaciéon 3x +y — 2 = 0.

El vértice C es el punto de interseccién de las rectas ACy de la

altura que pasa por C:
y=x+2
x—3y—2=0 = =4, ~2)

El vértice B es el punto de interseccién de las rectas ABy de la
altura que pasa por B:
{3x +y—2=0

y=—x = B(1,—1)

6. Geometria analitica en el plano @






