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Una superficie conica se genera cuando una recta g, llamada gene-
ratriz, gira alrededor de un eje e con el que se corta en un punto V

llamado vértice (fig. 1).

La superficie conica generada tiene dos ramas simétricas res-
pecto del vértice.

Si el angulo que forman el eje y la generatriz se mantiene
constante, la superficie conica se llama de revolucidn. En este
caso, la trayectoria que describe cualquier punto de la genera-
triz es una circunferencia cuyo centro se encuentra en el gje.




Seccins dun cono

Curvas codnicas: Se llaman asi a las distintas curvas que se
obtienen al seccionar una superficie cénica con un plano.

Segln sea la posicidon del plano secante respecto del eje, se obtie-
nen las siguientes curvas:

Circunferencia. El plano secante es perpendicular al eje del cono
(fig. 2) y no pasa por el vértice (= 90°).

Elipse. El plano secante forma con el eje del cono un angulo ma-
yor que el semiangulo en el vértice (fig. 3), el plano corta a todas
las generatrices y no pasa por el vértice (< ).

Parabola. El plano secante forma con el eje del cono el mismo
angulo que el semiangulo en el vértice (fig. 4) o, lo que es lo mis-
mo, es paralelo a una generatriz del cono. En este caso, la curva
que resulta es abierta y con un punto en el infinito (e = £).

Hipérbola. El plano secante forma con el eje del cono un angulo
menor que el semiangulo en el vértice (fig. 5). En este caso, el
plano corta a las dos ramas del cono y la seccién es una curva
abierta de dos ramas (a> f).
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FOCO5 A d ir@ctrice5 Focos. Los focos de una curva cénica son los puntos de tangencia

del plano secante que produce la conica con las esferas inscritas al
cono que sean, a la vez, tangentes al plano (teorema de Dandelin).

Directrices. Se denomina directriz de una curva cénica a la recta

de interseccion del plano secante con el plano que contiene a la
z, circunferencia de tangencia entre el cono y la esfera que, siendo

tangente al plano secante, esta inscrita en la superficie cnica.

®-Ten en cuenta

+ La elipse y la hipérbola tienen dos focos y dos directrices
(fig. 6 y 8), mientras que la parabola solo tiene un foco y una
directriz (fig. 7).

En las figuras se han representado las dos ramas de la superficie
conica, de manera que el plano arsecante que produce la correspon-
diente curva puede verse de canto. Es facil entender que, tanto en el
caso de la elipse como en el de la hipérbola, hay dos esferas inscri-
tas en el cono que, ademas, son tangentes al plano ey, sin embargo,
en el caso de la parabola solo hay una esfera con estas condiciones.

._.,_._.._._'.\‘.o__._..._.._,_.._.

En las mismas figuras se ha dibujado la representacion del plano &
visto de frente, es decir, visto en direccion perpendicular al plano,
donde aparece la curva seccién, los puntos de tangencia con las
esferas y las rectas de interseccion con 7, y 7, que contienen a las
circunferencias de tangencia de las esferas con la superficie cénica.

Figura 6



Figura 7







* La elipse tiene dos ejes, MN y ST, perpendiculares, que se cortan
A e‘ |P58 en el punto O, centro de la curva. La elipse es simétrica respecto
a los dos ejes y, por tanto, respecto del centro O.

La elipse es una curva cerrada y plar"aa. lugar geometricodelos . Ejes; a1 eje mayor MN se le llama eje real y vale 20; el eje menor
puntos que cumplen que la suma de distancias a otros dos puntos STes el eje virtual y vale 26,

fijos £, y F,, llamados focos, es constante e igual a 2a, siendo

+ Distancia focal: la distancia focal F [F vale 2c. Los focos estan

20 a longitud del eje mayor MN de la elipse siempre en el eje real.
* Radios vectores (r, y r): son las rectas PF, y PF, que unen cada
A . ¢ punto de la elipse con los focos.
f A '
. * Circunferencia principal (c ): con centro el de la elipse y radio o.
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; B * Circunferencias focales (c, y c.): tienen como centro los focos
i y de radio, Za.
n |
\\/‘0/ * En a elipse siempre se verifica que o’ = b + %
l = | S : ., .
\ C i * Diametros conjugados: todo par de didmetros, como por ejem-
N 22 4 / plo AB'y (D, que cumplen que cualquier recta secante paralela
= a uno de ellos queda dividida en dos partes iguales por el otro.
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Radios vectores:  fiel2 : F1e 2




» Todo rayo que parte de un foco rebota en el otro foco.

Coémo hallar los focos conociendo los ejes

Sean MN y ST los ejes de una elipse
1. Se trazan ambos ejes perpendiculares entre si, cortdndose
en su punto medio.

2. Se traza un arco de circunferencia con centro en uno de los
extremos S del eje menor y radio el semieje mayor ON hasta
cortar al eje MN en los focos F, y F..
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Construcion da elipse

Cofecendo os eixes: método dos puntos
Sean los ejes MN y ST (fig. 14):

1.
- A

Se hallan los focos F, y F,, como ya se ha explicado.

Se toma un punto A cualquiera del eje mayor, situado entre
uno de los focos y el centro, y con radio MAy centro en F, se
traza el arco 1 y con radio NA y centro en F, se traza el
arco 2; estos dos arcos se cortan en el punto V de la elipse.

Repitiendo la misma operacién con otros puntos B, C, etc.,
se van determinando puntos de la elipse que, posteriormen-
te, se unen a mano o con plantilla.

Figura 14

. , Cofiecendo 0s eixes: metodo da afinidade

Figura 15

Sean los ejes MN y ST (fig. 15):

1. Se trazan dos circunferencias cuyos diametros sean iguales
al eje mayor y al eje menor, respectivamente.

2. Setraza un radio cualquiera que corte a las dos circunferen-
cias en dos puntos Ay B.

3. Por el punto A de interseccion con la circunferencia menor
se traza la recta paralela al eje mayor MN.

4. Por el punto B de interseccion con la circunferencia mayor
se traza la paralela al eje menor ST.

5. El punto C de interseccién de las dos paralelas es un punto
de la elipse.

6. Se repite la operacion con tantos radios como se desee,
determinando asi diversos puntos de la elipse, que poste-
riormente se unen a mano o con plantilla.



Construir unha elipse coilecendo os diametros conxugados

Sean AB y CD dos diametros conjugados de la elipse (
1. Se traza la circunferencia de centro O y diametro AB.

2. Porel punto O se dibuja la perpendicular al diametro AB que
corta a la circunferencia en 7.

3. Se toma un punto S cualquiera del diametro OB, trazando
por él la paralela a OT hasta cortar a la circunferencia en V.

4. Setrazan dos rectas paralelas: unaa OC por el punto Sy otra r :

a IC por el punto V; ambas se cortan en el punto R.
5. Repitiéndolo con otros puntos del didmetro AB se determi- N I\

nan puntos de la elipse, y se unen con plantilla o a mano. L5 /C R

Ag > / e 5 S;/, / S
N/
/ /Y /
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Cada punto de la elipse se obtiene por construccion de trian- :

gulos semejantes al OTC, como por ejemplo el SVR.
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Rectae Yanxentes La; proyecciones de los. 0€0S sobrg cua.lqu‘ier recta tangente a la
elipse pertenecen a la circunferencia principal

a el p=¢ * El punto simétrico de un foco respecto a cualquier recta tangente
a la elipse pertenece a la circunferencia focal del otro foco.
* Todo rayo que parte de un foco rebota en el otro foco.
<%
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Como trazar a recta tanxente por un punto da elipse

Dada la elipse cuyos ejes son ABy CD y un punto P cualquiera de

: la misma
Mediante a
circunferencia 1. Se hallan los focos F, y F, mediante el arco de centro Cy
- radio AB/2.
2. Setraza la circunferencia focal C, correspondiente a uno de
los dos focos, por ejemplo F..
Circunf. focal C, 3. Seune el foco £, con el punto P hasta cortar a C, en el punto

F’,, simétrico del otro foco F, respecto de la tangente.

4. Lamediatriz rdel segmento F F’, es la recta tangente buscada.

A circunferencia focal € o
lugar xeometrico dos puntos
do plano que son simétricos
dun foco respecto a todalas
posibles rectas tanxentes a
elipse.




COmo trazar as rectas Dada la elipse cuyos ejes son AB 'y CD y un punto P exterior

tanxentes dende un
punto exterior 1. Se hallan los focos F, y F, mediante el arco de centro Cy
radio AB/2.

2. Se traza la circunferencia focal C, correspondiente a uno de
los dos focos F..

3. Con centro en P se traza el arco de circunferencia que pasa
por el otro foco £, el cual corta a C, en los puntos G y H.

4. Las mediatrices ry s de los segmentos GF, y HF , respectiva-
mente, son las tangentes buscadas.

5. Los puntos de tangencia se hallan al unir los puntos Gy H
con el foco F, y cortar a las tangentes en los puntos I y /.

circunferencia focal ————



Como trazar as rectas tanxentes paralelas a unha direccion

Dada la elipse cuyos ejes son ABy CD y una direccion d

1. Se hallan los focos F, y F, mediante el arco de centro C'y
radio AB/2.

2. Setraza la circunferencia focal C, correspondiente a uno de
los dos focos F,.

3. Desde el otro foco F, se traza la recta m, perpendicular a la
direccion d, que corta a la circunferencia focal C, en los pun-
tos Gy H.

4. Las mediatrices ry s de los segmentos GF, y HF , respectiva-
mente, son las tangentes buscadas.

5. Los puntos de tangencia se hallan al unir los puntos G y H
con el foco £, y cortar a las tangentes en los puntos 'y /.




Trazado da recta tanxente por un punto P da elipse

Mediante a Despois de construir a elipse e de situar o punto da elipse
circunferencia P polo que queremos trazar a tanxente, con centro en O e

principal.

, AB : o
raio r ===, trazamos a circunferencia principal.

Unimos o punto P cos dous focos Fe F', e trazamos as cir-
cunferencias de didmetros FP e F'P, que son tanxentes &
circunferencia principal nos puntos Me N. Unimos Me Ne
obtemos a recta tanxente que pasa polo punto P.

Fixate en que unha recta é tanxente a unha elipse cando
0s pés Me N, das perpendiculares FMe F’ N trazadas des-
de os focos & tanxente t da elipse, estan situados na cir-
cunferencia principal da elipse.




Trazado das rectas tanxentes a unha elipse desde un punto
exterior dado, Q

Despois de construir a elipse e de situar o punto exterior Q
desde o que queremos trazar as rectas tanxentes t, e b,

: AB . . .
con centro en O e raio r = - trazase a circunferencia
principal.

Unimos o punto Q co foco F’, e trazamos a circunferencia

de diametro F’Q que intercepta a circunferencia principal
en dous puntos M e N que pertencen as tanxentes.

[F, Unimos M e N con Q e obtemos as rectas tanxentes bus-
cadas t; e t.

Os puntos de tanxencia T, e T, son, respectivamente, as

"~ interseccions dos segmentos FF'; e FF’, coas tanxentes t,
et Sendo F’; e F', os simétricos do foco F’ respecto a
esas tanxentes.




Trazado das rectas tanxentes a unha elipse paralelas a direc-
cion dunha recta dada, r

Tras construir a elipse, trazase a recta r dada como direc-
cion de referencia para o trazado das tanxentes.

. AB : ,
Concentroen Qeraio r = —2— , trazase a circunferencia
principal.

Trazamos polo foco F” unha perpendicular 4 recta r que
intercepta a circunferencia principal en dous puntos Me N
que pertencen as tanxentes.

As rectas tanxentes buscadas t; e t, pasan polos puntos M
e Ne son paralelas 4 recta dada r,

Os puntos de tanxencia T; e T, son, respectivamente, as
interseccions dos segmentos FF’; e FF’, coas tanxentes t,
e t,. Sendo F’; e F’, os simétricos do foco F’respecto a
esas tanxentes.



Trazado da recta tanxente e da recta normal por un punto P da
elipse

Despois de construir a elipse e de situar o punto da elipse P
polo que queremos trazar a tanxente, debuxamos a circunfe-
rencia focal de F'. Por F’ e P trazase unha recta ata cortar a
circunferencia focal en F;.

A recta tanxente, t, 4 elipse por un punto P desta é a
bisectriz do dngulo formado polos segmentos PF e PF,.

Fixate en que unha recta é tanxente a unha elipse cando o
punto simétrico dun dos focos respecto a esa recta estd
situado na circunferencia focal correspondente 6 outro
foco.

Observa na figura que F, é simétrico de F respecto 4 recta
f, €, posto que se atopa na circunferencia focal correspon-
dente a F', a recta té tanxente 4 elipse.

Arrecta normal, n, & elipse polo punto Pé a perpendicular
" circunferencias — d recta tanxente t por este punto,

focais



A h. / b ‘ Catedral de Brasilia do
|Per 0 e arquitecto Oscar Niemeyer
(estructura de hipérbole).

A hipérbole é unha curva aberta e plana, con duas ramas,
cuns puntos que constitien un lugar xeométrico coa propieda-
de de que a diferencia das distancias de cada un dos seus pun-
tos a outros dous fixos chamados focos, Fe F', é constante e
igual 6 seu eixe real AB.

Asi pois, 0s puntos da hipérbole cumpren:

f1—f1’=f2-f2'=...=A

N\
} eixe real

A hipérbole ten dous eixes de simetria, un real e outro imaxi-
nario, perpendiculares entre si e que se cortan no punto medio /

0, centro da hipérbole.

O eixe vertical & imaxinario porque non ten puntos en comun
coa curva; mentres que o real si corta a hipérbole.



Simetria: la hipérbola es simétrica respecto de los dos ejes y, por
tanto, respecto del centro O.

Ejes: el eje mayor V,V, se llama eje real y vale 2a. El eje menor,
perpendicular al anterior en su punto medio O, es el eje virtual.

Distancia focal: la distancia focal F,F, vale 2c. Los focos estan
siempre en el eje real.

Eje conjugado: segmento perpendicular al eje transversal que
pasa por el centro cuya longitud es 2b. Determinado por el
rectangulo que se forma entre las asintotas y el eje real.

Radios vectores (r, y r,): son las rectas PF, y PF, que unen un
punto de la curva con los dos focos, tal que PF, - PF, = 2a.

Circunferencia principal (cp): es la que tiene por centro el centro
O de la hipérbola y diametro 2a.

Circunferencias focales (c, y c,): tienen como centros los focos
y radio Za.

En la hipérbola siempre se verifica que: ¢? = a? + b’



Construcion da hipérbole

Determinacion dos focos dunha hipérbole dados os dous eixes AB e CD

: : S At B
Trazanse os dous eixes de simetria C i

dados.

Por B trazase unha recta paralela ¢
eixe imaxinario. Polos puntos C e D
trazase unha recta paralela ¢ eixe
real. As interseccions da recta que
pasa por B coa recta que pasa por C
e por D, respectivamente, determi-
nan os puntos Me N.

Trézase unha circunferencia de centro O e raio r= OM = ON e a st
interseccion coa prolongacion do eixe real determina os focos F e F'.

Apolonio de Perga  Matematico grego (262-190 a. C.)

A sua obra Codnicas consta de oito  Ademais, engadiu os resultados das
libros nos que recompilou sistemati-  suas investigaciéns, con nocions tan
camente, desde o seu revolucionario  profundas sobre a xeometria das
punto de vista, os conecementos que conicas, que non se viron superados
xa existian na época sobre seccions  ata o século XVII.

conicas.



Trazado dunha hipérbole por puntos, dados os eixes ¢ 0S focos F e F’

Trazanse os eixes de simetria e os focos Fe F dados.

Desde cada un dos focos e sobre o eixe real conside-
rase unha serie de puntos arbitrarios: 1, 2, 3...

Al { B
F i { F'

Con centro en Fe raio r; = 1A, describese un arco de
circunferencia. Con centro en F' e raio r, = 1B, trazase
outro arco. A interseccion de ambos os dous arcos
determina os puntos P e P'dunha rama da hipérbole.

Repitese a mesma operacién tomando como raios 2A
e 2B, 3A e 3B... e obtemos asi unha serie de puntos da
hipérbole.

—0— - 0—0
4

3 2

Repitese analogamente todo o proceso para construir
a outra rama da hipérbole.

Unindo os puntos cun patron de curvas obtense a
hipérbole.




Trazado dunha hipérbole por interseccion de rectas
dados os eixes e os focos F e F’

Este método enlaza co anterior, xa que compre calcular previamente
un punto da curva.

Al — B , ; . ; i
F— — B — Trazanse os eixes de simetria dados e sitianse os
M focos Fe F.
LA '
/l — Determinase un punto P dunha das ramas da curva
”’ ‘ 4 pola técnica descrita no subapartado anterior.

’/‘ 03 Polo punto P trazase unha lifa paralela 6 eixe real e
, X ‘ outra ¢ eixe imaxinario; polo punto B trazase unha lina
’” ?2 paralela ¢ eixe imaxinario. Queda definido o rectangulo
7‘. BNPM.

[/

Dividense os segmentos PN e PM no mesmo numero
de partes iguais, no exemplo consideramos 5.

=

=5 ___6+

\

— Desde o foco F proxéctase unha serie de lifnas que

pase polos puntos de division do segmento PN.
52 Procédese igual desde B sobre o segmento PM.

A interseccion das rectas que pasan polos puntos
homdlogos define os puntos da curva.

74 Analogamente, constrliese a outra rama da hipérbole, pos-
to que e simétrica respecto ¢ eixe imaxinario.




Trazado das asintotas dunha hipérbole

Un caso particular de tanxencia son as rectas tanxentes & hipérbole
nun punto a situado no infinito.

Estas rectas tanxentes chamanse asintotas da hipérbole.

Dada a sua simetria, unha hipérbole ten duas asintotas e catro puntos
de tanxencia no infinito.

As asintotas sempre pasan polo centro O da hipérbolle.

Construese a hipérbole cunha das técnicas descritas
anteriormente.

Por un calquera dos extremos do eixe real, por exemplo,
B, trazase unha paralela ¢ eixe imaxinario.

Con centro en O e raio OF = OF trazase unha circunfe-

rencia. A interseccion da paralela e esta circunferencia
determina os puntos Me N,

Polas propiedades das asintotas, temos que:

* Arecta que pasa polos puntos O e Mé a asintota a.

* A recta que pasa polos puntos Oe N é a asintota a,.




Trazado dunha hipérbole equilatera dados
un punto P da curva, as asintotas e a distancia
de P as asintotas

Observa a hipérbole representada na figura seguinte.

Se a lonxitude do eixe real dunha
hipérbole coincide coa do seu eixe
imaxinario, dise que a hipérbole é
equilatera.

Fixate en que as asintotas dunha
hipérbole equilatera son perpendi-
culares entre si. Logo pddense
tomar como sistema de referencia,
é dicir, como uns eixes de coorde-
nadas.




Agora observa atentamente a figura seguinte.

45

Fixate en que se xiramos 45° a
hipérbole da figura anterior, as
suas asintotas convértense nuns
novos eixes de coordenadas.

Este movemento resulta moi inte-
resante en xeometria analitica por-
que nos permite obter a ecuacion
dunha hipérbole equilatera referida
as suas asintotas.



De seguido veremos como construir unha hipérbole equilatera a partir
dos datos proporcionados no enunciado.

1. Trazanse as asintotas OA e OB. 2. Por1’,2', 3 e 4 trazanse para-
Situase o punto P e fanse pasar lelas a PC e por 1, 2, 3 e 4 tra-
por este, paralelas as asintotas zanse outras paralelas a PD.

determinando os puntos C e D.
A interseccion da paralela que

Sobre a perpendicular que pasa
s e pasa por 1’ coa paralela que

por P e C situanse diversos pun-

tos, por exemplo, 1, 2, 3 e 4. pasa por 1 determina o punto M.
Unense 1, 2, 3 e 4 con O e obté- Se repetimos a operacion con 2
B 1 nense 1', 2’, 3’ e 4’ sobre a per- B M1 , e 2', e asi sucesivamente, obte-

pendicular que pasa por P e D.

mos os puntos N, Re S.

P2 3 4 D; 3 4




. Unimos os puntos cun patron de
curvas e obtemos unha rama da
hipérbole equilatera.

De forma analoga podemos tra-
zar a outra rama da hipérbole
equilatera.




/ w7
R@C‘ta5 ‘tam(@n‘t@5 a hlP@rlmle » Las asintotas de la hipérbola, m y n, son las rectas tangentes a [a

curva en los puntos del infinito. Son simétricas respecto de los

: : ejes y pasan por el centro.
* Las proyecciones de los focos sobre cualquier recta tangente a la Jesypasanp

hipérbo[a pertenecen a la circunferencia principa[ (fig. 25). * Sellama hrperbolu EQUﬂdeFG ala hlperbola cuyas asintotas forman

g , 45° con los ejes.
* El punto simétrico de un foco respecto de cualquier tangente a la

hipérbola pertenece a la circunferencia focal, cuyo centro es el
otro foco.

* Todo rayo que parte de un foco rebota, de manera que su prolon-
gacion pasa por el otro foco.




Mediante a
circunferencia
focal.

. Trazado de rectas tanxentes a unha hipérbole mediante a
circunferencia focal

As circunferencias focais dunha
hipérbole tefen por centro un dos
focos, F ou F’ e por raio a lonxitude
do eixe real AB. Asi pois, unha
hipérbole ten duas circunferencias
focais.

A circunferencia focal da hipérbole é
0 lugar xeométrico que ocupan 0s
puntos simetricos dun foco respecto
das tanxentes da sua rama corres-
pondente.




Trazado da recta tanxente e da recta normal por un punto P da
hipérbole

Despois de construir a hipérbole e de situar o punto da hipér-
bole P polo que queremos trazar a tanxente t, debuxamos a
circunferencia focal de F. Por F e P trazase unha recta que
corta a circunferencia focal en F’';.

A recta tanxente, t, a hipérbole por un punto P desta é a
bisectriz do angulo formado polos segmentos PF e PF’.

n t
Fixate en que unha recta é tanxente a unha hipérbole can-
do o punto simétrico dun dos focos respecto a esa recta

B/ esta situado na circunferencia focal correspondente 6

F,’ ( outro foco.
’(’l Observa na figura que F'; é simétrico de F' respecto &
. recta f, e, posto que se calcula na circunferencia focal

T F JA | 0"/4 Bl T correspondente a F, a recta t é tanxente & hipérbole.

/ A recta normal, n, & hipérbole polo punto P é a perpendi-

cular & recta tanxente t por ese punto.



Trazado das rectas tanxentes a unha hipérbole desde un punto
exterior dado, Q

Despois de construir a hipérbole, trazase a circunferencia
focal de centro F' e raio r; = AB.

Fixase un punto Q exterior. Con centro en Qe raio r, = QF,
trazase unha circunferencia que corta a circunferencia focal
nos puntos F; e Fo.

As mediatrices dos segmentos

F.F e F,F son as rectas tan-
xentes t; e t, que buscamos.

Para obter 0s puntos de tanxencia T; e T,, Uinense 0s puntos
circunferencia F, e F, co foco F', centro da circunferencia focal, e prolon-
i ganse ata que corten as dias ramas da hiperbole.



Trazado das rectas tanxentes a unha hipérbole paralelas a
direccion dunha recta dada, r

Despois de construir a hipérbole e de trazar a recta r dada
como direccion de referencia para o trazado das tanxentes,
describimos a circunferencia focal de centro F.

Polo outro foco, F, trazase unha perpendicular s a recta r, e
determinanse dous puntos de interseccion coa circunferencia

focal, Fy e Fs.

As mediatrices dos segmentos FF' e F,F’ son as rectas tan-
xentes a hipérbole, t; e b.

Para obter os puntos de tanxencia, T; € T,, unimos 0s puntos
F, e F, co foco F, centro da circunferencia focal, e prolonga-
molos ata que corten as duas ramas da curva.



Mediante a
circunferencia
principal.

A circunferencia princi-
pal dunha hipérbole ten
por centro o centro da
hipérbole e raio a lonxi-
tude do semieixe real
AB.

A circunferencia princi-
pal da hipérbole é o
lugar xeométrico dos
pés das perpendicula-
res trazadas desde os
focos as tanxentes da
hipérbole.



Trazado da recta tanxente por un punto P da hipérbole

Despois de construir a hipérbole e de situar o punto da
hipérbole P polo que queremos trazar a tanxente, con cen-
__AB | o
troen Oeraior= > trazamos a circunferencia principal.
Unimos o punto P co foco F’, e trazamos a circunferencia
de diametro F’P, que é tanxente a circunferencia principal
no punto N. Unimos N co punto dado P e obtemos a recta

tanxente t buscada.

Fixate en que unha recta é tanxente a unha hipérbole can-
do 0s pés Me N, das perpendiculares FM e F'N trazadas
desde os focos & tanxente tda hipérbole, estan situados na
circunferencia principal da hipérbole.




Trazado das rectas tanxentes a unha hipérbole desde un punto
exterior dado, Q

Despois de construir a hipérbole e de situar o punto exte-

rior Q desde o que queremos trazar as rectas tanxentes t,
__AB .

e b, con centroen Oeraio r = > trazase a circunferen-

cia principal.

Unimos o punto Q co foco F’, e trazamos a circunferencia
de diametro F'Q que intercepta a circunferencia principal
en dous puntos Me N que pertencen as tanxentes.

Unimos M e N con Q e obtemos as rectas tanxentes bus-
cadas t e t,.

Os puntos de tanxencia T, e T, son, respectivamente, as
interseccions dos segmentos F'F; e FF'; coas tanxentes t;
e t,. Sendo F, e F’;, respectivamente, os simétricos dos
focos F e F’ respecto a estas tanxentes.




Trazado das rectas tanxentes a unha hipérbole paralelas a
direccion dunha recta dada, r

Despois de construir a hipérbole e de trazar a recta r dada
como direccion de referencia para o trazado das tanxen-
tes, con centroen Qe raio r = P describimos a circun-
ferencia principal.

Trazamos polo foco F" unha perpendicular a recta r que
intercepta a circunferencia principal en dous puntos Me N
que pertencen as tanxentes.

As rectas tanxentes buscadas t, e t, pasan polos puntos M
e N e son paralelas a recta dada r.

Os puntos de tanxencia T; e T, son, respectivamente, as
interseccidons dos segmentos F'F; e FF’; coas tanxentes t;
e t,. Sendo F; e F’y, respectivamente, os simétricos dos
focos F e F’respecto a estas tanxentes.



Interseccion de recta e hipérbola

Dadas la hmerbola de €1e AB y 1. Se dibuja, con centro en F y radio AB, la circunferencia focal
distancia focal FF’ y la recta r c,y se halla el punto F” simétrico de F” respecto de la recta r.

Los puntos de interseccién son los centros de las circunfe-
rencias que pasan por los puntos Fy F” y son tangentes a la
circunferencia focal c,.

/'
K, - / v 2. Se traza una circunferencia cualquiera con centro en £ que

pasa por los puntos F"y F”y se corta con la circunferencia

‘&b\’%C | focal en los puntos G y H.

hallan los puntos de tangencia K'y L de las rectas tangentes
a ¢, trazadas desde el punto /.

F *‘-7 -1
‘ 3. Desde el punto / de interseccidn de las rectas F'/F”y GH se

/ L. Las rectas que unen los puntos K'y L con el foco F se cortan
con la recta r en los puntos My N, puntos de interseccion
de la recta r con la elipse.




y A parabola é unha curva aberta e plana, dunha soa rama, cuns
A Par aIQO‘ a puntos que constitien un lugar xeométrico coa propiedade de
que cada un deles equidista dunha recta fixa chamada recta

directriz

directriz, d, e dun punto fixo chamado foco, F.
Asi pois, os puntos da parabola cumpren:
PF = PD

onde PD é sempre perpendicular & directriz d.

m

-/

o

A parabola ten un s6 eixe de simetria, e, que contén o foco F, e
é perpendicular & recta directriz, d. O seu vértice, V, esta situa-
do sobre o eixe de simetria, no punto medio da distancia entre
o foco F e a directriz d.

eixe de simetria

Radios vectores: son las rectas PFy PF’ que unen un punto con el
foco y con la directriz.

Circunferencia principal: es la recta tangente en el vértice y, por
tanto, tiene radio infinito.

Circunferencia focal: es la propia directriz y, por tanto, tiene
radio infinito.

Parametro 2p: es la longitud AB de la cuerda perpendicular al eje
en el foco F.



Trazado da directriz dunha parabola dados o vérti-ce V e o foco F

A distancia entre a recta directriz Se V é o vértice dunha parabola,
dunha parabola e o foco chamase F o seu foco e p o seu parametro,
parametro, e dendtase por p. tense que: o

d(V.h) =%

Represéntanse sobre un
eixe horizontal o vértice V
da parabola e o foco F.

directriz d

Sobre o vértice V e con raio
' VF describese un arco que
\ corte o eixe de simetria no

. punto O.
| ) . Polo punto O trazase unha
o[/ v F|  perpendicular ¢ eixe de
% % simetria, que resulta ser a
- - directriz d que buscamos.




Trazado dunha paribola por puntos, dados o eixe e a distancia focal

Trazase por O unha perpendicular 6 eixe, co que se
obtén a recta directriz d.

Determinase o vértice, V, como o punto medio do seg-
mento OF,

A partir de V e sobre o eixe de simetria marcase arbitra-
riamente unha serie de puntos, 1, 2, 3... No exemplo con-
sideraremos 5.

Polos puntos 1, 2... 5, trdzanse rectas paralelas & recta
directriz d.

eixe

Con centro en F e raios 10, 20... 50 trazanse arcos que
corten as rectas que pasan polos puntos 1, 2... 5. A sua
interseccion determina os puntos de Py, P,, P;... P,y da
parabola.

Unense os puntos cun patron de curvas e obtense a
parabola.




Rectas tanxentes & pardbda

* La proyeccion del foco sobre una tangente pertenece a la circun-
ferencia principal, es decir, a la tangente en el vértice (fig. 34).

* La directriz es el lugar geométrico de los puntos simétricos
del foco F respecto de cada tangente.

* Elfoco F equidista del punto de tangencia de una tangente y del
punto donde esta corta al eje de la parébola FP = FC.

* Todo rayo que parte de un foco rebota segin rectas paralelas
al eje.




Trazado de rectas tanxentes a unha parabola mediante a
recta directriz

A recta directriz dunha parabola € a recta perpendicular ¢ eixe e que
pasa polo punto O e que equivale 4 circunferencia focal da parabola,
pero de raio infinito (fig. 2).

e

A recta directriz é o lugar xeométrico que ocupan 0s puntos simétricos
do foco respecto das tanxentes & parabola.




Trazado da recta tanxente t e da normal n por un punto P da parabola

Despois de construir a parabola e de situar o punto P polo que queremos
trazar a recta tanxente, inese o punto P co foco F e trazase unha perpen-
dicular & recta directriz d por P, co que se determina o punto D.

o A recta tanxente, t, & parabola por un punto P dela € a bisectriz do
angulo formado polos segmentos PF e PD.

o Arecta normal, n, 4 parabola por un punto P dela € a perpendicular a
recta tanxente t que pasa por este punto.



Trazado das rectas tanxentes a unha parabola desde un punto exterior dado, Q

Despois de construir a parabola e de situar o punto exterior Q, con centro
en Q e raio QF, describese un arco que corta a recta directriz d nos pun-
tos Fi e F,.

Fy

As mediatrices dos segmentos F\F e F,F son as rectas tanxentes t e
que buscamos.

e

Para obter os puntos de tanxencia T e T,, trdzanse perpendiculares
recta directriz polos puntos F; e F.




Trazado das rectas tanxentes a unha parabola paralelas a direccion dunha recta dada, r

Despois de construir a parabola e de trazar a recta r dada como direccion
de referencia para o trazado da recta tanxente, polo foco F trazase unha
perpendicular a recta r, que corta a recta directriz no punto F;.

A mediatriz do segmento FF, é a recta tanxente, t, que buscamos.

Para obter o punto de tanxencia T, trdzase por F; unha perpendicular a
recta directriz e proléngase ata cortar a parabola. O punto que obtemos é
o punto de tanxencia T.




Trazado de rectas tanxentes a parabola mediante a tanxente
no vértice

A tanxente no vértice dunha para-
bola é a recta perpendicular 6 eixe
e e que pasa polo vértice V. Fixate
en que equivale a circunferencia
principal da parabola, pero de raio
infinito.

A tanxente no vértice da parabola é
o lugar xeometrico dos pés das per-
pendiculares trazadas desde o foco
as tanxentes.




Trazado das rectas tanxentes a unha parabola desde un punto exterior dado, Q

Despois de construir a parabola e de situar o punto exterior Q
polo que queremos trazar as rectas tanxentes t, e t,, determinase
a tanxente no vértice V perpendicular 6 eixe e.

Unimos o punto Q co foco F, e trazamos a circunferencia de dia-
metro FQ que intercepta a tanxente no vértice en dous puntos M
e N que pertencen as tanxentes. Unimos M e N con Q e calcula-
mos as rectas tanxentes buscadas, t; e .

‘F1 T »

Para calcular os puntos de tanxencia T, e T,, primeiro temos que
calcular os simétricos F e F, do foco F. Para iso prolongamos os
segmentos FM e FN ata que corten a directrizen F; e F,.

Fixate en que os puntos de tanxencia T; e T, son, respectivamente,
as interseccions das rectas tanxentes t; e t, coas perpendiculares a
directriz trazadas desde 0s simétricos 6 foco F; e F».

e




Trazado das rectas tanxentes a unha parabola paralelas a direccion dunha recta dada, r

Despois de construir a parabola e de trazar a recta r dada como direccion de
referencia para o trazado da recta tanxente, polo foco F, determinase a tan-
xente no vértice V perpendicular 6 eixe e.

Polo foco F trazamos unha perpendicular a recta r que intercepta a tanxente
no vértice no punto M que pertence a tanxente. A recta que pasa polo punto
M e é paralela a r é a recta tanxente buscada t.

r

e

Para determinar o punto de tanxencia T, primeiro calculamos o simétrico F;
do foco F, prolongando o segmento FM ata que corte a directriz en F;. O pun-
to de tanxencia T é a interseccion da recta tanxente t coa perpendicular a
directriz trazada desde o simétrico 6 foco F;.




Rectas secantes &s curvas conicas

Interseccion dunha recta f cunha elipse

Despois de construir a elipse, trazase a circunferencia focal e
calculase o punto F” simétrico do foco F' respecto a recta .

O problema reducese 6 trazado das circunferencias tanxen-
tes 4 circunferencia focal e que pasen polos puntos F’ e F”.

Observa que equivale 6 cuarto caso da resolucion sistemati-
ca de tanxencias por procedementos de potencia e inversion,
pax. 61, co que determinamos o centro radical, CR.

Por CR trazanse as rectas tanxentes a circunferencia focal, e
obtemos o0s puntos de tanxencia T e T,. As rectas que con-
tefien os segmentos FT, e FT, cortan a recta t nos puntos /,
e |, de interseccion da recta t coa elipse.



Hallar la interseccion de recta y elipse: método de afinidad

1. Setraza la circunferencia de diametro AB y se establece una
relacion de afinidad con la elipse. El eje de afinidad es AB
y dos puntos afines, Cy C’, marcan la direccién de afinidad.

2. Sedeterminar’, afin de la recta r: se elige un punto £ arbitra-
rio de ry se une con C mediante la recta m hasta cortar al eje
en E”. La rectam” que une £” con C’ es la recta afin de m. Por
el punto £ se traza la paralela a CC’ hasta cortar am’ en F'.
La recta r’ une £’ con H-H', interseccion de r con el eje.

3. Larectar’se corta con la circunferencia en F'y G'. Basta con
trazar por estos puntos las paralelas a CC" hasta cortar aren
Fy G, que son los puntos de interseccidn con la elipse.

Para resolver el problema no ha sido necesario trazar a elipse.



Interseccion dunha recta ¢ cunha hipérbole

Despois de construir a hipérbole, trazase a circunferencia
focal do centro F e calculase o punto F” simétrico do foco F’

respecto a recta t. : ; .
O problema reducese 6 trazado das circunferencias tanxen-

tes a circunferencia focal e que pasen polos puntos F' e F".

Observa que equivale 6 cuarto caso da resolucion sistemati-
ca de tanxencias por procedementos de potencia e inversion,
pax. 61, co que determinamos o centro radical, CR.

Por CR trazanse as rectas tanxentes a circunferencia focal.
Para a hipérbole debe estudiarse qué recta tanxente se debe
tomar. Neste caso € a que nos determina o punto de tanxen-
cia T. A recta que contén o segmento FT corta a recta t no
punto /; de interseccion da recta t coa hipérbole.

Para calcular o punto de interseccion /, séguese 0 mesmo
procedemento pero a partir do foco F.



Interseccion dunha O problema redtcese 6 trazado das circunferencias tanxen-
recta f cunha tes a directriz d e que pasen polos puntos F' e F".
parabola

Observa que equivale 6 terceiro caso da resolucion sistema-
tica de tanxencias por procedementos de potencia e inver-
sion, pax. 60, co que determinamos o centro radical, CR e os
puntos de tanxencia T, e T, sobre a directriz d.

e

Por T, e T, trazanse perpendiculares & directriz d, que cortan
a recta tnos puntos /; e /, de interseccion da recta tcoa para-
bola.




OUTRO EXEMPLO

Dadas |a parabola de foco Fy directrizd y la recta

1. Se halla el punto F’ simétrico de F respecto de la recta r.

En la pardbola, la directriz d'y la circunferencia focal coinci-
den. Los puntos de interseccion son los centros de las circun-
ferencias que pasan por Fy F'y son tangentes a la directriz.

2. Se traza una circunferencia cualquiera con centro en B que
pase por los puntos Fy F'.

(¢

3. Gy H son los puntos de tangencia de las rectas tangentes
a la circunferencia de centro B, trazadas desde C, punto de
interseccion de la recta FF” con la directriz d. Con centro en
Cy radio CG se traza un arco que corta a ladirectrizen Ky L.

4. Las rectas perpendiculares a la directriz d, trazadas por los
puntos K'y L, se cortan con la recta r en los puntos M y N,
puntos de interseccion de la recta r con la elipse.




