EXERCICIOS DE XEOMETRIA

1) Calcular as ecuacions parametricas, a ecuacion continua, e as ecuacions xerais
da recta que para por P(2,-1,3) e ten como vector director d = (1,-1,4)

Solucién

Ec. vectorial : (X,y,2) = (2,-1,3) + a(1,-1,4)

Ec. paramétricas: Ec. continua
= —+ —
x=2+a X_2:y+1:Z 3
-1 4
y=-1-a
Ecuacions xerais
z=3 + 4o
Xx+y-1=0
4x-2-5=0

2) Calcular a ecuacion continua da recta que pasa polo punto P(-1,1,3) e é paralela
arectas.

N 2x-y+z=1
| x+y-z42=0

Solucién

Imos obter as ecuaciéns paramétricas de s

1) z=1-2x+y @ (2)x+y-1+ 2x-y=0 2 3x=1 = x=-1/3=(1)z=5/3+y
Asi pois cada solucion € da forma (-1/3,y, 5/3 +y)

Polo que :

un punto da recta (-1/3, 0, 5/3)

un vector director v =(0,1,1) polo que a recta r non admite ecuacion continua ao ser 0
un dos compofientes do vector director.




3) Calcular as ecuacions paramétricas e a ecuacion xeral do plano T que pasa polos
punto A(-1,0,2) e B(0,3,-1), e que é paralelo arectar:

X—-2y+z-1=0
Solucion
Ecuacion vectorial de r
(1) x=y (2)y-2y+z-1=0= z=1+y
Asi pois cada solucion ¢ da forma ( a, o, 1+ o)
polo que a ecuacion vectorial darectaé (x,y,z)=(0,0, 1)+ a(l,1,1)

ou sexa que (1,1,1) é un vector director da recta, e polo tanto do plano (xa que a recta é
paralela ao plano)

Asi pois temos

Punto do plano A(-1,0,2)

Vectores directores do plano XE?: (1,3-3) ev =(1,1,1)

Ecuacions paramétricas: Ecuacion xeral
X=-1+ta+f x+1 1
y 3 =0
=oa+3
Y P z-2 -3
z=2+a-3p
3Xx-2y-z+3=0

4) Determina as ecuacidns xerais dos planos XY, XZ, e YZ.
Solucién
Plano XY z=0, planoXZ y=0, planoYZ x=0

5) Determina as ecuacions xerais dos eixes de coordenadas.

Eixe X EixeY Eixe Z
z=0 z=0 x=0
=0 x=0 =0




6) Estudar a posicion relativa, segundo os valores do parametro o , dos planos:
n: 3x+tay+z=3
n:20x-y+z=5

n:4x+3aytz=a

Solucion
3 a1 3 a 1 3
A=|2a0 -1 1 A*=|2a0 -1 1 5
4 3a 1 4 3a 1 «a

Calculemos o rango de A segundo os valores de o
|A| = -3 + 40+ 60° + 4 - 90 - 202 = 4o - 50+ 1
|A|l=0sea=1 ou a=1/4

Enton

Sea#l e a#1/4 = Rango(A) =3 = Rango (A*) = SCD, os tres planos cértanse nun
punto

Sea=1

Podemos comprobar que Rango(A) =2 = Rango (A*) = SCI, os tres planos cortanse
nunha recta

Seoa=1/4

Podemos comprobar que Rango(A) = 2 e Rango (A*) =3 = Sl, os tres planos
cortanse dous a dous (xa que non hai planos paralelos)



7) Estudar, segundo os valores do parametro m, a posicion relativa da recta

- X+y-1=0
| x+z+1=0

edoplano @: x+my-z=3

Solucion
11 11 0 1
A=1 0 1 A*=11 0 1 -1
1 m -1 1 m -1 3
|A|=2-m

Se m #2 Rango(A) =3 = Rango (A*) = SCD, a recta corta ao plano nun punto

Se m = 2 podemos comprobar que Rango(A) = 2 = Rango (A*) = a recta estd contida
no plano.

8) Dadas as rectas :

r:x=y=z

a) Estudar a sta posicion relativa.

b) Calcular a ecuacion da recta que corta a r e é paralela a t: (x,y,2)= (1,2,3) +
a(1,2-1)

Solucién

a) Un vector directorderé v =(1,1,1) e un punto A(0,0,0)

Un vector director des é w =(1,2,2) eunpuntoB(1,2,00 e AB=(1,2,0)

M= ten rango 3, polo que as rectas de cruzan.

e

1
2
2

o N -

b) Habera infinitas rectas que corten a r e sexan paralelas a t, basta con tomar o vector
directordet Vv =(1,2,-1), e un punto calquera de r



9) Determinar a posicion relativa das rectas:

X=1+t
X+y+2=0
r y=t S:
X—2+1=0
z=-1-t
Solucién
1 1 0 |-2
., . X—-y=1 1 0 -1]|-1
Obtemos as ecuaciéns xerais de r : A* = Para
y+z=-1 1 -1 0
0 1 1 |-1

determinar o rango podemos eliminar a 12 fila (2% + 4%), e vemos que rango(A) =
rango(A*) = 3 polo que o sistema ten solucién Unica e as rectas se cortan nun punto.

10) Calcular o angulo que forman os vectores G =(2,-1,2)e V =(1,-1,0))

Solucién

COS(U,V)=H= 2+1 :ﬁ polo que (U,Avj:nm

ilvl” Vo2 2

11) Dados os vectores 0 =(-2,-1,2)eV =(1,-11)), calcular G xV

Solucién
ik

GxV=|-2 —1 2[=-T+2]+2k+k+2i+2] =7 +4]+3k =(1,4,3)
1 -11

12) Calcular a &rea do triangulo de vértices A(2,1,0) B(1,0,-1) C(0,2,1).

Solucién

AB=(-1-1-1)  AC=(211)

i j kK
ABXAC=|-1 -1 -1 = (03-3) = |[ABXAC|= 18
2 1 1

polo que a area do triangulo é +/18/2



13) Calcular o volume do tetraedro de vertices O,A,B,C, sendo O a orixe de
coordenadas, e A,B,C os puntos onde 0 plano 7: 2x - 3y + 4z -12= 0 corta aos eixes
de coordenadas.

Solucion
Punto de corte do plano co eixe X (y=0,z=0) ¢é (6,0,0)
Punto de corte do plano co eixe Y (x=0,z=0) ¢ (0,-4,0)

Punto de corte do plano co eixe Z (x=0,y=0) é (0,0,3)

6 0 O
O produto mixto, [OA,0B,0C] =10 -4 0 =-72. Asi o volume do paralelepipedo
0 0 3

que forman os tres vectores é 72 u®, e o do tetraedro pedido 72/6 = 12 u®.

14) Calcular as ecuacions normal e xeral do plano @ que pasa polo punto P(1,2,3) e

, . , X-2y=0
que € perpendicular & rectar:
y+z-1=0
Solucién
X=2a
Ecuacions paramétricas de r Y=« polo que un vector director da recta é
Z2=1-«

(2,1,-1), que sera un vector normal ao plano. Como temos un punto do plano, a ecuacion
normal serd: n=2(x-1) +1(y-2) -1 (z-3) =0

e aecuacion xeral mw=2x+y-z-1=0

2X-y+z+3=0
y+3z-1=0

15) Calcular o angulo formado pola recta r: { e 0 eixe Z.

Solucién

k
Un vector directordarecta v = [2 —1 1| =-37+2k-i-6] =-41 -6 ] +2K = (-4,-6,2)
1 3

Un vector director doeixe Z Kk = (0,0,2)

cos (r,z) = | cos (V,k )| = =74,30°

ko o2 2 polo que (rAZj
VK| | V561 V56 ’
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X=1+2a+3p
16) Calcular o angulo que forma o plano XY co planon: < y=a - f
z=1+p

Solucion

Dous vectores directores do plano = son (2,1,0) e (3,-1,1). Un vector normal ao plano =

i J ok
é[2 1 0| =(1,-2,-5) = V. Un vector normal ao plano XY & (0,0,1)= k
3 -1 1

A - | vk 5 5 A
COS(ﬂ', XY) =|cos (V,k)|=| —= ‘: = polo que (7; XYj: 24,09°
k| V3041 /30

17) Consideremos o plano 7: ax +z - 2=0

a) Discutir, segundo os valores do parametro a, a posicion relativa co plano
XY.

b)Calcular os valores de o para os que a recta perpendicular a @ pasando
pola orixe de coordenadas forma un angulo de n/3 co plano XY.

Solucién
a 0 1|2
A* =
0 01]0
a) Se o # 0 rango(A) = rango(A*) = 2 =0s planos cértanse nunha recta

Sea=0 rango(A)=1 e rango(A*)=2 os planos son paralelos

b) Un vector normal ao plano XY é (0,0,1)= k

Un vector normal ao plano 7 é fi=(a,0,1), sera un vector director da recta r

sen(r §(Yj2|cos(ﬁ k)= -k ‘:‘ ! ‘—‘ 1 ‘:ﬁ
’ ' |ﬁ”|2‘ Va? +11 Va? +1 2
de onde L = é e 1 = E

a’+1 2 a’+1 2

V3
3

En ambos os dous casos ao resolver temos que o = £



18) Calcular a distancia entre o punto P(3,-2,1) e o plano wt: 2x -3y -z+2=0

Solucion

_[2:3+(3)2)+ (-1+2|_ V14

d(p,m
b:1) | Ja+9+1 Y
2Xx—-y+1=0
19) Calcular a distancia do punto P(1,1,-3) a recta r: y
X+z-2=0

Solucién

Vemos que o punto P non pertence & recta r. Calculamos un punto calquera da recta, por

- - —>

i ] k
exemplo Q(2,5,0), e un vector director darecta 2 -1 0 =(-1,-2,1)=V
1 0 1
‘I PQxV || _ 4120 Pk
XV -
Asid(Pr) = |———| = = J20u xaque PQxV =|1 4 3[|=(10,-4,2)
M G

20) Dados os planos

m 2x-y+3z=1

n-4X+2y-62+1=0
Determinar a sta posicion relativa e calcular, de ser o caso, a distancia entre eles.
Solucion

Os planos son claramente paralelos. A distancia entre eles serd a distancia dun punto
dun deles ao outro, Un punto de « ¢ (0,-1,0)

| 2=p+1 |1 1
d(m,n") = = = u.
IV16+4+36] 56 214



X—y=0

21) Dada a rectar: { eoplanom:3x-z2+1=0

2X+y-2+3=0
determina a sta posicion relativa e calcula a distancia d(r,r).
Solucién

Consideremos a matriz dos coeficientes e a ampliada:

1 -1 0 1 -1 010
M=2 1 -1 M*=12 1 -1|-3
3 0 -1 3 0 -1|-1

Dado que rango(M) = 2 e rango (M*)= 3 o sistema non ten solucidn, recta e plano son

paralelos. A distancia sera a distancia dun punto de r ao plano

P(0,0,3)
-93+1 2

d(r,m) = |( = u

(x) | Vo+1 | 10
X =

: y_z-1 :

22) Dadas as rectas r.x—2:5:—1 e S:qy=1+2t

z=—t

sUa posicion relativa e calcula a distancia d(r,s).
Solucién

Pr(2,0,1) v=(1,2,-1)

Ps(0,1,0) w=(1,2,-1)

E evidente que son paralelas

Pr Psx |‘ [V1+9+25/_+/35
d(r,s) =d(Ps,r) = “ = = u
R I e A
i J k

~2 1 -1=(1,3,5)

1 2 -

Vo]

determina a



-1 .
23) Dadas as rectas r: XT =y= e siqy=2t determina a

7=3t-2

Z
2
sUa posicion relativa e calcula a distancia d(r,s).
Solucion

Pr(1,0,0) v=(2,1,2)

Ps(-1,0,-2) W= (1,2,3)

-2 0 -2
rango (PFPS,V,VV) =rango | 2 1 2 |=3 pois o seu determinante é -4, distinto de
1 2 3

cero, polo que as rectas crizanse.

‘{prs,v,w}‘
d(r,s) = =
() VXW ‘ J26

pois V xw=(-1,-4,3)

24) Calcular o valor de m para que os puntos A(2,1,-2) B(1,1,1) e C(0,1,m) queden
na mesma lifia. Calcular tamén o punto simétrico do punto P(-2,0,0) respecto da
recta que pasa polos puntos A e B.

Solucién

AB=(-1,03), BC=(-1,0m-1)
E evidente que estes dous vectores son proporcionais se m = 4.

Para resolver a segunda cuestion, a ecuacion da recta que pasa por A e B

X=1-t
rr< y= 1 ;unpunto calquerader é da forma (1-t,1,1+3t)
z=1+3t

Se | e 0 punto proxeccidn ortogonal de P sobre rentén Pl 1 AB= Pl «AB =0
Pl =(3-1,1,1+3t) AB =(-1,0,3)

Pl-AB =10t & t= 0 & I=(1,11)

10



N

Se P” é o punto simétrico buscado enton Pl = P’

(3,1,1) = (x-1,y-1,z-1)= P'=(4,2,2)

L 5 Xx=1+A1
25) Dadas as rectas r: x = y—_l = 2;3 e s:dy=3+24
z=1+1

a) Posicion relativa das duas rectas.

b) Ecuacién do plano que contén ar e é paralelo a s.

Solucioén
a)Pr=(0,12) vr=(1-1-3) Ps=(1,3,1) vs=(12,1) PrPs=(1,2,-1)
1 2 -1
rango(Pr Ps,\7r,\73j =rango |1 -1 3 |=3 pois o determinante € distinto de 0, polo
1 2 1
que as rectas se cruzan.
X y-1 z-2
by 1 -1 3 | =0 = 5x-4y+3z-2=0
1 2 1

26) Os puntos A(1,1,00 B(0,1,1) e C(-1,0,1) son vértices consecutivos do
paralelogramo ABCD.

a) Calcula as coordenadas do vértice D
b) Calcula a &rea do paralelogramo.

c) Calcula a ecuacién do plano que pasa polo punto B e é perpendicular a
recta que pasa por Ae C.

Solucion
a) BC=AD = (-1-1,0) = (x-1y-17) = D =(0,0,0)
b) Area do paralelogramo|A%D x AB |= /3 pois AD x AB = (-1,1,-1)

C) ATC = (-2,-1,1) seraun vector normal ao plano que pasa por B(0,1,1)
enton o plano sera -2(x) -1(y-1) +1(z-1) =0 = -2x-y+z=0

11



x=1
27) Dadas as rectas s:x:yTH:— e riiy=2+4
2=2+21

a) Posicion relativa das duas rectas.
b) Calcular, se é posible, a ecuacion do plano que conténares.

¢) Angulo formado por res.

Solucion

a)Pr=(1,2,2) vr=(0,12) Ps=(0,-1,2) vs=(1.2,2) PrPs = (-1,-3,-4)
-1 -3 -4

rango(PrPs,Vr,Vsj =rango| 0 1 2 |=2 pois F3=-F1-F2
1 2 2

Vemos ademais que as rectas non son paralelas, polo que se cortaran nun punto.

X y+1 z+2
by 0 1 2 |=0
1 2 2

-2 u = o éangulo é de 26,565°

J5

- -
c) cos (r,s) =cos (vr,vs) =

VI X VS
VF|vs|
28) Que relacion ten que existir entre a e b para que os vectores (a,b,1), (-b,-1,a) e
(-a,b,a) estean sobre un mesmo plano.

Solucion

Para estar no mesmo plano tefien que ser linealmente dependentes, polo tanto

a b 1
b -1 al=0 < -a°-b*-a’h-a- ab+b%a=0 < -a°-b?>-2a’h-a+b%a=0
-a b a
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29) Dados os puntos A(0,0,1), B(1,0,-1), C(0,1,-2) e D(1,2,0)

a) Probar que non son coplanarios.

b)Ecuacion do plano n determinado polos puntos A,B e C

¢) Calcular a distancia do punto D ao plano =.

Solucién

a) Se fosen coplanarios det (AB, AC AD) =0, pero este determinante vale 7, polo que
non son coplanarios.

Xy z-—

P)r=11 0 -2|=0 = n=2x+3y+z-1=0
0 1 -3

2-6-1| 7
©) dD.m) | 4+9+1| \/ﬁu

30)Dado o plano @: 3x + 2y -z + 10 =0, e 0 punto P(1,2,3)
a) Achar a ecuacion da recta r perpendicular ao plano m, que pase polo
punto P.

b) Achar o punto Q interseccion dew e r.

¢) Calcular o punto R interseccion de 7 co eixe OY.

d) Achar a area do triangulo P,Q,R.
Solucién

a)vr=(3,2-1) P(1,2,3)

x=1+31
ray=2+21
2=3-4

b) 3(1+31) + 2(2+20)- (3-1) + 10 =0 = L =-1 = Q = (-2,0,4)

¢) Eixe OY x=0, z=0 = 2y=-10 = y=-5 = R=(0,-50)

d) Area = 1/2|P6 X PHR|: “230

U2

13



31) Calcular a distancia entre arectar: x + 1 =y =z - 3, e a recta s determinada
polo punto (1,-1,3) e o vector director V =(1,0,3)

Solucién
[Pr Ps,v,w}

= u

VXW ‘\/ﬁ

d(r,s) = ‘

32) Calcular o punto do plano 2x +y - z = 1 méis préximo ao punto (1,2,-3).

Solucién
x=14+24
Recta | ao plano por (1,2,-3) r<y=2+4
z2=-3-1

Punto de interseccion: 2(1+2L) + 2+ A +3+A =1 = A =-2 = punto (-1,1,-2)

33) A proxeccion do vector vV sobre o vector U vale 2. O médulo do vector i vale 3
e 0 médulo do vector vV vale 5. Canto vale a proxeccién do vector G sobre o vector
v ?. Canto vale a area do paralelogramo que forman G e v ?

Solucion
G-V = [t|prox,v= V-G = |V|prox

3¢2 =5x = X=6/5
i i /, |\7|2 =h?+ pro)%v2 = h= \/ﬁ = Area= 3\/2_1u2

34) Sexa r a recta que pasa polos punto (2,2,4) e (-1,1,2) e @ o plano que pasa polos
puntos (1,0,1), (1,-1,0) e (3,0,0).

a) Son paralelos plano e recta?
b) Calcular o punto P de interseccion da recta e o plano.
c) Calcular o angulo que forman a recta e o plano.

d) Determinar os puntos, s e t, da recta r que distan catro unidades do plano

e) Achar a distancia do punto P ao eixe OX.

14



Solucion
a) vr=(-3-1,-2)

Wz =(2,10) w,z =(2,0,-1)
y

Ecuaciondoplanon=| 2 0 -1=0 = n=x-2y+2z-3=0
1

njr =(1,-2,2) n;r °\Z’ =-5+# 0 polo que r e T non son paralelos.

X-2 y-2 1-4
3 1 2

b) n=x-2y+2z-3=0 r
Resolvendo o sistema o punto de interseccion é P=(1/5, 7/5, 14/5)

- 5 :
¢) sen(r,m) = |cos (vr, )| = —= , polo que o0 angulo pedido é de 26,45°
) sen(r,m) = [cos (Vr, 7)| sJia ' Poled gulop

d) Un punto calquera da recta é da forma (2-3a, 2-a, 4-2a)

2-30-4+2a+8-4a-3| _

: =42 |-50:+3= 12 0=-9/5, a=3

d(Pr,m) = ‘

polo que os puntos pedidos son S= (37/5, 19/5,38/5) e T=(-7, -1-2)

d -

> i k
‘| PXPx Vx |‘ 245 .
e) d(P,OX) = = u xaque|1l 0 0 | =(0,-14/5,7/5)
VX 25

‘ i ‘ 1/5 715 1415

15



35) Sabemos que as rectas r: X+1= y+k = -1 e s i=y—+3=ﬂ se
2 3 -2 -1 2 3
cortan nun punto
a) Calcula o valor de k.
b) Acha a ecuacién xeral do plano que as contén.
Solucion
1 -3+k k-1
a) Se se cortan nun punto o rango (Pr Ps,\7r,\75j =rango | 2 3 —2 | ten que
-1 2 3

ser 2, polo que o determinate da matriz ten que ser cero e isto cimprese para k= -6

X y+3 z+6
b)n= |2 3 —-2|=0 =2-13x+4y-72+6=0
-1 2 3
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