Para a ecuacién matricial A2X + AB = B, pidese:
a) Despexar X supofiendo que 4 (e por tanto A?) é invertible, e dicir cales serian as dimensiéns de X e de B se A

tivese dimension 4 X 4 e B tivese 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolvela no caso en que A = ( 0 1 0) eB = (0 -1 D).
-1 0 3 1 0 -3

Solucién

1.a) En primeiro lugar, despéxase X:
A°X+AB=B S A’X =B —-AB & X = (A*>)"(B — AB).

E certo tamén que X = (A71)%(B — 4AB), xa que (A%)™1 = (4712

Analizanse agora as dimensiéns: do esquema

A*X+AB =58

4x4pxqg 4X4rx3 rx3

dedicese que p = r = 4 e que g = 3, conque X e B deben ter dimensidon 4 x 3.

1.b)
) 0 0 —1 00 -1 1 0 -3
+ Célculo de (A4%) :A2=( 0 1 o)( 0 1 0):( 0 1 0),detA2=10—9=1.
-1 0 3/\-1 0 3 -3 0 10
10 0 3\T 10 0 3
Logo(Az)_1=(0 1 O) =(O 1 0).
3 0 1 3.0 1
00 =1,/0 0 1 -1 0 3
. CélculodeB—AB:ABz( 0 1 0)(0 -1 0)=( 0 -1 0),deonde
-1 0 3/\M1 o0 -3 30 =10

0 0 1 -1 0 3 1 0 =2
B—AB=(O -1 0)—( 0 -1 0)=( 0 0 0)-
1 0 -3 3 0 -10 -2 0 7

10 0 3
X=(0A4%)"1YB-4B) = ( 0 1 0)(
3 0 1/\-

e Calculode X:

DN o=

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Supofiendo que A e X son matrices cadradas e que A+ € invertible, despexa X na

ecuacion A — X = AX.

b) Se A = ((IJ _;) calcula X tal que 4 — X = AX.

Solucion:
1la)A—X=AX o A=AX+XoA=A+DX X =4+ A

1.b) Claramente, A + 1 = G _D Posto que det(A+1) =4+ 1 =75, tense
leg —1\NT_1/,4 1
_l — _—
(4+1) _5(1 1) 5(—1 1)’
e polo tanto

reasra=l(4 DC =1 D)




. . _(2 4 (0 =4 .
Sexan A e B as dias matrices que cumpren A + B = (O 0) ed—B= (4 _2). Pidese:

b) Calcular A2 — B?. (Advertencia: neste caso, A> — B> # (A+ B)(4 — B).)
b) Calcular a matriz X que cumpre a igualdade XA + (A + B)T = 21 + XB, sendo I a matriz identidade de ordj
2 e (A+ B)T atraspostade A + B.

Solucién
1.a) Notese que 2A=A+B+A—-B= (5 g) + (2 :;}) = (3} _g), de onde A= G _2) Polc
tanto, B=A+B—-A= (é g)—@ _2) = (_; ;L_)

Como A% = (é —(l)) (% _(D = ((1) 2) e B? = (_% lll) (_é ir) = (:Z _g), tense finalmente que

o= -G =6

1.b) En primeiro lugar, imos despexar X:
XA+ (A+B)T =21+XBoX(A-B)=2I-(A+B) T oXx=2I-(A+B)"](4-B)".

Non hai ninglin problema no Gltimo paso porque 4 — B é invertible: det(4 — B) = 16 # 0.

e Célculode2l — (A+ B)T:comoA+B = (g 3),

-+ =5 5)=(s 0)=(Ly 2)

e Calculode (A—B) ‘:aoserA—B = (2 :;L) edet(4d — B) = 16,

1 /-2 —4\T 1 - 1,
a-o =50 ) =% 0=5G o)

Tras estes calculos, resulta

k=58 D D=0 =0

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Despexa X na ecuacion XA + B = C, sabendo que A é unha matriz invertible.

2 1 1 0 01
b) CalcuIaXtanueXA+B:CseA:(3 4),8:(0 1)eC:(1 n).
1 2 2 1

Solucion:
1.a)XA+B=C<=>XA=C—B<=)X=(C—B)A_1.

01 1 0 -1 1
1b)C—-B = (1 0) (0 1) =( 1 —-1). Posto que detA =8 -3 =5, tense
2 1 1 2 1 1

R |

5\-1 2 5\-3 2
e polo tanto
-1 1 -7 3
X:(C—B)A-l——( 1 —1)(_‘3‘ é)_;(7 —3)
y N7 -3




0 0 -1
Dada a matriz 4 = (—1 0 0)
0 -1 0
a) Que relacion existe entre a slia inversa A™! e a sUa trasposta A¢?
b) Estuda, segundo os valores de A, o rango de A — AI, sendo I a matriz identidade de orde 3.Calcula

0
as matrices X que verifican AX + X = (0)
0

Solucién

a) M| =" Mt o m—4=-4 %0 >3M?

1 1

‘ _1 mt4

1 _ 1 1 -1\ _ 4 4

M 4(—m—4 m)_ i _m

4 4

m= —1
m mtd

1M_ 4 4
i O O ¢
4 4

Outra forma de resolvelo:

1 1 : :
Mle— M e —M-M=] & M2=4] Q(m +m+4 m +5m+4):(4 0)
T 4 m+1 m+5 0 4

E polo tanto
m= —1

b) Bt-A-X + Ct =X o (Bt-A—-DX=—Ct

3 1 0 0 -4 0 3
Bf-A—1=(0)-(—1 0 1) - (0 1 0):( 0 -1 0)
1 0 0 1 -1 0 0

[B*-A—1|= -3 #0=3(B"-A-N""
00 -1\ o 0 -1
(Bt.A_[)—lz_l(g 3 0) = 0 -1 0
3 1
3.0 4 [z 0 —4/3

Enton:

0 0 -1\ /4 3
Xz_(Bt.A_I)—l,Ct= 0 -1 0 ( 2)=(_2 )
s 0 —4/3 0 —4/3




0 0 -1
Dada a matriz 4 = (—1 0 0)
0 -1 0
a) Que relacion existe entre a sta inversa A~! e a sla trasposta A*?
b) Estuda, segundo os valores de A, o rango de 4 — AI, sendo I a matriz identidade de orde 3.Calcula

0
as matrices X que verifican AX + X = (0)
0

Solucién

a)

[A]= -1 #0 = 3471
0 0 1\¢ 0 -1 0

/-1‘1:—(1 0 0) =(0 0 —1)=Af
0 1 0 -1 0 0

b)
-2 0 -1

[A— A= |-1 -2 0|=-23-1
0 -1 -2

Polotanto: |[A— =0 22+1=0.
2A=-1 & unha solucion da ecuacion A3 +1=0. Como A3+ 1=A+1)A2—-1+1)erA2—1+1

non ten soluciéns reais, temos

Sel= —1, enton rang(A — Al) =2

Sedl#—1,

enton rang(A— Al) =3

0 0
AX +X = (0) e (A+DX = (0) e vimos que A + I non ten inversa. Entén:

0
A+ DX = (0) . (—
0

0

0

1 0

-1
1 1 0)(
0 -1 1

X
!
zZ

0 x—z=20
(0) =>{—x+y=0}=> {x=y=z}
0 -y+z=0

X

A
(/1);1 ER
A




Dadaamatriz4 = G 1 D

a) Determina, segundo os valores de 4, 0 rango da matriz AA* — AI, sendo A® a matriz trasposta de A el a
matriz unidade de orde 2.

b) Determina a matriz X = (y) que verifica a ecuacién matricial AA*X = 6X.

Solucidén
t__111_11_,10_3—/13
a)aat-ar=(7 | ) 1 1 G D=0C3"37)

3#0 =rang( AA —-A)=>1

3—4 3 |22 _0—32_¢)— _
; 3_A|7(3 DF—9=42-61=A(1—6)
Polo tanto:
Se A+0e A#6, rang( AA'—A) =2
Se A=00ud=6, rang( AA*—A)=1
b)

AALX = 6X & (AAt—6DX =0

Sabemos polo apartado a) que a matriz AA® — 61 non ten inversa, polo que imos obter infinitas
solucions

(AAP—6DX =0 & (_g _g)@):(g) =3x—3y=0= x=y

As infinitas soluciéns son

X = (Z)metpg




10 1 1 -3
1. Dadasasmatrices A=k 1]|;B = ( )
11 31 -1

a) Determina, segundo os valores de k, o rango das matrices AB e BA.

0
b) Para o valor k = 0, determina as matrices X que verifican ABX = (0)

0
Solucién
10 1 1 -3
a)A-B = (k 1)-(1 P = (k+3 ke +1 —3k—1)
31 -1
11 4 2 —4
Asi

|AB| = —4k —4 -6k —18 - 12k —4 + 12k + 124+ 6k +2+4k+12=10

e

11 _ -
|4 2|_ 2 £0 rang(AB) = 2
10
11 -3y k=2 -2
pa= (30 T 1) (72 D)
11
k=2 -2
B-4l= [ 75 Tol=2k+2)
Polo tanto

Sek = =2, enton rang(BA) = 1
Sek -2, entén rang(BA) = 2

b) Vimos que det(A-B) =0 e polo tanto A-B non teninversa. Se k =0

1 1 -3 X 0 x+y—3z=0
A-B-X=(3 1 —1)-(31):(0) = 3x+y—-z=0
4 2 -4 z 0 dx+2y—4z=10

Como a terceira ecuacion € suma das duas primeiras, podemos prescindir dela

x+y=3z y=3z—x } {y:é}z
3x+y=z }i{BX"'SZ—X:Z = X =-Z

As infinitas soluciéns son:

-1
X = (41); 1 €EeR
A




a) Calcula os posibles valores de a, b, ¢ para que a matriz 4 = (S g) verifique a relacién (4 — 2)2 = 0,

sendo [ a matriz identidade de orde 2 e 0 a matriz nula de orde 2.
b) ¢ Cal & a solucién dun sistema homoxéneo de duas ecuaciéns con dudas incégnitas, se a matriz de

coeficientes € unha matriz A = (8 ?) verificando a relaciéon (A — 21)? = 07?

c) Paraa = b = ¢ = 2, calcula a matriz X que verificaA-X = A . B, sendo B = (g i 2)

Solucién

a) (A—21)2=(a52 b ).(a—Z b )_((a—2)2 b(a—2)+b(c—z))

c—2 0 -2/ 0 (c—2)2
Polo tanto:
(@a—2)*=0 a=2
(A-2N?=0 & {bla—2)+b(c—-2)=0 = |beR
(c=2)2=0 c=2

b) Tendo en conta o apartado anterior, a matriz de coeficientes do sistema homoxéneo seria

-G Y

e polo tanto teriamos:
rang(A) = 2 = n° de incognitas = Sistema compatible determinado, solucién unica. Como a
trivial sempre é soluciéon dun sistema homoxéneo, concluimos que a solucion é

x=y=0

2 2

H — -1
0 2). Ademais, det(A) =4 #0 = 34

c) Neste caso, A:(
A X=A1B & X=@ANHB

L1 ‘12 - /2 -1/
=35 D =36 =05 1)

1/2 _1/2)'(162 —15;)_ (1/11r —1/2)

(4* = ( 0 1/2 0 1/4

1/4 —1/2),(4 1 o)=(1 —1/4 —2)

— 4~z —
X=()"-B (0 1/4) \0 1 4 0 1/4 1

Polo tanto:

=l e 1)




a) Define menor complementario e adxunto dun elemento nunha matriz cadrada.

1 -1 1
b) Dadaamatri2A=(1 1 1)

1 1 1
i. Calcula o rango, segundo os valores de A, de A — AI, sendo [ a matriz unidade de orde 3.

ii. Calcula a matriz X que verifica XA — 24 = 3X.

Solucién

a) Dado un elemento a;; dunha matriz cadrada n X n, ao suprimir a sua fila e a sta columna,

obtense unha submatriz (n — 1) x (n — 1) e o seu determinante € un menor de orde n — 1, que
se chama menor complementario do elemento q;; e represéntase por a;;.

Chamase adxunto de a;; ao numero 4;; = (—l)f”’fa!vj, € dicir, € o menor complementario co
seu signo ou co signo contrario, segundo i + j sexa par ou impar.

b)
1-14 -1 1
i) A-Al=]1 1-2 1 |=0-2D%+1-1-(1-H-La—-D+4a-n=
1 1 1-2
=1-ADE+12-21-4=2101-1D1-2)
Seil=0:
1 -1 _
|1 1“2¢0
Seil=1:
0 -1y _
|1 0“1¢0
Sei=2:
-1 -1 _
| 1 —1|‘2¢O
Polo tanto: [Para 2+ 0,4+ 1,1 # 2, rang(A — Al) = 3]
|PC[TC[)L = 0,rang(A — Al = 2|
|Para)L = lLrang(A— Al = 2|
|PC[TC[)L = 2,rang(A —Al) = 2|
i) XA—24=3X & X(A—31)= 24 & X =24(A—3)"!
-2 -1 1 Polo apartado i., sabemos que existe (4 — 31)~1
|A—3I = 1 =2 1| = 6;
1 1 -2
(3 33 t (3 11
(A—31)‘1=—E(—1 3 1) :—3(3 3 3)
1 3 5 3 1 5
11—11 3 -1 1 l3—33
X=—§(1 1 1) (3 3 3)=—§(9 3 9)
1 1 1 3 1 5 9 3 9




