Aplicacions da derivada

Obtencion da recta tanxente a unha curva nun dos seus puntos

Como xa sabemos a ecuacion dunha recta que ten de pendente M e pasa polo punto de
coordenadas P(X,,Y,)é Y=Y, + M(X—X,)

A recta tanxente a unha curva f (X) nun punto de coordenadas P(X,,Y,) ten por
pendente nese punto, segundo sabemos, m= f '(XO) , € polo tanto a sua ecuacion é:

Y=Y, t f '(Xo)(x_ Xo)

Estudio da monotonia dunha curva. Extremos relativos

Definicion de funcidn crecente(decrecente) nun punto.

f (x) crecenteen x, < 3(a—x,,a+ xo)/ signo(x — X, ) = signo( f (x) — f(x,))
f (x) decrecenteen x, <> 3(a—x,,a + xo)/ signo(x — X, ) = signo( f (x,) — (X))
Sexa f(X) unha funcién derivable en X,

f'(x,) >0= f crecenteen x,
f'(x,) <0= f decrecenteen x,

Definicion de funcion crecente(decrecente) nun intervalo.

Dise que unha funcién f(x) é crecente nun intervalo | se:
X1 <Xy =T(X1) <f(X2), V X1,X2 €|

Dise que unha funcion f(x) € decrecente nun intervalo | se:

X1 < Xp =T(X1) > f(X2), V X1,%2 €l

Relacion entre o crecemento (decrecemento) dunha funcion e o signo da sta derivada:

Supofiamos que unha funcion f(x) é derivable en todos os puntos do intervalo I, enton:

Se f'(x) > 0 paratodo x € I, f(x) é crecente en |
Se f'(x) <0 paratodo x € I, f(x) é decrecente en |
Se f'(x) = 0 para todo x € I, f(x) é constante en |

(No caso de que unha funcion non fose derivable no punto dado haberia que estudar a
stia monotonia a través da definicion de crecente ou decrecente).



Maximos e minimos relativos dunha funcién.-

{f(x) tenen x, }@{existeun nameroreal a tal que }

un maximo relativo sexe(x, —a,x, +a)= f(x)< f(x,)

{f(x) tenen X, }@ {existeun nameroreal a tal que }
un minimo relativo sexe(x, —a,x, +a)= f(x)> f(x,)

Imos ver una regra para identificar extremos relativos dunha funcién baseada no signo
da sta primeira derivada nas proximidades dese punto, pero antes:

Definimos puntos singulares ou puntos criticos dunha funcion, como aqueles nos que
a primeira derivada se anula: f'(X) = 0(ou sexa,los puntos de tanxente horizontal).

Condicidn necesaria para a existencia dun extremo relativo:

Para que Xo poida ser un extremo relativo da funcion f(x) debe de cumprir
necesariamente unha destas tres condicions:

a) En Xxp anulase a derivada.

b) En x, falla a derivada.
C) Xo€ "unha esquina do dominio”

Condicién suficiente para a existencia dun maximo ou minimo relativo:

Consideremos unha funcion f(x). Sexa Xo un punto do dominio da funcion f(x):
Se f'(Xo) =0, e f"(Xg) <0 entdn xo € un méaximo relativo de f(x)
Se f'(xo) =0, e f"(Xg) > 0 entdn Xy € un minimo relativo de f(x)

Normas para calcular os intervalos de crecemento e decrecemento dunha funcion:

1- Indicase o dominio da funcion.

2- Calculase a funcién derivada e buscanse os puntos nos que a derivada vale 0.

3- Na recta real indicanse os puntos que estan fora do dominio, 0s puntos nos que a
derivada vale 0, e os puntos nos que falla a derivada. Desta maneira o dominio queda
dividido en varios intervalos.

4- Estldase o signo da derivada en cada un dos intervalos

Exemplo
Dada a funcién f (X) = x> —3X + 2 estuda a sia monotonia (intervalos de crecemento

e decrecemento), e determina os extremos relativos da mesma.



Solucion.

1- O dominio da funcion e R.
2-f'(X)=0<=3x* -3=0< x==1.

3= - e Dividimos o dominio en intervalos

4-Estudamos o signo da derivada nos mesmos
en (—oo,-1) f'>0= f & crecente

en (-11) f'<0= f é decrecente
en (Loo) f'>0= f écreciente

Como a funcion en X =—1 pasa de crecente a decrecente, f(X)ten en X=-1 un
maximo relativo que vale:( f (—1) = 4).

Como a funcién en X =1 pasa de decrecente a crecente, f(X)tenen X =21 un minimo
relativo que vale:( f (1) =0).

(-1.4)

crece decrp

VV><

A
o+
N

=
w-
N

Exercicio: Calcular os intervalos de crecemento e decrecemento, e 0S extremos
2
X +1

relativos da funcion f(x) = —; 1
X —




Concavidade, convexidade e puntos de inflexién

Dise que unha funcion f(x) é convexa nun intervalo | se todo segmento que une puntos
da grafica queda por enriba desta

Dise que unha funcion f(x) é concava nun intervalo | se todo segmento que une puntos
da gréfica queda por debaixo desta

Outra definicion:

Dise que unha funcién f(x) é convexa nun intervalo | se a sta grafica queda por enriba
das tanxentes nese intervalo.

Dise que unha funcion f(x) é concava nun intervalo | se a sta grafica queda por debaixo
das tanxentes nese intervalo.

Relacién entre a convexidade dunha funcion e o signo da derivada sequnda

Consideremos unha funcion f(x). Supofiamos que a funcion f(x) admite derivada
segunda en todo punto do intervalo 1. Enton:

Sef’(x) >0,V x e | = agréficade f é convexa (L) en |
Sef’(x) <0,V x el = agréaficade f é concava (n) en |

f e f’ derivablesenx,
Se f"(x,)>0= f é convexaen x,

Se f"(x,)<0= f é concavaenx,
Puntos de inflexion

Dise que un punto Xo é un punto de inflexién dunha funcion f(x) derivable nese punto,
se se verifica unha destas duas condicions:

1) f(x) é convexa en (Xo-r,Xp) € concava en (Xo, Xo+r) para algin r>0

2) f(x) é concava en (Xo-I,Xo) € convexa en (Xo, Xo+r) para algin r>0
é dicir, un punto de inflexién é un punto no que a funcién cambia de convexa a concava,
Ou viceversa.

Condicion necesaria para a existencia dun punto de inflexién

Se Xp é un punto de inflexion dunha funcion f(x), necesariamente o punto X, verifica
unha destas duas condiciéns

1) F'(x0) =0
2) f7(xo) non existe. (Ex. f(x) = ¥2x-1)



Condicion suficiente para a existencia dun punto de inflexion

Sexa f(x) unha funcidn e X, un punto do seu dominio:

Sef"(Xo) =0 ef""(xo) #0, entdn xo € un punto de inflexion de f(x)

Normas para calcular os intervalos de concavidade e convexidade dunha funcion:

1- Indicase o dominio da funcion.

2- Calculase a funcién derivada segunda e buscanse os puntos nos que esta vale 0.

3- Na recta real indicanse os puntos que estan fora do dominio, os puntos nos que a
derivada segunda vale 0, e os puntos nos que falla a derivada segunda. Desta maneira o
dominio queda dividido en varios intervalos.

4- Estldase o signo da derivada segunda en cada un dos intervalos

Na practica, para calcular os puntos de inflexiébn debemos obter previamente 0s
intervalos de concavidade e convexidade.

Exemplo.-
Estuda a curvatura da funcién f (X) = x* —3x + 2 e calcula os puntos de inflexion.

Solucién

1- O dominio da funcion e R.

2- f"(x)=6x. Calculamos os valores que anulan a derivada segunda, € dicir,
6x=0=>x=0

3- Dividimos o dominio en intervalos

.............. [——
0

4- Estudamos o signo da derivada segunda en cada un dos intervalos

en (-o,0) f”"<0= f concava
en (040) f">0= f convexa

Polo tanto, no punto de abscisa X=0 ten unha inflexion posto que cambiou a
curvatura de cdncava a convexa nese punto (0,2)

(Tamén poderiamos ter determinado que o punto (0,2) é de inflexion calculando a
terceira derivada da funcion e comprobando que non se anula en 0, asi:

f"(Xx) =60 sexa cal sexa o valor de x, polo tanto f”(0)=6=0 e enton o punto
(0,2) € un punto de inflexién da curva dada.
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Exercicio

- X . . :
Dada a funcion f(x) = i1 estuda a concavidade e convexidade da mesma, e determina
X+

0s puntos de inflexion se os hai.

Resolucidn de problemas de optimizacion

Os problemas nos que é necesario optimizar unha funcidon son moi frecuentes en
Economia, Fisica, Bioloxia, Xeometria ....Asi, en moitas ocasions tratase de facer
méaximos uns beneficios, unha poboacién ou un volume, e, noutras, tratase de facer
minimos uns custos, unha area, unha forza.

A dificultade destes problemas, normalmente, non estriba en optimizar unha funcién
cofiecida, sendn en achar a expresion analitica da funcion que temos que optimizar.

Para resolver convenientemente este tipo de problemas temos que:
1. Aprender a técnica mais axeitada para calcular os extremos dunha funcion que
ven dada pola sta expresion analitica nun intervalo.
2. Aprender, mediante a practica continua, a escribir de modo analitico as funcions
que se describen mediante un enunciado.

Para o primeiro punto sinalaremos as seguintes orientacions:

Se temos que optimizar f (X) nun intervalo [a@,b], non nos interesa determinar os
extremos relativos nese intervalo senon os extremos absolutos.




a) Se f é derivable nese intervalo, os extremos absolutos atopanse entre 0s
puntos criticos e os extremos do intervalo, de ai que tefilamos que calcular:

f (), f (b)e todos os valores X € (a,b) que anulan a derivada ( f'(x) =0)
Con estes valores poderemos determinar cal é o maximo e cal € o minimo.

b)Se hai algin punto do intervaloX, € (a,b) no que a funcién non sexa

derivable ,pero si continua, calculariamos ademais o valor f(X,) pois poderia ser
un extremo.

c) Se hai algin punto do intervalo X, € (a,b) no que a funcién non sexa
continua estudariamos ademais o comportamento da funcion nas proximidades de X,

Exercicio

Un rectangulo ten un perimetro de 60 cm. e xira arredor de un dos seus lados.

a) Calcula o volume do cilindro obtido en funcién do lado do rectangulo en torno ao que
xira este.

b) Que dimensidns debe ter o rectangulo para que o volume do cilindro sexa maximo?

Regra de L"Hopital

Consideremos un limite da forma lim —ggxg
X—>Xp X
Supofiamos que
1) O limite é indeterminado da forma % ou —
o0

2) IimM da un namero real ou infinito

!

=% g'(x)

Enton Iimw: Iimw
=0 g(x) = g'(x)

A regra de L"Hopital tamén é valida se x — o
Teorema de Rolle

Sexa f(x) unha funcion definida nun intervalo [a,b]. Supofiamos que:

1) f(x) € continua en [a,b].
2) f(x) é derivable en (a,b)
3) f(a) = f(b)
enton existe un punto a € (a,b) tal que f'(a)=0



Interpretaciéon xeométrica do teorema de Rolle

Xeometricamente este teorema ven a dicir que se unha funcién cumpre as suas tres
hipdteses nun intervalo [a,b], ten que haber un punto da grafica no que a recta tanxente
sexa horizontal.

HT

Teorema de valor medio do calculo diferencial
Sexa f(x) unha funcion definida nun intervalo [a,b]. Supofiamos que:

1) f(x) é continua en [a,b].
2) f(x) é derivable en (a,b)

f(b)— f(a)

enton existe un punto o € (a,b) tal que f'(a) = b_a

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio

Xeometricamente este teorema ven a dicir que se unha funcién cumpre as suas tres
hipdteses nun intervalo [a,b], ten que haber un punto da grafica no que a recta tanxente é
paralela & que pasa polos puntos (a, f(a)) e (b, f(b)).




Representacion grafica de funciéns

Representacion grafica de funcidns polinbmicas.-

Para representar unha funcién polinémica de grado maior ou igual a dous y = f (X) hai

que ter en conta que:

Son derivables e polo tanto continuas en todo ‘R . Non tefien asintotas de ningun tipo.
Se s0 tefien termos de grao par son simétricas respecto ao eixe Y.

Se s0 tefien termos de grado impar son simétricas respecto a orixe.

Para obter a sua grafica podemos proceder nesta orde:

1.

2.
3.

5.

6.

Observamos se ten algln tipo de simetria (respecto ao eixe Y ou respecto a
orixe)

Achanse as stias duas ramas infinitas.

Resolvemos a ecuacion f'(X) =0para calcular as abscisas dos puntos

singulares (ou criticos). A continuacidn obtemos as sluas ordenadas.

Unense os puntos obtidos entre si, coidando de non debuxar outros puntos
singulares que os xa obtidos. Asi determinamos cales son 0s maximos e 0s
minimos relativos, asi como os puntos de inflexion.

Se podemos , calculamos tamén 0s puntos de corte cos eixes para acadar maior
precision na representacion.

Exemplo.-Dada a funcién polinémica: f (X) = X° —3X + 2 obtén a stia gréfica.

1. Non ten ningun tipo de simetria (ten termos pares e impares)
2.Ramas infinitas: |im f(X)=—c ¥y |im f(X) =+x

X—>—0 X—>+0

3. f'(X)=0<3x* ~3=0< x==1, polo tanto: P(-1,4) Q(1,0)

4. P(-1,4) Q(1,0) son os puntos singulares (de tanxente horizontal)
f'"(X)=0=6x=0<x=0ecomo f"(x)=6 :R(0,2) inflexion

5. Para calcular os puntos de corte co eixe X resolvemos X* —3x+2=0

Por Ruffini determinamos unha raiz dobre:1 e outra simple -2, de ai que o0s puntos de
corte co eixe X son: , e 0 punto de corte co eixe Y é R(0,2)

Unindo todos os puntos obtidos anteriormente e tendo en conta todo o dito podemos
debuxar a grafica de f(X)

S
p y f(x)

-"';3(0,2)

w X

[S)
ook




B) Representacion gréafica de funcions racionais.-
. . P(x) . _— :
Nas funcions racionais Yy = @(comente de dous polinomios) hai que prestar
atencion especial aos valores de X que anulan o denominador, non son do seu dominio
e en cada un deles hai unha asintota vertical.
A funcion € derivable e, polo tanto, segundo sabemos, é continua en todos 0s puntos
de R que non anulan ao denominador.

Dependendo dos graos de P(X)e de Q(X)pode ter asintota horizontal, oblicua ou

ningunha delas.
Se ten asintota horizontal ou oblicua é a mesma para X — —o0 e para X — +0

Para obter a sua grafica podese proceder nesta orde:

1. Obsérvase se ten algun tipo de simetria.
2. Calculanse as asintotas verticais (Q(X) =0) e a stia posicion respecto & curva

Se gradoP (x) < gradoQ (x) = hai asintota horizontal (A.H.); calculamos o

limite: [fm f (X) =@ e polo tanto a recta y =aes A.H. Tamén poderia ocorrer

X—>to0

que gradoP (x) =gradoQ(X) +1= hai asintota oblicua(A.O.); sabemos
que a ecuacion da A.O. é daforma Y =mX+ N e obtense como o cociente da

la division % ). Tanto se hai (A.H.) como (A.O.) estudase a posicion
X

respecto & curva de cada unha delas tanto para X — —o0 como para X — 400,
Por ultimo teremos que se se cumpre que gradoP (x) > gradoQ(x) +1=

hai ramas parabolicas.

4. Estddanse o0s puntos singulares, que o0s obtemos como solucion da
ecuacion:( f'(x) =0) e que, segundo sabemos, poden ser maximos, minimos
ou puntos de inflexion.

5. Por ultimo podemos obter tamén, para completar o estudio, os puntos de corte da
funcién cos eixes, asi como os puntos de inflexion que son aqueles que se

obtefien como solucion da ecuacion:( f"(x) =0).

10



: o x* +3x+11
Exemplo.- Representa graficamente a funcion racional: f (X) = —

X+1
Fn = X+t D - 2 +3x+11D) _ 2x?+ 2 +3x+3-af_ 311
T (x + 1)2 (x + 1)?
S X8 k=2, x =4
(x + 172 LT
Maximo en (—4, —3). :Il 2ih
Minimo en (2, 7). R
Asintota vertical: x = -1 B r
7!

Asintota oblicua: p=x+ 2 = o

|

I

x* -1

Exemplo.- Representa graficamente a funcion racional: f (X) = —;

Dominio R-{0}

Asintota vertical x=0
Asintota horizontal x= -1
Non ten extremos relativos

E céncava no seu dominio

11



2
Exemplo.- Representa graficamente a funcién exponencial: f (X) =e”

O seu dominio é todo ‘R ,esta funcién toma sempre valores positivos, e 0 seu recorrido
é (0,4+0).

E unha funcion simétrica respecto ao eixe Y pois: f (X) = f (—x)

Ten unha asintota horizontal, de ecuacién: y =0 ,xa que |jm f(x)=0

X—>do0

Para achar os puntos singulares : T'(X) =0=-2xe™* =0, que ten por solucién
Xx=0, o Gnico punto singular ¢ P(0,e°)=(0,1) este punto singular é un méximo
relativo, para demostralo usamos o criterio do signo da derivada segunda
f"(x)=—2e" —2x(-2xe™) =(4x* —2)e™*

f"(0)=—2 <0 e polo tanto o punto P(0,e°) = (0,1) é un maximo relativo.

Para calcular os puntos de inflexion resolvemos a ecuacion: f"(x) =0, é dicir,

1
(4x* —2)e™ :O:>4x2:2:>x:£:>XziO.7, f(i\/gJ:e 220.6

Para ver si son inflexién estudiamos la curvatura de la curva y obtenemos que:

en [— oo,—\/gj f (x) é convexa pois f"(-1) = (4—2)e* = 2 >0
e

en ( \E\EJ f (x) é concava pois f"(0) = (0—-2)e® =—2<0

en (\E’Mj f (x) es convexa pois f"(1) = (4-2)e* = % >0
Os puntos: Q(—0.7;0.6) R(0.7;0.6) son puntos de inflexion.

0.5 4
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