FUNCIONS: LIMITES E CONTINUIDADE

FUNCIONS ELEMENTAIS

1) Funciéns polinémicas: son da forma a,x" + ....... + a;x* + a;x + ao. Dentro das funciéns
polinémicas as que mais se utilizan son:

a) Funcidns polinémicas de grao cero, chamadas tamén funcions constantes. Son da forma
f(x) = k, e a stia representacion gréfica € unha recta horizontal.

b) Funcions polindmicas de grao un, chamadas tamén funcions afins. Son da forma f(x) =
ax + b, e a sUia representacion grafica é unha recta inclinada.

¢) Funciéns polinémicas de grao dous, chamadas tamén funcions cadraticas. Son da forma
f(x) = ax? + bx + ¢, e a slia representacion gréfica é unha parabola

2) Funciéns exponenciais: son da forma f(x) = a*, sendo a un nimero real positivo distinto de 1. A
funcién exponencial mais importante é f(x) = e¢*. A sla gréfica é:

fla) =e*
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3) Funcidns logaritmicas: son da forma f(x) = log,x, sendo a un niumero real positivo distinto de 1.
A funcion logaritmica mais importante é f(x) = logex = Inx. A sta gréfica é:
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4) Funcions trigonométricas

a) Funcion seno f(x)= senx
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b) Funcion coseno f(x) = cosx
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c) Funcién tanxente f(x) = tgx
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d) Funcion arco seno f(x) = arc senx
Y4

arc sen x

Esta funcion indicanos o angulo mais proximo a 0 que ten seno igual a x
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e) Funcion arco coseno f(x) = arc cosx
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Esta funcién indicanos o angulo mais proximo a 0 que ten coseno igual a x

f) Funcion arco tanxente f(x) = arc tgx
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Esta funcién indicanos o angulo mais proximo a 0 que ten tanxente igual a x

g) Funcion raiz cadrada f(x) = v/x

f(x)= \/;

h) Funcién raiz ctbica f(x) = 3/x



i) Funcién valor absoluto f(x) = [X|

j) Funcién da forma f(x) = |g(X)|
Para representar graficamente unha funcién desta forma procédese asi:
-Trazase a grafica de g(x)

- Substitlese a parte da grafica de g(x) que queda por debaixo do eixe X pola sta simétrica
con respecto a ese mesmo eixe.

K) Funcion f(x) = 1/x
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DOMINIO OU CAMPO DE EXISTENCIA DUNHA FUNCION

E o conxunto formado por todos os puntos da recta real que tefien imaxe (onde a funcién toma un
valor)

Exemplos:

D(f(x)=Inx) é (0, +o0) =R*

D(f(x) = v/x) € (0, +o0) =R"

D(f(x) = ¥/x) é R = (-0, +o0)

D(f(x) = 1/x) € R-{0} = (-0, 0) U (0, +o0)
O dominio dunha funcion polindmica é R

Nota: O dominio dunha funcion pode vir indicado na propia definicion da mesma.

PERCORRIDO OU RANGO DUNHA FUNCION

E o conxunto formado por todos os puntos da recta real que son imaxe de algin do dominio da
funcion.



LIMITES DE FUNCIONS

LIMITE DUNHA FUNCION NUN PUNTO

Intuitivamente a idea que temos de limite dunha funcién nun punto é o nimero cara 0 que se
aproximan os valores que toma a funcién cando a variable independente se aproxima a ese punto.

Analiticamente podemos definir o limite dunha funcién nun punto da seguinte maneira:

Unha funcion f ten por limite L cando x tende a a se para todo entorno E(L, ) existe un
entorno E(a , 5), de modo que para todo x pertencente ao entorno reducido E*(a : 5) camprese
que f(x) pertence al entorno E(L, &)

limf(x)=L < Ve>0, 36>0 / VvxeE(a,d)= f(x)eE(L,¢)

X—a

Pola definicion de entorno podemos expresar a definicion de limite da seguinte maneira:

Unha funcién f ten por limite L cando x tende a a si para todo ¢ >0, existe un 6 >0 tal

quesi O0<|x—a|<d,enton |f(x)-L<e

limf(x)=L < Ve>0, 35>0 / O<[x-a<s=|f(x)-L<e

X—a

EEE |

Se unha funcion f(x) cumpre esta definicion, dicimos que é converxente en a.

Nota: Para que unha funcion tefia limite nun punto de abscisa a, ou sexa converxente nese
punto, non é necesario que a funcion estea definida nese punto.



Céalculo analitico de alguns limites

Nas funcidns elementais definidas por unha soa férmula (funcions polindmicas, racionais,
irracionais, exponenciais, logaritmicas e trigonomeétricas) tense que:

lim f(x)= f(a) sempre que a e Dom f

X—a

LIMITES LATERAIS

Existen funcions nas que non € posible calcular directamente o limite nalgun punto. Isto €
debido a que estas funcions estan definidas de diferente maneira & esquerda e & dereita dese punto.
Para estudar estes limites, necesitamos os limites laterais.

Unha funcién f ten por limite L cando x tende a a pola esquerda se para todo ¢ >0,

existe un & >0 tal que se a—S5 < x<a, enton |f(x)—L| < &. Escribese lim f(x)=L.

Unha funcién f ten por limite L cando x tende a a pola dereita se para todo ¢ >0, existe

un & >0 talquese a<x<a+d,enton |f(x)-L| < &. Escribese lim f(x)=L.

x—a*

CONDICION NECESARIA E SUFICIENTE DE CONVERXENCIA

A condicidn necesaria e suficiente para que unha funcién f tefia limite nun punto de abscisa
a é que tefia limite lateral pola esquerda, tefia limite lateral pola dereita a ambos sexan iguais.

limf(x)=L < lim f(x)=lim f(x)=L

Célculo analitico de alguns limites

Cando necesitamos calcular o limite dunha funcién definida a anacos nun dos puntos fronteira
debemaos recorrer a definicion dos limites laterais e comprobar que existen e coinciden.

PROPIEDADES DAS FUNCIONS CONVERXENTES

Unicidade do limite.

Se unha funcidn é converxente ou ten limite nun punto, este € nico.

Operacions coas funcions converxentes.

Se f e g son duas funciéns converxentes en a:

lim f(x)=L limg(x)=M

X—a X—a



verificanse as seguintes propiedades:

- lim(f £g)x)=L£M - Iim(é}(x)zﬁ; seM =0
“limle f)X)=a L VaeR S Hmf ()Y =1 L>0

- lim(f -g)x)=L-M

X—a

LIMITES INFINITOS CANDO X TENDE A UN NUMERO REAL

En moitas funciéns, cando x tende a alguns puntos pola esquerda ou pola dereita, o valor de
f(x) non se aproxima a ningin numero real se non que se fai cada vez mais grande ou cada vez
mais pequeno. Nestes casos dicimos que o limite correspondente é + o ou —oo, respectivamente.

Unha funcion f ten por limite + o cando x tende a a pola esquerda se para todo nimero real
K, existe 5 >0, tal que se a—& < x <a se verificaque f(x)> K. Escribese lim f(x)= 0.
X—a

Analogamente para lim f(x)= +oo

x—a*

Una funcion f ten por limite + o cando x tende a a se para todo ndmero real K, existe

5>0,tal quese 0<[x—a| <& severificaque f(x)> K. Escribese lim f(x)=+o.

X—a

De forma similar podense definir lim f(x)=—co, lim f(x)=—o e lim f(x)

x—>a~ x—a* Xx—a

Cando existe algun dos seis limites mencionados dicimos que a funcion f ten una asintota
verticalen x=a.

LIMITES NO INFINITO
LIMITES FINITOS NO INFINITO

Unha funcion f ten por limite un ndmero real L cando x tende a +o se para todo
£ >0, existe un nimero real K, de modo que para calquera valor de x maior que K se verifica
que |f(x)-L| < &. Escribese lim f(x)=L

Unha funcion f ten por limite un nimero real L cando x tende a —oo se para todo
£ >0, existe un nimero real M , de modo que para calquera valor de x menor que M se verifica
que |f(x)-L| < &. Escribese lim f(x)=L



Cando unha funcién f ten algan dos limites anteriores, dicimos que a funcion ten unha
asintota horizontal de ecuacién y=L.

LIMITES INFINITOS NO INFINITO

Unha funcion f tende a + cando x tende a +oo si para todo nimero real K existe un

namero real M, de modo que para calquera x maior que M se verifica que f(x) é maior que K.
Simbolicamente:

limf(x)=4+0 < VKeRIMeR / ¥vx>M= f(x)>K

X—>+00

Analogamente se definen lim f(x)=—o, lim f(x)=+cw0 y lim f(x)=—o

X—>4o0 X—>—00 X—>—00

CALCULO DE LIMITES

CALCULO DE LIMITES NAS FUNCIONS ELEMENTAIS.
Funcions polinémicas

As funcions polindmicas son converxentes cando x tende a a, sendo a un namero real, e
o seu limite coincide co valor numérico do polinomio en a:

limP(x)=P(a)

X—a

As funciéns polinémicas, cando X tende a +oo, compdrtanse do mesmo xeito que o seu
termo de maior grado, sendo o seu limite +oo.

lim P(x)= lim a,x"

X—>+0 X—>to0
Funcions racionais

As funciéns racionais son converxentes cando x tende a a, para todo valor de
a pertencente ao dominio de la funcion:

Iimwzw Va e Dom f

~2Q(x) Qla)

Para os valores de a que non pertencen ao dominio da funcién e que se corresponden coas
. . . S . K 0
raices do denominador aparecen as indeterminacions de tipo 0 e 0 que se resolven estudando os

limites laterais e simplificando os factores comuns do numerador e denominador, respectivamente.
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;. . e . . -, . . ., o0
Ao calcular os limites no infinito deste tipo de funcidns aparece a indeterminacién — que
o0

se resolve dividindo numerador e denominador pola méaxima potencia o utilizando la seguinte
expresion:

fim PO _ i 2aX
X—>o0 Q(X) X—>o0 mem

O resultado depende dos graos dos polinomios numerador e denominador, de xeito que:

- Se n>m, o limite & infinito.
T
- Sen=m,olimiteé .
m
- Se n<m, o limite & cero.

Outras funcions elementais

Para calcular limites nas funcions irracionais, exponenciais e logaritmicas hai que ter moi
presente o dominio de definicion destas funcions

OPERACIONS CON LIMITES DE FUNCIONS

Cofiecendo como se calculan os limites das funciéns elementais e aplicando as operacions
con limites de funcions podemos calcular todos os demais. A seguinte taboa mostra todos 0s casos
posibles de calculo de limites funcionais, cando a variable x tende a un ndmero real, +o ou
—o0. Os recadros sombreados corresponden aos casos nos que non € posible achar directamente o
limite. Por esta razén chdmanse indeterminacions e hai que resolvelas de maneira particular.

Para interpretar a tdboa debes recordar as propiedades vistas no apartado 3:

lim[ f (x)+ g(x)] = lim f (x)+ limg(x)
lim[ f (x)— g(x)] = lim f (x)—limg(x)

lim[ f (x) - g(x)] = lim f (x) - limg(x)

"m{ fgx)} _lim f(x)

g(x)] limg(x)
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lim [£00) + g0O] [ lim [F0) - g0a] | fim [FG) - g()]
s 1o 5t [
lim f(x) = L e
" A L+ M L—M L-M L/IM si M#0
Mgt = 0/0 si L=M=0
Iim f(x) = 4o +oo Si M >0 +oo Si M >0
+o0 +oo
IimgXx)=M —o si M <0 —o si M <0
Iim f(x) = —o —o si M >0 —o si M >0
Iimg(x) =M +oo 5i M <O +oo Si M < 0O
Iim f(x) = L +oo Si L >0
+o0 —oo 0
Iim g(x) = +oo —0 5i L <0
Iim f(x) =L —o si L>0
—co ~+oco O
Iim g(x) = —eo +o0 Si L <O
Iim f(x) = e s
= too +co [iw] -0 T
Iimg(x) =0 0
Iim f(x) =0
Eeo s 0 - [oo] 0
Iim g(x) = £
Iim f(x) = +oo oo
+oo [#] = [+=2] oo =
Iim g(x) = +oo +oo
Iim f(x) = —o —oo
, e [~ - (] +oo =
Iim g(x) = —o : o
Iim f(x) = +oo Brk
: [+o0] + [—o] : —oo e
Iim g(x) = —o oo
Iim f(x) = —o e
, [l + [+<] = = =
Iim g(x) = +oo oo
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Funcions potencial- exponenciais

Os limites deste tipo de funcions resélvense aplicando a propiedade:
lim| (x)°® | = [lim £ (x)]"mo®

Os posibles resultados recollense na seguinte taboa:

=

et | 0siM>0 |
m 1(x) = I e ]

| 400 si M<O |
| lim g() = M 2]
| | 00sim=0 |
r [ too SiM>0 |
[ lim f(x) = 400 | . 3
= | 0siM<0 |
jl/mg(x)=M h —]
b [+e0]® si M =0 |
s e =t !
lin 4oo Si L > 1
.vl/mf(x)=L

I O si [
o)~ :L;SIO<L<1 |
| 1[+m] SiM:1 ,‘

|

| o0sit>1 |
Beer =1 | ——— |
| [ +o0 i |
| 1im g(x) = —o fenst Dol
; i bsiifmat |

As expresions 0°, «° e 1* son indeterminacions. Neste tema s6 aprenderemos a resolver
a ultima delas pois as demais se resolven utilizando a regra de L’ Hopital.

Limite da composicion de funcions
Sexa a funcion composta g o f , onde g é unha funcion potencial (de expofiente enteiro ou
fraccionario), logaritmica ou trigonomeétrica (seno, coseno e tanxente) e lim f(x): L . Enton:
lim(g o  )(x) = limg(f (x)) = g(lim f (x))= g(L)
RESOLUCION DE INDETERMINACIONS
Todas as indeterminacions vistas no apartado anterior pddense agrupar nos seguintes

tipos:

. ., . o0
Indeterminacions do tipo —
o0

Aparecen ao calcular limites de cocientes de funcions polindmicas. A sua resolucién
explicouse no apartado das funcidns racionais.

12



Indeterminacions do tipo 3
As indeterminaciéns de cocientes de funcions polindmicas resélvense factorizando os
polinomios numerador e denominador mediante a regra de Ruffini.

As indeterminacions de cocientes de funcions irracionais resélvense multiplicando
numerador e denominador pola expresion conxugada da funcién que leve raiz.

Indeterminacions do tipo %

Estas indeterminacions resolvense estudando os limites laterais dos cocientes de funcions
que 0s xeran.

Indeterminacions do tipo 0 - o

. . ., , P . 0 9] .
Estas indeterminacions resélvense transformandoas nas do tipo —, ou nas do tipo 0
o0

Indeterminacions do tipo oo —o

As indeterminacions con funcidns racionais resélvense operando convenientemente.
As indeterminacions con funcions irracionais resolvense multiplicando o numerador e o
denominador pola expresion conxugada da funcion que leve raiz.
Indeterminacions do tipo 1°
Este tipo de indeterminacions resdlvense aplicando a seguinte propiedade, que € valida

para X, real, +o 0 —oo.

lim f(x)= )
X=X . ||m[f (X)]g(x) _ exllrl‘og(x)'[ (x)-1]
lim g(x)=to0 X—Xq

CALCULO DE LIMITES UTILIZANDO INFINITESIMOS EQUIVALENTES

Chamamos infinitésimos &s funciéns f(x) que tenden a cero cando x tende a un nimero
real, +o© 0 —o
f(x) é un infinitésimo <« limf(x)=0

Dous infinitésimos son equivalentes se o limite do seu cociente é 1.

() _,

f(x)=g(x) enx, < Iimm_

x=%

13



Cando f(x) tende a cero, os infinitésimos equivalentes més importantes son:

sen(f(x)=f(x)  to(f()=t(x)  1-cosr(x)< LTS

2
In(L+ f(x))~ f(x) a'™ -1~ f(x)Ina

No célculo de limites podemos substituir un infinitésimo polo seu equivalente sempre que
apareza multiplicando ou dividindo.

ASINTOTAS E RAMAS INFINITAS DUNHA FUNCION

ASINTOTAS VERTICAIS
Se algun dos limites laterais dunha funcion nun punto € infinito, dicimos que a funcion ten

ramas infinitas verticais. Estas ramas aproximanse a unha recta vertical que se chama asintota
vertical.

A recta x =a € unha asintota vertical da funcion f cando existe al menos un dos seis
limites seguintes:

lim f(x) = +oo lim f(x) = +o0 lim f (x) = +oo
lim f(x)=—0 lim f (x)=—o0 lim f (x) = —0

ASINTOTAS HORIZONTAIS

Se algan dos limites no infinito dunha funcion é un namero real, dicimos que a funcion ten
ramas infinitas horizontais. Estas ramas aproximanse a unha recta horizontal que se chama
asintota horizontal.

A recta y =L é unha asintota horizontal da funcion f cando existe polo menos un dos
seguintes limites:

lim f(x)=L lim f(x)=L

X—>+0 X—>—00

ASINTOTAS OBLICUAS
Se unha funcién se aproxima infinitamente a unha recta oblicua cando a variable

independente tende a infinito, dicimos que a funcidn ten ramas infinitas oblicuas hiperbolicas.
Estas ramas aproximanse a unha recta que se chama asintota oblicua.

A recta y =mx+n € unha asintota oblicua da funcion f cando a pendente m e a ordenada
na orixe n poden obterse mediante os seguintes limites:

m= |imlx) n= lim[f(x)—mx]

X—>to0 X X—>to0
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CONTINUIDADE .TEOREMAS SOBRE FUNCIONS CONTINUAS

Continuidade nun punto. Continuidade lateral.

Intuitivamente, unha funcién é continua se a sua gréfica pode debuxarse sen levantar o lapis do
papel. Os puntos nos que haxa que levantar o lapis chdmanse puntos de discontinuidade.

Y ¥ Y Y
i pul
4 h 4 4
3t 3 g 3 a 3t f
24 2 ke8! 2 * 271
1+ 1 1 1t
-1 1 2 3 X -1 1 2 3 x -1 1 2 3 X -1 1.2 3 X
11 1+ 1 11

Nas figuras anteriores vemos alglns casos (non todos) que poden presentarse ao pasar por
un punto Xo. (neste caso, para xo=2)

Na primeira figura a funcién non é continua porque desde os dous lados non imos cara o
mesmo punto, é dicir, non existe lim f(x).

X = Xo

Na segunda figura si van cara 0 mesmo sitio, pero falta (non existe) o punto de unién entre
0s dous anacos ou ramas, que seria f(Xxo).

Na terceira existe ese punto de unién f(xo) pero non estd colocado no sitio adecuado:
lim f(x) = f(x,).

E por ultimo, na cuarta figura todo esta ben e a funcion é continua.

A vista disto podemos dar a definicion formal de funcion continua nun punto.

Asi, diremos que unha funcion f(x) é continua nun punto Xg se cumpre as tres condiciéns
seguintes:

1.—3 lim f(x)
2.— 3f(x,)

3.- lim () = (x,)

Nota: Existen outras formas equivalentes de dar a definicion.
Por exemplo: unha funcién f(x) é continua nun punto a si:
1. Existe o limite da funcion f(x) en x =a.
2. A funcion esta definida en x = a; es dicir, existe f(a)
3. Os dous valores anteriores coinciden.

Ou tameén, se temos en conta a definicion métrica de limite podemos escribir:

f escontinuaen x=a < Ve>0 36>0 /|x-al<do = |[f(X)-f(@)|<e

15



Exemplos:

X
e Afuncion f(x) = il

2 .
> ¢e continua no punto x = 3?

Vexamos se se cumpren as tres condicions anteriores:

lim £ (x) = limXF2_3+2 _
1. x—3 X3 X —2 3-2
3+2
f(3)=>"2-5
®=322

lim £ (x) = £ (3)

Polo tanto, f(x) é continua no punto x = 3.

2
X —
e Dada la funcion f(x) = 2

, estudar a continuidade en x=1.

Vexamos se se cumpren as condicions necesarias:
x> -1 (x+1)-(x-1) .. x+1 1+1

1. lim =lim =lim =—=
x—1 X2 —X x—1 X- (X 1) x->1 X 1
1 —
2. T(1)= = non existe, pois 0 denominador anulase.

1 -1
3.0 Iin; f(x) e f(1) non son iguais porque f(1) non existe e, en consecuencia, non se

poden comparar.

Polo tanto, ao non estar definida a funcién no punto x = 1 non podemos falar da continuidade nese
punto.

3X+5 si x<-1
e Dadaa funciéon f(x)=1-2 si X =—1, estudar a continuidade en x=-1
3+x  six>-1

1. Estudamos a existenciado lim f(x).
X—>-1

Como no punto x = -1 a funcion experimenta un cambio de definicion, para estudar a existencia dese
limite, teremos que calcular os limites laterais da funcién no punto. Polo tanto:

|Ir_T} f(x)= I|m | (3x+5)=2

IirrL f(x)= Iirrl+(3+ X) =2

En consecuencia, existe Iiml f (x) =2 pois os limites laterais son iguais.
X—>—

2. f(-1)=-2
3. lim f(x) = (-1

Enton a funcidn é discontinua no punto x =-1
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3X—2 si x<2
e Dadaa funcién f(x) =145 si X =2 , estudar la continuidade da mesma en x =2.
3—X sl x>2

Seguiremos 0 mesmo proceso que nos exemplos anteriores:

1. Estudamos a existencia do Iirr21 f(X)
X—

Como no punto x = 2 a funcion experimenta un cambio de definicion, para estudar a
existencia do limite, teremos que calcular os limites laterais da funcién no punto. Polo
tanto:

lim f(x)=lim(3x-2)=4
X—2" X—2~
lim f(x)=lim(3-x) =1
x—2* x—2*
En consecuencia, non existe Iirr21 f (x) pois os limites laterais son distintos.
X—

2.f(2)=5

Entdn a funcion é discontinua no punto x = 2.

Continuidade lateral

Cando unha funcion non é continua nun punto podemos preguntarnos se o é lateralmente; é dicir,
se desde algun lado chegamos a f(Xo). En concreto:

Unha funcion f(x) é continua pola esquerda nun punto X, se € s se

lim (x) = (x,).

X = Xg
Unha funcion f(x) es continua pola dereita nun punto X, se e so se

lim f(x) =f(x,).

1 B
- . . : Al
f{xo) |- -4 e
ta / e

= " X X X
imip)=fx) Tiﬁi'i(?)’;' tﬁ.‘q};’.’_f_w.ﬁ
x—ix(f - X‘\"Iﬁ"? N S )
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Continuidade nun intervalo.

O concepto de continuidade non ten excesivo interese e aplicacion practica mentres non se estenda
a un intervalo para poder ter propiedades nun “anaco” mais amplo que nun entorno, a veces moi
pequeno, arredor dun punto.

Unha funcién é continua nun intervalo se o é en todos os puntos do intervalo.

H+5 sixcﬁ
f{x]={ 2

Asi, na funcién adxunta, podemos apreciar que hai
continuidade no intervalo [-4, -1], pero non no
intervalo [-1,1]

X -1 siD<x:

figura 3 y
: A
8
En caso de que o intervalo sexa cerrado, [a, b], é necesario i
gue a funcién tamén sexa continua lateralmente nos
extremos.

Estas apreciacions seran de vital importancia para aplicalas posteriormente aos teoremas sobre funcions
continuas.

Operacions con funciéns continuas. Propiedades.

Tendo en conta as propiedades das funciéns e dos limites, podemos deducir as seguintes
propiedades:

Se f(x) e g(x) sonfunciéns continuas en [a,b], ent6n a funcién (f + g)(x) é continua en [a,b] .
Se f(x) e g(x) sonfunciéns continuas en [a,b], ent6n a funcién (f-g)(x) é continuaen [a,b].

Se f(x) e g(x) son funciéns continuas en [a,b], e g(x) non se anula en [a,b], entén a funcion
f
(Ej (x) é continua en [a,b].

Se f(x) é continua en [a,b] , enton (a-f)(x) é continua en [a,b] , paratodo ae R.

Se f(x) é continua en [a,b] e g(x) é continua en f([a,b]), enton a funcion (go f)(x) é continua en
[a,b].
18



A maioria das funciéns mais usuais son continuas

1.

2.

5.

A funcion constante f(x) =k é continua en R.

A funcion identidade f(x) =x é continuaen R..

. A funcidn potencial f(x)=x", ne N écontinuaen R.

Se temos en conta que f(X)=x"=x-x- --{... .x, a funcién potencial é un produto de n
funcidns continuas e, polo tanto, sera outra funcion continua.

. A funcion polinémica f(x)=a, -x"+a, ,-x""'+ .-+ +a,-X+a,, é unha funcién continua en
R.
- ) P(x) ., . L
A funcién racional f(X) :T é continua en todo o seu dominio, é dicir, en todo R menos
X

naqueles valores que anulen ao denominador.

O dominio da funcién racional estd formado por todos 0s numeros reais que non anulan ao
denominador da fraccion:

Dom(f (x)) = R—{x e R/Q(x) =0}

Enton, Va e Dom(f) verificase que:
lim f(x)=lim Pl _Pla) _ f(a)
X s Q(x)  Q(a)

e ea funcion é continua en aeDom(f) e como a é un punto calquera do dominio, serd continua
neste.

Propiedades das funciéns continuas.

Se unha funcidn é continua nun punto, entén ten limite nese punto.

Teorema de acotacion.

Se unha funcién é continua nun punto X = a, entdn esta acotada nese punto, é dicir, existe un entorno
simétrico de x = a no que a funcién esta acotada.
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Teorema do signo.

Se f(x) é continua en un punto x =a e f(a) = 0, enton existe un entorno de x =a no que f(x) ten o
mesmo signo que f(a).

O
f(a)+e¢
f (a) f("’})(;)g
f(a)—¢ fa)—e
O a—5( a)a+5

Discontinuidades. Tipos.

Cando unha funcién non é continua nun punto X, dicimos que ten ou que presenta unha
discontinuidade nese punto.

Tendo en conta que unha funcién é continua nun punto x = a se, e sé se, lim f(x)= f(a)., en caso de
X—a

que esta condicion non se cumpra por algun motivo, teremos un dos seguintes tipos de discontinuidades.

Evitables

Discontinudades . Salto finito
Inevitables o
Saltoinf inito

Nota: Nas discontinuidades evitables vai existir o limite, pero nas inevitables non
Discontinuidade evitable.

Unha funcion presenta una discontinuidade evitable nun punto X, cando:

3 lim f(x) pero ou ben non coincide con f(Xg) ou ben non existe f(xo).

X = X

X o+—" X
Af(a) fla) # L
Discontinuidad evitable Discontinuidad evitable
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Este tipo de discontinuidade chdmese evitable porque se resolveria ou evitaria definindo unha
nova funcion a partir da que temos, da seguinte maneira:

g(X):{f(x) si x#a

L Si X=a

é dicir, definimos a nova funcién igual que a funcion que temos en todos os puntos onde non hai problema,
e no punto onde presenta a discontinuidade lle asignamos o valor do limite.

Exemplo:
_ ) _ y ) x> —5X+6
e Explica como farias para que a seguinte funcién sexa continua: f (x) = 3 no punto x = 3.

Se observamos a funcion, resulta que non esta definida no punto x = 3 pero, se calculamos o limite
da funcion nese punto, obtemos:

2— —_— . f—
lim X 5x+6="m(x 3)-(x-2)

x—3 X—3 x—3 X —

:Iirr;(x—Z):B—Zzl

gue seria o verdadeiro valor da funcion nese punto. A nova funcién

x> —5Xx+6
g(x)= X—3
1 si x=3

Si X#3

serfa continua no punto x = 3.

Discontinuidade de salto finito.

Cando non existe lim f(X) pero si existen os limites laterais, que son finitos ainda que distintos.

X = Xg

Neste caso, pode existir ou non f(a)

Ademais, chamamos salto & diferenza entre os limites laterais da funcién no punto.

VA Salto= lim f(x) - lim f (x)
f x—>a* Xx—>a~
L+ I _?/\/

L =f(a)/®

(0] a )?
lim fix)=L"
x=at + - t 21
,,li,’?f f =L = fia) LT #L =>31mﬂx)

Discontinuidad de salto.




Exemplo

3x+1 six<1

] no punto x = 1.
3—-2x si x>1 pu X

Estudar a continuidade da funcion f (x) = {

Para estudar a continuidade no punto x = 1, analizamos se se verifican os tres puntos dos que
falamos con anterioridade:

1°.- A funcion esta definidano puntox=1: f(1)=4

2°.- Estudamos a existencia do limite en x = 1, para o que temos que calcular os limites laterais dado que
nese punto existe un cambio de definicién da funcion

lim  (x) = lim(3x+1) = 4 lim  (x) = lim(3—2x) =1
x—1" x—1" x—1" x—1*

Al ser os limites laterais distintos, a funcién non ten limite nese punto.

En consecuencia, en x =1, a funcidn presenta unha discontinuidade inevitable de salto finito:

Salto =lim f (x)—lim f(x)=4-1=3
x—1" x—1"

Se observamos os valores dos limites laterais, vemos que o limite & esquerda coincide co valor que
toma a funcion no punto, polo que a funcién ten unha continuidade lateral & esquerda no punto x = 1.

Discontinuidade de salto infinito.

Cando non existe lim f(X) e algin dos limites laterais (ou os dous) é infinito

X = Xq
Yll |
vt ; v4 ! |
! f : I
I | —_— : f
i
| _ I [ \
[ lim fix) = +eo o) a > v lim fix) =0
lim f(x) = —co ! )!m fix) = +eo lim, fx) = +oo
Exemplo
3x+1 si x<1
Estudar a continuidade da funcién f(x)=< 1 no punto x = 1.

— six>1
Xx-1

Para estudar a continuidade no punto x = 1, analizamos se se verifican os tres puntos dos que
falamos con anterioridade:
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1°- A funcion esta definidanopuntox=1. f(1)=4

2°.- Estudamos a existencia do limite en x = 1, para o que temos que calcular os limites laterais nel xa que
nese punto existe un cambio de definicion da funcién

i . . . 1
lim f(x)=lim(3x+1) =4 lim f (x) = lim—— =+
x—=1 x—1" x—1t x—-1" X =1
En consecuencia, en x =1, a funcidn presenta unha discontinuidade inevitable de salto infinito:

Nota: Se observamos os valores dos limites laterais, vemos que o limite pola esquerda coincide co valor
que toma a funcién no punto, polo que podemos dicir que a funcién é continua pola esquerda no punto x =
1.

Teoremas sobre funciéns continuas.

Teorema de Bolzano:

Se unha funcién f(x) é continua nun intervalo cerrado [a,b] e toma valores de signo oposto nos
extremos, entdn existe polo menos un punto interior, ¢, do intervalo no que f(c) =0.

f continuaen [a,b]

f(a)-f(b)<o} = Feelab) /1()=0

Interpretacion xeométrica:

Xeometricamente este teorema significa que unha funcién continua non pode pasar de un
lado a outro do eixe X sen cortalo (0 que, evidentemente, corresponde & idea intuitiva de

continuidade).
NS '
i b a /\ /
a o L /, a~—"03 b
: ' flo) = ) =) = 0

Observacions:

1.- O teorema afirma que existe un punto c en (a, b) tal que f(c) = 0, pero non afirma que
ese punto sexa Unico. Pode haber varios, como na segunda figura.

2.- O teorema establece unha condicion suficiente pero non necesaria, para que unha
funcién se anule nun punto. Unha funcién pode ser continua en [a, b], non cambiar de signo e
nembargante anularse nalgtn punto c de (a, b). Por exemplo f(x) = x* en [-1, 1].

3.- A hipdtese de continuidade é fundamental. Se a funcién non é continua a conclusion
pode non ser certa. Por exemplo:
-1, 0 x < V2

f) = 1, V2<x<o




 ——

Consecuencias: A principal utilidade deste teorema esta en que serve para determinar ceros de
funcioéns e solucions de ecuacions.

Teorema de Weierstrass:

Se unha funcién f(x) é continua nun intervalo cerrado [a, b] existen nese intervalo dous
puntos nos que a funcidn alcanza, respectivamente, os seus valores maximo e minimo.

E evidente que se a gréafica comeza en (a,f(a)) e remata
en (b,f(b)), sen levantar o lapis do papel por ser f
continua, non pode dispararse ao infinito, entén terd un
punto de maxima altura e outro de minima altura.

Interpretacion xeométrica:

Xeometricamente este teorema significa que
dada unha funcién continua nun intervalo cerrado [a,
b], a sta grafica queda comprendida entre as rectas y
=Mey=N,sendo M e N os valores maximo e
minimo que alcanza a funcion no intervalo.

Observacions: a b

1.- Pode ocorrer que os valores maximo e minimo se
alcancen nos extremos do intervalo.

2.- As hipoteses de continuidade e de ser cerrado o
intervalo son fundamentais. Se falta algunha delas a
conclusion pode non ser certa, como pode verse nos b X

o
._

exemplos seguintes:

a) a funcion f(x) = 1/x no intervalo (0,2) non ten maximo
nin minimo.

A
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b) a seguinte funcién, no intervalo cerrado [0, 1] non ten maximo a pesar de ser cerrado o
intervalo por non ser continua

2, x <
0, x2>

p—

Aplicacidns dos teoremas sobre funcidns continuas
Os teoremas sobre funcidns continuas servennos para saber se unha ecuacion ten ou non solucion
nun intervalo e, incluso, para aproximar esa solucion.

o Demostrar que a ecuacién x> —5x+3 =0 ten unha solucién en el intervalo [1, 2 ]

A funcion  f(x) = x* —=5x+3 & unha funcién continua en todo R por ser polinémica e, polo

tanto, tamén € continua no intervalo [ 1,2 |,.
Ademais, verificase que: f(1)=-1<0 e f(2)=+1>0

En consecuencia, cumprense as hipdteses do teorema de Bolzano (temos unha funcion continua
nun intervalo cerrado que toma valores de signo oposto nos extremos do mesmo) e, polo tanto,
tameén se cumprira a tese:

Jce[L,2]/f(c)=0 e a nosa ecuacion ten unha solucion no intervalo [ 1,2 |.

- - . : 3
e A funcién f(x)=tgx toma valores de distinto signo nos extremos do intervalo {Z—”} e,

nembargante, non se anula nel. ¢ Contradi isto o teorema de Bolzano?

- senx
A funcion f(x)=tgx=
COSX

é continua en todo R menos nos puntos nos que se anula a

., . . T |7 37
funcidn coseno e, dentro do intervalo dado, existe un punto no que se anula X =— € {Z , T}

) ., , . . T 3w
En consecuencia, a funcidn tanxente non é continua no intervalo 27

Verificase que: f(zj =1tg -1 e f(?’—”j =1g 37 _ -1
4 4 4 4

Non se cumpren as hipoteses de Bolzano e, polo tanto, tampouco se cumprira a tese. En

consecuencia, non se contradi o teorema xa que Se non se cumpren as hipoteses, non se ten por
que cumprir a tese.
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