UNIDAD

Limite de funciones. Con-
tinuidad y ramas infinitas

n esta Unidad vamos a concretar, formalizar y afianzar conceptos ya presentados en
unidades anteriores, y a la vez vamos a introducirnos en el campo del Analisis Matematico.

E Entre los grandes matematicos que trataron el limite de funciones y el calculo infinitesimal,
hay que mencionar a Maria Gaetana Agnesi (1718 — 1799), quien escribio el libro Instituciones
analiticas al uso de la juventud italiana en el que explicaba una parte novedosa de las matematicas:
el calculo analitico.

Comenzamos la Unidad con el limite de funciones, donde usaremos un concepto de limite
de funciones que no es el matematicamente riguroso, sino uno mas descriptivo, aunque valido
para el nivel en el que nos encontramos.

Introducimos el limite lateral, que luego emplea-
remos para estudiar tanto el comportamiento de una
funcion cerca de sus asintotas verticales como la
continuidad.

Una vez definido pasamos a calcular el limite de
funciones, surgiendo como caso importante la
indeterminacion 9, ya que es la base de la derivada.

Aprenderemos a resolverlo para el caso de cocientes
de polinomios, pues para otros casos es necesario
saber usar la Regla de L'Hopital.

Los limites de funciones en el infinito son muy
importantes. Aqui resolveremos tres de las principales
indeterminaciones que aparecen en este tipo de
limites: %,oo—oo y 1”. Los dos primeros solo para
cocientes de polinomios y para radicales, y el tercero
usando de nuevo el numero e.

Después estudiamos las asintotas verticales, las
horizontales y las oblicuas. Las primeras se corres-
ponden con la no acotacion de la funcién en un punto
y las dos ultimas indican si la funcion se acerca a una recta (horizontal en el primer caso, con
cualquier inclinacion en el segundo) o no cuando x tiende a +o.

Maria Gaetana Agnesi (Wikimedia Commons)

Terminamos la Unidad con un estudio de la continuidad de una funcioén; este estudio es
tanto descriptivo, usando graficas, como analitico, introduciendo la notacion y la definicion
usadas habitualmente.

En esta Unidad didactica nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Conocer y entender el concepto de limite de una funcién en un punto y en *oo.
2. Dominar el calculo de limites de funciones, incluidas las indeterminaciones.

3. Conocer y entender el concepto de asintotas de una funcion.
4

. Dominar el calculo de asintotas, asi como el estudio del comportamiento de la funcién en
sus proximidades.

5. Conocer, entender y dominar el estudio de la continuidad de una funcion.
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LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

1. Limite de una funcion en un punto.
Limites laterales

El simbolo [imf(x) se lee limite de f(x) cuando x tiende a a y es el valor al que se acerca f cuando x se aproxima
a a. Dejamos para mas adelante una definicidn mas precisa, bastante similar a la del limite de una sucesion de la
Unidad 2. Hay que destacar que para las funciones siempre hay que escribir debajo de la palabra limite hacia
donde tiende x. Otro hecho resefiable es que si existe el limite de una funcion en un punto, éste ha de ser
unico.
Si'la funcion no presenta ninglin salto en x = a podemos decir que limf(x) = f(a).
VY, Observa en el grafico que a medida que damos valores a x cada vez mas proximos
f(a ) e e e a a (tanto por su izquierda como por su derecha), los valores de f(x) estaran cada
| vez mas proximos a f(a).

>l<

a > ¢Que funciones pueden presentar dificultades en el calculo de limf(x) y cuales
,I/ son dichas dificultades?

Veamos las dificultades para el caso de las funciones definidas a trozos:

e En a) no hay salto y, aunque las definiciones a izquierda y a derecha de a son distintas, ambas dan el
mismo valor en el punto, por lo que los limites laterales son iguales y existe el limite en el punto:
lim f(x)= lim f(x) = lim f(x).

e En b) hay un salto finito. El valor que se obtiene por la izquierda es distinto del que se obtiene por la
derecha, de modo que los limites laterales son distintos y no existe el limite en el punto:
limf(x)# limf(x) = A limf(x).

e En c) lafuncion no esta definida en el punto ( A f(a)). No obstante, los limites laterales coinciden por lo
que existe el limite en el punto: lim f(x) = lim f(x) = limf(x) . Esto es asi porque el limite es el valor al que se
acerca la funcién cuando x tiende al punto, pero no es necesariamente el valor de la funcién en el punto.

4x-1,si x<0
2
¢Como se calculan los limites laterales? Consideremos la funcion f (x) =11+ 7S 0<x<dy

9—x,six>4

calculemos sus limites laterales en x =0y en x =4.
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Limiteenx=0

lim f(x):lxim)(4x—1)=—1;

x—0" x—0"

2
lim f(x)= Iing(1 + XT] =1. Escribimos 0~ 6 0" cuando hablamos de la funcidn

f en general, y s6lo 0 cuando sustituimos f por la férmula con la que calcularemos el limite. Como los limites

laterales son distintos limf (x).

Limiteenx=4

2
lim f(x)= m(1 + 71" 5 lef(x) = m(g —x)=5. Como los limites laterales coinciden, Jlim f (x) yse

x—4~

verifica que limf (x) =5.

En el caso de las funciones definidas como cocientes los problemas estan alli donde se anula el denominador.
Hay que tener cuidado con la divisién por cero, pues dependiendo del signo con el que se acerque el denominador
a cero, la funcién puede ir a oo 0 a —oo. Asi, siempre que el denominador tienda a cero, se descompone el limite
en sus limites laterales; de éstos sélo interesan los signos de numerador y denominador, para saber si tiende a

00 O —o0:

lim 1-6x 25 _
. 1-6X 25 |vos x44 0
lim ==
x4 x+4 0 lim 1-6x 25_00

ot x+4 0°

Obviamente, igual que para las sucesiones, decir que un limite es infinito es decir que no existe tal limite,
pues la funcién crece indefinidamente.

Podemos escribir;

e limk =k, para toda constante ke R : Iim15 =5,

, . 1 1 1
e Imx"=a"VneR: limx’=2°=8;lim—==—=-.
x—a X—2 x—=3 X 3 9
o lime™ =¢'®: Iim1ex2 e —g,
. mm(f(x))zlnf(a): ll_)rrlln(x+3)=ln5.

e lim sen(f (x))=sen(f(a)), Lnlcos(f(x)) = cos(f(a)), Ixm tg(f(x)) =tg(f(a)):

X—a

. . T . T
lim sen3x =sen3x =0; lim cos4x =cos| 4— |=cos2z =1; limtgx =tg— =1.
X—m X_)% 2 =L 4
Estos tres Ultimos puntos pueden generalizarse usando la composicién de funciones:

im (=9)(x) =Im (9 (x)) = (Img x)).
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LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

&~ Ejemplos

2. Calculo de limites sencillos

2.1. Algebra de limites

Pocos limites se pueden calcular con los resultados anteriores; se necesitan algunas propiedades mas, que
se engloban bajo el nombre de algebra de limites. Las formulas son:

o lim(f£g)(x)=limf(x)+limg(x): el limite de una suma o resta es la suma o resta de los limites.

o lim(f-g)(x)= (Iim f(x)) -(Iim g(x)): el limite de un producto es el producto de limites.

o Cuando uno de los factores es constante: Iinl (k-f )(x) = k-linl f (x)

f limf (x)
e lim (—)(x) =22 limg(x)#0: el limite de un cociente es el cociente de limites.
x| g )|(|n';g(x) x—>a
« S el numerador es constante tenermos: fim| & (x)= L limf (x) 0.
x—oa| f ||mf(X) x—a

) JmeC L, , -
e lim (f(x))g( = (Ilm f(x)) el limite de una funcion elevada a otra es igual al limite de la base elevada
X—a X—a

al limite del exponente.

1. Calcula los limites siguientes:
f 2 5 i 3 : il 4_ 3 X\. H _pt
a) XILnL(x +x); b) Lmz(x +x+1); ¢) lim (x*=x*+¢*); d) llm)(senx e').

X—-2
Solucion :
. 2 T 2 : _(_1)? N\ —_0
a) lim (x*+x) = lim x* + lim x = (1) +(~1)=0;

En lugar de escribir tantas veces el término limite, podemos hacerlo directamente, calculando el limite término a
término y sumando los resultados:

b) Iimz(x3+x+1)=23+2+1=11;

; p 4 3 1.
0 o' o)~ (2 (2] o -t

d) lin})(senx—ex)=sen0—e°=—1.
. Calcula los siguientes limites:
a) li_'mz(7x2); b) Xli_r)r_11(x3-e"2); c) Ixiinn(7\/;In(x+1)); d) lim (cos-Inx).

X—=
2

Solucioén :

2

o) [iy(7)=7-2=28b) Jim 3" )= ("¢ =

¢) lim(7/xIn(x+1))=7-A-In(1+1)=7In2;d) lim (cosInx) = cos%~|n% =0.

X—>=
2
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3. Calcula los siguientes limites:

x-3 tg(x+1 -
a) Iime ;b) I| i3, ; C) I|m ; d) "mcosx e) lim g(m );f) lim 3X+1;g) lim = h) X—16
x=3 I z tgx =7 X2 e" -1 g =2 X 42 x=T X — 7 H4x +3x-4
Solucion :
e Indx _ n 4'% 5_5_ cosx _ cos0
a) lim—; —3=— b) lim =Inz;¢) lim—= d) lim =—=1
x=3 X 3 27 xaf tgx tgﬂ' x>T X 7 x=0 g¥ e
limites m 3X +1 — _5 —
tg(x+1) tg(—1+1 3(=2)+1 —plateres | U1 T T T ,
e) lim o y )_g(_” )=@:0;f) jim X1 _ (2 _ ST o xe2 0 = 3 lim 2.
ot g™t e e =2x+2 =242 0 im X5 X2
=2 x+2  0°
limites IIm 1 X _48 —
—y? laterales S 2
g) lim X e 7 i ! = 3l X
=1 7-x 0 | 1- —48_00 =T T—X
x-T T—=X 0
Cuando el denominador se acerque a cero y el numerador a un nimero, hemos de calcular los limites laterales.
x* -16 (-4)-16 0
=— es una indeterminacion, pues cualquier nimero sirve como cociente de esa

im — = >
x—-4 X+ 3x—4 (_4) +3(_4) -4 0
division. La resolveremos en el apartado siguiente.

4. Calculalos siguientes limites:

. senx . _ tgx | . cosx+1 . %H_
a) lem(x +X— 1) 1b) lim (x+4)"";¢) lim(x~2)"";d) lim(cosx+3)™"";e) lim (x+4)".
Solugion :
: 2 Y (2 1+2 4 . SenX  rsen0 _ 4. ; _9\9X _ g2 _ ).
a) lim(x+x=1)" =(F+1=1)" =F =1,b) lm (4] =4 =4 ¢) lim (x-2)* =0% =0,
d) lim (cosx+3)™"" =(~143) " =2"=1; ¢) Iin_13(x+4)%+3=(—3+4)y-3+3=1%=‘I°° es una indeterminacion
conocida de las sucesiones y que resolveremos con ayuda del nimero e.

2.2. Indeterminacion %

Cuando se anulan simultdineamente numerador y denominador estamos ante una indeterminacion, pues
cualquier nimero sirve como resultado del cociente (cualquier nimero por cero siempre es cero). En este curso

solo resolveremos la indeterminacion 9 para las fracciones algebraicas y las funciones con raices cuadradas.
Para otro tipo de funciones se usa la Regla de L'Hopital, que se estudia en Matematicas II.

Si en una fraccion algebraica se anulan numerador y denominador para un valor a, esto significa que son
divisibles por x — a, por lo que factorizando ambos polinomios y simplificando desaparecera la indeterminacién.

Si hay un binomio con raices cuadradas, multiplicaremos y dividiremos por su conjugado, para poder hacer la
resta y asi resolver la indeterminacion.

217



LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

5. Calcula los siguientes limites:

2 _ 2 _ 2_w_ 2 _
a) im0 oy =X g gm XX gy
>4 x°+3x—4 =3 —2x -3 =2 X" +8 =1 X" =2X +1
Solucion :
- —4Y' -16
a) lim 2X 0 = (2 ) —and:factorlzamos numerador y denominador usando la Regla de
xo-4 x° 4+ 3x -4 (_4) +3(_4) 4 0

Ruffini o la ecuacion de segundo grado (son polinomios de segundo grado), obteniendo: x* =16 = (x +4)(x —4);

2_ factorizando 4 — 4 ) simplificando _ —
X2 +3x—4=(x+4)(x- 1):>I|mx—16—9md = Iimw O e . .
=4 x’+3x—-4 0 =4 (x+4)(x-1) dx=1 -5 5
— 2 _ factorizamos = simplificamos
PR e B e L PR e N
i —2x—3 3-23-3 0 =3 (x+1)(x-3) =3 x+1 2
—y— -2 2_ —2)— factorizando 2 — simplificando _
o lin X0 (2 (276 0, e, (x+2)(x) e, x=3 5
o2 X +8 (-2)'+8 0 =7 (x+2) (X —2x+4) o2x -2 +4 12
im X1 x+1 2
2 _ 2 _ factorizando —1) simplificando limites - ==
i gl = Tl O e Qs o el 208 e AT
X—>1X —2x+1 PP-=21+1 0 x—1 (X—1) x>1x—1 () laterales i X_-I-1:£=°<>
=t x=1 0°
2
:ﬂllmx—_1.
=1 x% = 2% +1
6. Calcula los siguientes limites:
a) Im—==2 ) im¥2E =y X212 gy g YXES 2
X—2 X+7 3 x—0 X x—>65_\/— x—>—1\/8T_3
Solucion :
X—2 2-9 0 conjugado:\/mw_ (X—2)(VX+7 +3)simpliﬁcando.
a) lim ind = [im = Ilm(¥x+7+3)=3+3=6;
) x—>2\/X+7 3 \/2+7 3 0 X2 Xx+7-9 x—>2( )
b) | ,2X+ _1: I20+ _1:9indconjugadc;\/m+1l 2X+1 1 s:mplicando"m 2 :E: .
I 0 0 =0 x (\/2x+ +1) S0 x+1+1 2
Vi 2% —12 26-12 O.dconjugadu:5+\/m|' (2X—12)(5+\/3X+7)operando
C) Iim = =—=In = m =
*65—/3x+7 5-36+7 0 o6 25-(3x+7)
sacando
ﬁ%oﬂrn i 2(X—6)(5+\/3X+7)simpliﬁcando|_ —2(5+\/3X+7) -2.10 20
= 1im = m =] =——,
x—6 3(6—X) x—6 3 3 3
,X+ 2 /_1+ -2 Q. conjugados: (X+5—4)(V8—X +3)operando . (X+1)(V8—X +3) simplificando
d) lim ——/ndr= iim = lim _
U T B=()-3 0 fma e (8-x-9)(Vx+5+2)  *>7(-x-1)(x+5+2)
(\/ +3) 3 3

=lm —-—=—=—

ot x+5+2 4 2
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7. Calcula los siguientes limites:

2x — X=1,8ix#2
a) lemx b) limf (x), con f (x) = {0 siyey € Jim im — _25
Solucién :
2x-5 2-1-5
lim = b I f(x)=lim(x=1)=1
)H1x+7 47 ) m (x)= an(x )
1-x 6
— 1-(-5 fimites | " o 0t . —
c) I|m1X= (2 ) _6 "X -25 0 =>35I|m1
x—>-5 x* —25 (_5) ~2 () faterales 1—-x =£=_ x—>5 x* —25
x5 x° =25 0°
2
8. Calcula los siguientes limites: a) lim X 8X+16; b) Imi.
x—4 x—4 x=5x—§
Solucién :
— 2 factorizando —4 2 simpificando
gl B i O s BT ey
x—4 x—4 44 x—4 x—4 x—4
limites
b) I|mi=g : i i:—_:—cxz; ||m i:i:oo
=5y — B () laterales x5~ x —5 () w5t x =5 0f
3x+3
9. Calcula los siguientes limites: a) lim ; b) lim ———.
24 -8 oyt —x =2
Solucién :
.6 6 G e g 6 .6 6
a) Im——=——=- = lm——=—=—0; M ——=—=00;
=24 -8 4.2—8 () lateralesx—2" 4x —§ -2 4x -8 0F
=1 factorizando 1 simplificando
g it SEEY O s SR s B8
o1 x?—x =2 (-1 =(-1)-2 0 o= (x+1)(x-2) —1x—2 =3
10. Calcula los limites siguientes: a) I|m 3X l ;b) lim ) +X
X—— X —
Solucién :
T—3x2+1 T=34241 (0 congatotsiaisr 49—(3X2+1) factorizando
a) lim = =— = lim =
o 3x-12 34-12 0 “4(3x—12)(7+\/3x2+1)
. “3(x+4)(x—4) omeno (x+4)  —(4+4) -8 4
=) (7B ) Tt Te 3 M T
/6 — x +X /6 ( +( 3) conjugado: 6—x—x2 factorizando —(x+3)(x—2)
b) lim —; ; —md = lim = lim
=3 x°-9 (-3) -9 I "—"3(x2—9)(\/6—x—x) H‘3(x+3)(x—3)( 6—x—x)
simplificando —(x-2 3 2 —
g lim (x=2) ) 2 2

= (x=8)(Vo-x - x) -3- 3(\/-7-3 (-9)) 66 3
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LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

11. Calcula los limites siguientes:

\/x +16-4 b) I X2+ X
x—>0 ’X + 3 12 /

Solucion :

) i i 164 \/02+16 ~4_0, dwnfug_adosr"m("2+16—16)(\/X2+9+3)s,-mp/,-f_,cando"m 1943 6 3
A 49-3 J0P49-3 0 e (x2+9—9)(\/x2+16+4) =0 fx2 11644 8 4
b) fm X+x (—1)2+(—1) _oindconfugadziam x +X)(2+\/3—X)fcton'z_ando_ - x(x+1)(2+\/3—x)_
=19 _\[3—x 2_\/3_(_1) 0 x—>1 4—(3- X) X1 X +1

simplificando

- Xli_r)111[x(2+\/3—_x)}=—(2+m)=—4.

_ - X =x*-8x+12. . 2x-8 . 5+x=2

1. Calcula: a) |Im#, b) IMm——; ¢) IIm ———.

x—2 —-3x°+4 =4 [6x+1-5 x——1 X+1

2 _ _ 3 _ 2 _ _

2. Calcula: a) ||mV3"+ =3, by fim A 220208

X =7 x“—49 >3 x° =5x"+3x+9
3, Caloula: @) im-—X=4 gy fim XX

=5 x+4 -3 x->1 x° =1

3 _ 2 _

4. Calaula: a) lim X =2 4X+8'b) m3oYX +5

=2 x% —6x? +12x -8’ J J-3-1

‘v+' Para saber mas...

. Senx , iy . senx 0.
Calculemos /’”}') ——. Usando el lgebra de limites obtenemos que //rrz) —= 0 ind. Puesto que sen x no es un
X X X X

polinomio, ni podemos factorizar ni simplificar. Sin embargo podemos aprovecharnos de un resultado que, aunque
no demostremos, es facil de justificar. Dice asi:

Seanf(x), g(x) y h(x) funciones que verifican que h(x) <f(x)<g(x) enunentorno de x =a y que
\ limh(x)=1limg(x)=1, entonces limf(x)=limh(x)=limg(x)=I.

' X Observa que lo que se hace es acotar f entre dos funciones h'y g cuyos limites son
senx X‘vtg X conocidos e iguales, por lo que conoceremos el limite de f. Apliquemos este hecho a
X

nuestro problema, después de echar un vistazo al gréfico:

1

Se observa que sen x < x < tg x. Invirtiendo todos los términos se tiene que tL < l < L Multiplicando por sen x,
gx X senx

o , senx senx _senx senx - .
que es positivo en el primer cuadrante, queda < < = c0s X <—— < 1. Tomando limites se tiene
fgx X senx X
senx
que I/mcosx =lim1=1= lim——=1.
x—0 x=0  x

Este resultado se usa para hallar la derivada del seno y el coseno, y es la justificacion de la dptica geométrica, pues
indica que, cuando x es suficientemente pequefio, siempre se puede hacer la aproximaciéon senx = x.



3. Limites en el infinito

3.1. Limites en el infinito de funciones basicas

En el apartado 1.2 de la Unidad 2 tratamos el limite de una sucesion; éste sélo se puede calcular cuando
n —oo, por lo que lo dicho entonces va a servirnos para calcular el lim f(x) .

Para calcular el lim f(x) debemos ser cuidadosos con el signo de x. Es habitual agrupar ambos limites y escribir
lim £(x) si ambos limites coinciden.

Gréficamente vemos los siguientes casos:
Ena): lim f(x)=k = f estd acotada tanto si la variable independiente crece (x — oo)

X—too A

como si disminuye (x — —eo) y se acerca a un valor k.
lim g(x) =k => g esta acotada superiormente y se acerca a un valor k cuando ey
X—yo0

aumenta la variable independiente. =\< SQZ;—;:/';

Iir[l g(x) = —oo = g No esta acotada inferiormente y disminuye cuando disminuye /
g

la variable independiente.
lim h(x) = —eo = h no esta acotada inferiormente y disminuye cuando aumenta la

X—>o0

variable independiente
lim h(x)=k=> h esta acotada superiormente y se acerca a un valor k cuando

X—>—oo

\Y
o o , 4
disminuye la variable independiente. \b)

En b): 4
lim f(x)=e0=>f no esta acotada superiormente y aumenta tanto si x crece g
X—>too
como si disminuye. < >
lim g (x) =—eo=> g no esta acotada inferiormente y disminuye cuando aumenta x.
lim g(x)=co= g no esta acotada superiormente y aumenta cuando disminuye x.
X——o0
lim h (x) = —oo = h no esta acotada inferiormente y disminuye tanto si x crece i

X—>too

como si disminuye.

Las funciones periodicas proporcionan un caso mas que se interpreta directamente diciendo que A lim £(x),
pues al repetirse indefinidamente sus oscilaciones no permiten saber cual es su comportamiento en +oo;
4 limsenx, A lim cosx, A lim tgx. Esto no es dbice para que puedan calcularse limites en los que aparezcan
funciones periddicas acompafiadas de otras. Hay que estudiar cada caso en particular. Légicamente, A lim Inx
pues los nimeros negativos no tienen logaritmo.

Recuerda que oo no es un nimero y que no sigue las reglas que éstos deben cumplir oo+ co=c0; 00 - 00 =00;

o0” =00, Los siguientes resultados son evidentes:
e lim k=k= lim 2=2, lim (-=11)=-11, lim E:%

X—>too X—>zteo X—>too X [

o limx =oor>0= lim x=oo, limx = oo, lim x* = oo,

X—o0 X—o0 X—>e0 X—o0
o lim x" =(=1) 0, r>0= lim x=—co, lim x* =co, lim x> = —co, lim x°* =co.
X—>—00 X—>—o0 X—>—o0 X—>—o0 X—>—o0

6 lim x" =oo,sirespary lim x" =—co, sir esimpar.

X——oo0 X—r—oo0
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Hay que tener cuidado con —eo : obviamente @ lim +/x,# lim ¢/x...3 lim ¥/x, mientras que

X—>—oo X—>—oo X—>—oo
lim ¥/x = lim ¥x =...= lim 2%/x = —o

X—>—o0 X—>—c0 X—>—c0

Multiplicar por una constante positiva no cambia el signo del limite, pero si lo hace si es negativa:

) 2 ) )=
¢ i fr=0r>0¥keR= I %0, S1=0,im 7r-=0,im -5 |<0.

Ya sabemos por las sucesiones que se obtiene 0 al dividir un nimero por «o 6 —oo. En este caso no influye
el signo de la constante.

o ime¥=oo, lime*=0,lime™ =0, lim e =00, liminx = oo,

X—>e0 X—y—oo X—>e0 X—>—oo Yoo

Las reglas del algebra de limites no cambian, por lo que no las repetimos. Sabemos por las sucesiones que
el limite de un polinomio es igual al limite de su monomio de mayor grado (aproximacion asintética ~). De este
modo se simplifica el calculo del limite de polinomios en =+ oo:

im (2x° =3x +6x—1) = lim {2x5(1—i+i—ij} = lim (26°) = oo

X—ytoo simplificando x—s#oo 2x 8 X 4 2x s

. factor comdn ) 1000 2 .
lim (3x4—1000x+2) = lim {3 (1— 37)}: lim (3x4)=oo.

X—yteo simplificando x—zeo 3x° X—ytoo
Directamente: lim ( —7x% +12x% + 600x + 3) ~ lim (—7x3) = Too.
X—>teo X—>teo

d"’ Para saber mas...
__________________________________________________ .

La definicién matemaética de limite de una funcionenco es idéntica a la del limite de una sucesion; no hay mas que
cambiar a, por f, n por x y el conjunto N por R:

lim f(x) =1 Ve >03x,€ R, X, >0, tal que si x > x, entonces |f(x)—l| <e. A

lim f(x)=/ & Ve >03x,€ R, x, <0, tal que six <x, entonces |f (x) /| <&. _@g

X——e0

Cuando se trata del limite enun punto hay que considerar dos aproximaciones: la
de x y la de la funcion. Si la funcion tiene limite en un punto es porque una de las
aproximaciones obliga a la otra. En este caso, 'I/

lim f (x)=1 < Ve >035 >0 tal que si 0<|x—a| <& entonces |f (x)-/|<e.

X—a

Quien obliga es ¢ (de ahi el ) que representa a la funcién. El valor de & esta relacionado con el de &, de modo que
disminuye cuando ¢ disminuye, ya que al aproximarse la funcion al valor del limite, x debe aproximarse a a, y estara

mas préxima a a cuanto mas proxima esté la funcidn a su limite. Por ejemplo, Im; 3 =1 porque Ve >036 >0 tal

que si 0<|x—3| <5 entonces <¢&. Usando ambas inecuaciones se halla la relacion entre £ y 6

X4
3

<e=|x-3 <3 =65<3e.

i
3

‘x—3
<e=|—=
3

g -
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3.2. Indeterminaciones >>-,c0—c0 y 1

El algebra de limites permite resolver casos triviales del calculo de limites en los que aparece +oo, como los
siguientes:

X
lim (3IX+5) =0 +5=oo; Iim(x2+ex)=oo+oo=oo; Iim(xze*)=oo-oo:oo; Iim(ij =0~ =0;
X—>e0 X—>o0 X—>o0 x—oo| ¥

im (12 +1)" =e0” =os

X—>o0

Sin embargo, los resultados % co—00, 17, 000, °, (°, que junto a g forman el conjunto de las 7 indeterminaciones

existentes, no son evidentes. Aqui resolveremos para determinados casos las 3 primeras; para las otras hay que
esperar a Matematicas II.

La indeterminacion % solo la resolveremos para las fracciones algebraicas, pues el procedimiento para
cocientes de otro tipo de funciones escapa al nivel de este libro. Usaremos la aproximacion asintdtica en el
numerador y denominador:

3 +4x° —6x"+1 o 3x° 7x* -5x LS X

. . . . . o0 . . .
[m ——————=—ind = lim —=lim (3x)=oo. [IMm ———=—ind = lm —= Im — =-o
X—>o0

o X +1 o0 o= xt o= Bx° +3x2 +x  —oo o6y a6

En el caso de las fracciones algebraicas pueden darse tres situaciones:

o Grado del numerador mayor que grado del denominador: el limite es e 6 —co,
D G N LR (' 30 —x oo, N . 3x°
lim =—ind = lim = lim e =—co, lim =—ind = lim = lim e = oo,

X—oo 1_4)(3 ) X—o0 _4)(3 X—00 X——o0 1_4X3 ) X——oo _4)(3 X—>—o

e Grado del numerador igual al grado del denominador: el limite es el cociente de los coeficientes de los monomios de
mayor grado del numerador y del denominador.

+70¢ . T T . 618 oo, . 6x* 6
im———=—ind=im—=--. lim ————=—ind= m —=—.
o= 243X =5X" oo xoe —bx 5 xo=bBX +4x-T oo xo=5x" 5

e Grado del numerador menor que grado del denominador: el limite es cero.

e S TR L TX=45 oo Ix T
im ——=—ind = lim —~=1lim—=0. lm ——=—ind= lim —= lm —=0.
x50 3%° — X oo x> 3y x—00 ¥ x> X' 41 oo D Rt

Estos resultados pueden usarse directamente; hay que tener precaucion con el primero de ellos: que el limite
sea « 6 — oo depende de hacia donde tiende x, de los coeficientes de los monomios de mayor grado y del
exponente de la x.

Otro caso no trivial es la indeterminacion co—oo. Resolveremos dos casos:

e Resta de fracciones algebraicas: aparece la indeterminacion por no haber efectuado la resta; para
resolverla basta con restar y aproximar asintéticamente.

(X_z_i O e oing ™ i X)X (X)L 2x

x=1 x+1 e (x=1)(x+1) xoe x? =1 xoe x?

( x° )(*) restando X(X+1)—X3

. . =X +xPex . =X
=00 —oo jnd lim = lim = |im
x> X+ xoe X4+ x> X
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e Funciones con raices cuadradas: se multiplica y divide por el conjugado dela raiz

conjugado X+ 3 —X
lim (\/x+ \/_) =co—oojnd = _lim = lim = lim =0.
X—o0 X43+/x x>0 /X+3 +\/7 X—yo0 ,X+ +\/_ X—oo 2\/7
, oongado - x% —3x —x? . =3x =3
lim (\/x2—3x—x):oo—oo/nd = = lim = lim —=—.
X—300 m+xx—>ee ,X —3x+x [ +x 2x 2

En este caso hay que tener cuidado con el polinomio o los polinomios que estén dentro de las raices: es

aconsejable usar siempre la aproximacion asintética.

La indeterminacion 1™ puede aparecer al calcular lim f (x)g(x) , donde a representa tanto un punto como oo,

X—a

17 (ind)

Sabemos que lim a™ = exp{llm[ —1)b, ]} (apartado 3 de la Unidad 2). Rescribiendo la formula para las

17 (ind)

funciones se obtiene: limf (x)™) = exp{lim[(f(x)—1)-g(x)]}

x—a n°e x—a

Por ejemplo:

0

. (x+2 A"'(‘"d) | x+2 \x . [2x 2] a5
lim| — = expilim|{| — =1} |{=expilim|——= | =expi—-r=3e".
X—yo0 X n°e X0 X 3 x| X 3 3

)

lim (x _2)%_3 1°°n;:’)exp {)I(ILE[(X -2- 1)%_3}} =exp {Iim M} —el.

x—3 =3 x—3

. . . . S o . ya . r .
En (*) resolvemos directamente la indeterminacién — para no escribir demasiados calculos y complicar el limite

innecesariamente.
&~ Ejemplos
3 2 2
12, Caloula los limites siguientes: a) lim XXy jim 243,
o X" +3X x> {—x
Solucion :
a) im X == i X Lo by e = g i 2 =4
X—>—o0 x +3x oo X—>—o0 ¥ X—>—0 ¥ x> |— X —o0 X—oo Y
13. Calcula: a) |Im(\/X2+7—X);b) Iim(2x—\/x2+5x).
Solucion :
conjugado X +7 X 7
a) lim(Vx*+7-x|=co—coind = lim ~ lim =0.
H“’( ) N N T S SN
conjugado 4x°—(x°+5x 2 2
b) lim (2X—\/X2+5X)=°°—°°ind Z Iim# lim 3 I|m3i lim x = co.
X—>o0 2x+ X 45x X 2X+\/m X—>o0 2X+\/— x> 3y X—>o0
X+3
14. Calcula los siguientes limites: a) Iim[1—é) ; b) Iim1(x+2)%+1.
X—>c0 X X——
Solucién :
X+3 4 (ing)) —5(x+3 —
a) Iim(1—§J = exp{lim{(1—2—1)(x+3)}}:exp{limL zexp{limﬂ}=e‘5=i5.
X—>00 X n°e X—>oc0 X X—oc0 X X=X e
17 (ind) 4(x+1
b) lim (x+2)/x+1 = exp, lim [(x+2—1)i} =exp Iimﬁ =e",
ne X+1 == x+1
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- -~ . Ax° -1 . 1=x*
15. Calcula los siguientes limites: a)  lim ———; b) lim e
o X" 42 xo=q{—x
Solucion :
. 4x° =1 oo, _Ax° _ 1=x' —eo, o=xt
a) lim ———=—ind = lim ——=lim (4x)=co. b) lim —=—ind = lim — = lm x* =co,
x>0 ¥ 4 9 oo X—eo ¥ X—300 x>0 — x —co X——o0 ¥ X—>—00

16. Calcula: a) lim (x/1+x+x2 —x); b) lim (\/3 X2 —2x —3x).

X—>o0 X—>o0

Solucion :

. L 2 . conjugado {4 x + X2 _ X2 . X Cx 1
KXo \/1+x+x2+x X—oo \/1 + X+ XZ +X X—ro0 [XZ +x X—o0 2X 2

0
b) i (/4% ~2x —3x) = o0 —o ind = lim (~3x) =~

X—>e0 X—3e0

() No se puede usar el conjugado, pues no es una raiz cuadrada. Para hacer la aproximacion asintética

2
observamos que V/x? = x/3 es de menor grado que —3Xx.

i 2 2x?
17. Calcula los siguientes limites: a) Iirrl(\/x—S)H;b) Iim( X ] .

| 1 -1
Solucion :
21" (ind) 2 2( x=3- 1) 0 | coniugado
i o7 — x4  _ H _2_1\. _ R _ = _
a) )I(m( X 3) e eXp{lm':( E=d 1)X_4:|}—9Xp )I(ILT]. X—4 _eXp{O}\/ﬁn

=exp+ lim 2x=3-1) —exp{lim—2 }—e
4 (x=4)(Vx=3+1) o4 fx=3+1]
9

2x?
X2  (ind) X2 2x°
b) Iim = exp{lim —1}2x* [t =exp{ lim =e’.
) X_)m(xz_1J e p{x_)m|:(xz_1 ) i|} p{X%mX2_1}
A}

% Actividades

C Ax=x2+xP=x!
5. Calcula: a) lim

. b) lim (\/2x2+3x—1—\/2x2+1).

xoe 24 3x—5x* x—ee
2x 5 _n.4
6. Calcula: a) fim [ 1+—— | ; b) lim XX 06X
ol X+4 xo— 2X° +6x -3

—2x* 2 1
m w; b) Iim(x2 +1)/X_
xo= 5x” —3x+1 x>0

73
8. Calcula: a) [im (Vx* ~3x-+1-x* ~5x~1); b) |im37’§;54”61.
X—oo Y300 X _ X+

7. Calcula: a)
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&~ Ejemplo

18. Halla las asintotas verticales y estudia el comportamiento de las siguientes funciones en las proximidades de sus

4. Asintotas

Hay tres tipos de asintotas: vertical, horizontal y oblicua. La asintota vertical es la recta a la que se acerca la
funcion cuando no esta acotada en un punto; las asintota horizontal y oblicua son rectas a la que se acerca la
funcién cuando x— +oo.

Las funciones que pueden tener asintota vertical son las definidas como cocientes (en los puntos que anulan el
denominador) y las funciones logaritmicas (donde se anula el argumento). La ecuacion de una asintota vertical es
X = a, siendo a el nmero que anula al denominador o al argumento de un logaritmo. Para hallar la ecuacion de las
asintotas verticales se resuelve la ecuacion DENOMINADOR = Q o, si la funcidn es logaritmica, ARGUMENTO = 0.

El comportamiento de la funcidn en las proximidades de la asintota vertical viene dado por los limites laterales.

. . X-3 5
asintotas verticales: a) y:m;b) f(x)=m;c) g(x)=In(x-5).

Solucion :

2) DEN=0= x=—4= AV x=—4; m X3 == —oor in X3 __
>4 x+4 0 =4 x+4  0°
5 5 .5 5§

b) DEN=0=x=483= AV x=-3; lim ——=—=00] liIM ———=—=—oo,
i x2=9 0F o =9 0

AV x=3; lim —>— = > = oo fiM = > =,
-3 x°=9 0 x—3" x° =9 0*

¢) ARG=0=x=5=AV x=5 Iir751+ln(x—5) = —oo,
En el caso del neperiano, sélo se puede calcular un limite lateral (por donde el argumento sea positivo) y el limite
siempre es —oo.

A

a) ' c)

X=-4

| | |
| | |
| | b) | =5
—— =1 .
| | |
| I I

g

Las asintotas horizontal y oblicua indican adénde se acerca la funcién cuando x— =+oo. Son dos rectas,
una de ellas horizontal, tiene pendiente cero, y otra oblicua, de pendiente distinta de cero. Una funcién f tiene
una asintota horizontal cuando limf(x) = k, siendo k un numero real. La ecuacion de la asintota horizontal es
Y. = k, donde escribimos el subindice , para distinguirlo de la funcion, que muchas veces se llama y. Una funcion
no tiene asintota horizontal cuando limf(x) = +oo.

Si la funcién tiene asintota horizontal, no tendra asintota oblicua, pues la horizontal es un caso particular de
la oblicua, con la pendiente igual a cero. Para conocer cdmo se acerca la funcidn a la asintota horizontal (si lo
hace por encima o lo hace por debajo), hay que estudiar el signo de la diferencia y — y, tanto en o como en - oo .
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19. Averigua si las siguientes funciones tienen asintota horizontal, estudia como se aproxima la funcién a su asintota

horizontal en su caso y represéntalo graficamente:
2

X+1 3 X
a) y=—:b)y=——:¢) y=e*:d) y= .
Vy=s P y=g 9V ) y=""%
Solucién :
a) y =X i X e im Xty =t yoy, =X o 2 2
S T e = Ty e = Y= TR AT
5 2\[<0cuando x - —e=y<y,
= sgn(y y”)~Sgn(xj{>0cuandox—>oo:>y>yH '
3 .3 3
b) y=—= Im —=0 =0, y-yy,=—=—
)y by e T2 =0 Y=g s

= sgn(y - )~sn—§ >0cuando x ——o =y >y,
V=) =300 = <0cuandox »—o=y<y,’

c) y=e™" :Xirle‘x =oo;lime* =0=y,=0cuandox —>; y-y, =" =

X—>c0
= sgn(y—yy)=sgn(e™)>0cuando x > o=y >y,.
Esta funcion tiene asintota slo cuando x — oo, pero no cuando x — —eo, Este, junto con el de las funciones que
tienen asintotas horizontales distintas en e y —oo, son casos poco habituales que aqui mostramos para que se
sepa de su existencia.

2 2 2
d) y= X lim = 2Zind = lim 2= = lim x = +eo=> no tiene asintota horizontal.
X=5 Xotkeo ¥ — 5 oo Xt ¥ X—>Hoo
a
) b) )
==
. — b —

| —

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion y,, = mx + n a la que se aproxima la funcion cuando x— +oo. |

¢ Cémo calculamos my n? Si f se aproxima a y,, debera verificar que:

im Tty i FO) i PO g P00,
X—>too Yoo X=stemX 4N Xt mx X—teo X
lim [(x)= Yo |=0=> lim [f(x)=mx=n]=0=n= lim [f(x)-mx].

Observa que primero se calcula m, y debe dar un valor finito, pues en caso contrario no tendria asintota
oblicua, y luego calculamos n. Igual que en el caso de la asintota horizontal, para ver como se acerca la curva a
la asintota hay que calcular el signo de la diferencia y-y.,.

Recuerda que solo se busca una asintota oblicua cuando la funcién no tiene asintota horizontal. También
puede darse el caso de que la asintota oblicua sea distinta para « que para — o, pero para funciones mas
complejas que las que trataremos aqui.
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20. Averigua si las siguientes funciones tienen asintota oblicua, estudia como se aproxima la funcion a su asintota
oblicua en su caso y represéntalo graficamente:

b)

c)

d)

X X2 +1 2x* X
a) y= i b) y= ;€ y=—-—;d) y= .
)y X=5 )y 2x-3 )y x*+5 )y X+9
Solucién :
a) Lo primero que hay que comprobar es si tiene 0 no asintota horizontal (AH):
2 2 2
y= = lim =—ind = lim X [im x =te0 = no tiene AH;
X-5 xoteo y — 5 oo X—teo ¥ X—eo
f(x)( 2 (" 2
i L S Sy

(*) Al dividir una fraccion algebraica por x, esta x siempre multiplicara al denominador de la fraccion algebraica.
(**) Aligeramos la escritura y evitamos escribir indeterminacion cada vez que aparece, para centrarnos en el calculo
importante.

2 5x 5x
n=lim|f(x)—mx |= lim -X [= lm —= |lm —=5
x—>1reo|: ( ) :I x—teo| ¥ § Xoteo ¥ — B xote y
La asintota oblicua (AODb) tiene por ecuacion y,, = x + 5. Para ver como se acerca la curva a su AOb calculamos
X 25 25 25 [<0cuando x — -0 =y <y,
Y=Yob _X—5_(X+5)_ x—5 NY:Sgn(y_yOb)_sgn(YJ >Ocuandox%oo:>y>y0b ’
Si queremos, en la resta y — y,,, ya esta hecha la parte f (x)—mx = 5_x5 en el calculo de n. Asi que sélo hay
X_
que hacer i—5:£.
X-5 X-95
2 2 f 2 2
i 2 i 2 2 i £ = oo =5 notiene A m= lim ") < jim 1 Ly 21,
Xoteo Qy . F Xt Dy xoieo D Xoteo  y Xoteo Dxe _Fy Xt Dy 2
. NEEIE o 3x+2 .3 3
n= lim f(x)—mx]: lim —=x |= lim = lim —=—,
X—>+teo xote| 2y -3 9 x—)iw2(2x_3) xote 4y 4

La AODb tiene por ecuacion y,, = %x + %

o %x+2 3 2% ~E:>sn( R - 13\ [<0siXx > —co=y <y,
Y= oo = 6 1 tex—2a ax 0 TVe) =800 B >0six 2oy >y,
4 4 f(x 4 4
im 2~ tim 2= lim (2x) =40 = no tiene AH; m = lim O _ iy 20 _ i 2y,
X—oes Y +5 Xt ¥ X—>teo Xoteo ¥ X—oeo Y +5X X Y

4 —_ —_—
n=lim [7(x)=mx]= lim [ = —2xj= jim 2%~ i =10 o,

xot=| x° 45 xotn 0 45 aie g

La AODb tiene por ecuacion y,, = 2x.

—-10x —10 -10 . N
Y= Yo =mz7:>sgn(y—y0b)=sgn - <0Six >t y<y,.

3 XS

lim ~ lim === lim x* = o= no tiene AH;
Xotoo ¥ 4+ Q xodeo ) X—ytoo

f 3 3
m= lim ﬂ: [im X . [im X [im x = £eo = no tiene AOb.

X—oteo X—>oo X2 +9x xofe y

Para que una fraccién algebraica tenga asintota oblicua la diferencia entre el grado del numerador y del denominador
debe ser uno.
Las asintotas oblicuas son rectas, luego para representarlas necesitamos dos puntos.

2 X—>too
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X 515 ||x -% % X 3 |3
Yo=X+5 |0 |10 yob=1zx+% -1 |2 | |V==2x |6 |6
A/’ y 1x+3 ) 4
7 == — C
B S S ///
// yOb:X+5 b J /// yOb=2X /
’ ) -~ 4 >
B -~ /
s
,/ = P> //
& ‘ Y

21, Averigua las asintotas de y = 3%

graficamente.
Solucion :

5 e indica como se aproxima la funcién a sus asintotas. Represéntalo

AV: DEN =0=>3x*-12=0= x = £2.

x=2 im0 g 0O ,
IateraIeSX—>—2‘3(x+2)(x—2) ot ’x—>—2+3(x+2)(x—2) 0" ’ : 4 |\
2Iimites | i 5 | :
e 34 2)(x=2) 0 e 3(xa2)(x=2) O e —
=-2I1 =
AH: lim —>— =0= y, =0. X=—2 =2
x> 3y 12 : \,
y—yH:3)(2—5_12z37:>sgn(y—y,4):sgn(3%)>0 Si x — teo=> ¥ > y,.. No tiene A Ob por tener AH.

22, Averigua las asintotas de y = dx+3

y estudia como se acerca a sus asintotas. Represéntalo graficamente.

X+7
Solucion :
limites — .
AV: DEN=0= x=—7 = fim ZX*3_Z5_ . jjp B¥3_=5__,
laterales x—>-7" X + [ x—>-1" X+ 7 0+ }l
. Ax+3 . 4x 4x+3 256 -25 | yy =4
AH: lim = lim —=4=y,=4y-y, = —4= -
ok X 47 xoie X i S =S IV = = — = —
B -25\(>0,8i X > -0y >y, ' >
=>Sgn(y yH)_Sgn(T){<O,SiX—>w:>y<yH . __7|

No tiene asintota oblicua por tener asintota horizontal.
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2
y estudia el comportamiento de la funcién cerca de sus asintotas.

23. Halla las asintotas de la funcion f (x) =

Represéntalo graficamente.

Solucioén : ‘l ;
\JI

limites 2 2
AV: DEN=0=x=4 = fim =B X _B_, -/
laterales x—4~ x — 4 () =4t x—4 0F
752 7,2 Yoo =7x+28 |/
AH: lim —— = lim —— = lim (7x)=eo = No tiene AH; !
Xoteo ¥ — 4 xote X—>too * x=4
f 2 z —
AOb: m = lim (X)= lim 27X = lim 7i2=7; N
Xty Xt 24X x0T X /\:
2
n=lim [f(x)-mx]= lim LEE o= i 222 [ 2252 78 lalsotiaslenidalla AOD esy,, =Tx+28.
X—>too X—too| ¥ — 4 X—>teo ¥ — 4 X_)+°° X Ob
28x 12 112 112 [<08i x —> =0 =5 y <y,
Y=Y = 4 28_X—4~ X :Sgn(y yob) Sgn( X J{>Osix_)oo:y>y0b '

24. Averigua la asintotas de y = x — Lg e indica como se aproxima dicha funcion a sus asintotas.
X+

Solucion :
. 1 1 . 1 1
AV: DEN=0=x=-9= lm | Xx——— |=——=0c0; lim | X——— |=—— = —o0o;
el X+9 x-9" X+9 0"
AH:  [im x—L = Fe0 = no tiene asintota horizontal. l /
Kot X+9 | //
f |
A0b: m= iim T i (1o )=4, | >
Xoteo ¥ X—>too X +9X /
/ A, | Yop =X
. 1 . 1 /4
n= lim |:f( mx}- lim| x———=x |= lim| ——— |=0; |
X—>teo X—>teo X+9 X—>too X+9 X = _9 :

La AODb tiene por ecuacion y, = X.
1) [>08i X > —co=y >y,

1 1
Y —Yor _—m~—;$sgn(y_y0b) Sgn(__J{<OSIX—)°°=>y<yOb .

..
N Actividad

9. Averigua las asintotas de las siguientes funciones, estudia su comportamiento cerca de sus asintotas y represéntalo

graficamente:
3-x_ X* +1 7x* -5 x°
=——; b) f(x)= : f(x)=———: d) f(x)= )
a) y 4 ) (X) C) (X) 2 1 ) (X) X2_16
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5. Idea de continuidad y de discontinuidad

De forma grafica, se dice que una funcion es continua en un punto cuando se puede trazar su grafica sin
levantar el lapiz del papel, mientras que es discontinua o no continua en un punto cuando hay que levantar el
lapiz del papel para seguir trazando la grafica. Asi, las funciones polindmicas, la exponencial, el seno y el coseno
son continuas en R, mientras que las candidatas a no ser continuas en algin punto son las definidas a trozos y
las definidas como cocientes. Observa las siguientes gréaficas:

La funcion a) es continua en R; podria presentar problemas en x = -2y x = 3 que es, cOmo se aprecia en la
grafica, donde hay cambios de definicidn, pero ahi los trozos de la funcion empalman perfectamente. La funcién
b) no es continua en x = -5 ni en x = 5, pues presenta sendos saltos en los que es necesario levantar el lapiz.
Tampoco es continua la funcion ¢) en x = 3, pues tiene una asintota vertical.

Analiticamente, se dice que una funcion es continua en un punto x = a cuando lim f(x)= f(a) .

En el caso de las funciones definidas a trozos los posibles puntos de discontinuidad son aquellos en los que
hay un cambio de definicién.

Para estudiar la continuidad en un punto en el que hay un cambio de definicion en una funcién definida a
trozos se dan los tres pasos siguientes:

1. Se calcula f(a).

2. Se calculan los limites laterales. Si coinciden se verifica que lim f(x) = lim f(x) = lim f(x). Si no coinciden,
Alimf(x) , por lo que la funcion no seria continua en el punto.

3. ¢limf(x)= f(a)? Si coinciden, la funcion es continua en el punto. En caso contrario, no es continua.

Estos calculos no son mas que el desglose paso a paso del calculo del valor y del limite de la funcién; el
ultimo es la pregunta que debemos hacer para ver si es continua.
4x—1,si x<0

2
Veamos qué le ocurre a f(x) = 1+XT,si 0<x<4

9—x,six>4

Los posibles puntos de discontinuidad son x = 0 y x = 4. Se efectua el estudio en cada punto:
Enx=0:

2
1.—f(o)=1+"T 1.

x=0

2 lim f(x) = lim (4x=1)==1; lim f(x) = lim

x—0" x—0 x—0" x—=0

2
[1+XT) =1= Alimf (x) = la funcién no es continuaenx =0.

231




LIMITE DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y RAMAS INFINITAS

En x=4:

2

1.—f(4)=1+"T

x=4

x—4 x—4" x—4

2 lim f (x) = lim 1+’;—2)=5= iim £ (x) = lim (9-x) = lim (x) = 5.
3~ limf (x)=f (4)=5.

La funcién es continua en x = 4 al coincidir ambos valores.

En resumen, la funcion es continua en R - {0} y, como los valores que toma la funcion a la izquierda y a la
derecha del 0 son finitos, presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x = 0. El salto valdria

m f(x)— lm  (x)) =2 unidades.

x—0 x—07

En las funciones definidas a trozos puede ocurrir que la funcién no esté definida en algun punto, lo que puede

1—x,8i x <—1

X+3.8i x>—1 El punto problemético es x = —1,

originar una discontinuidad. Por ejemplo, la funcion f (x) = {

porque Af (—1), ya que no esta definido en la funcion. Sin embargo, los limites laterales verifican que

lim f(x)=lim(1=x)=2= lim f(x)= Iirrj1(x+3), por lo que f seria continua en x = —1 si se redefine la

X1 x—-1 x—-1"

funcién como f (x) = =X SI,X < . La funcion presenta una discontinuidad evitable en x = —1.
X+3,8i x=>-1
X+1,8i x<2
Parecido a este caso es el siguiente: f (x)=17,six=2 . Ahora Iin;_f(x) = lim (x+1)=3= lim f(x)=
5-X,8i X>2 - - -

= lim (5—x) = (2). Esta discontinuidad se resuelve redefiniendo la funcion de modo que f(2) =3 y se dice que

la funcion presenta una discontinuidad evitable en x = 2.

Otras funciones que pueden presentar discontinuidades son las definidas como cocientes en los puntos en los

. . - X "
que el denominador se hace cero. Por ejemplo, la funcién y = 5 presenta problemas en x =5 donde verifica

que lim =1 - i_ = ool 22T - 0% = oo, Asi, la funcién sera continua en R —{5} y presenta una

x5 x—5h 0 e X-=5

discontinuidad inevitable de salto infinito en x = 5. En este caso Ey(S) porque es imposible calcular %

La funcion tiene una asintota vertical de ecuacion x =5 . A

También puede aparecer el resultado % En este caso, hay que recurrir al limite

y resolver la indeterminacion.

x*-9 T
9(x)= 3 =S>DEN=0=x+3=0=x=-3.
X+

Posible punto de discontinuidad x = -3:
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1-g9(-3)=

0
5

2- lim g(x) = lim (x+3)(x=3) _ lim (x—3)=—6. Al obtener un resultado finito, se hace g(-3)=—6y

x—-3 X+3 x—-3
la funcion presenta una discontinuidad evitable en x = —3. Se redefine la funcién como
2

X ,
g(x)=1x+3 81X _3, aunque tampoco es incorrecto recurrir a la simplificacion g (x) = x 3.

—-6,si x=-3
En resumen, hay 3 posibilidades:

i. Que la funcion presente una discontinuidad inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas
a trozos).

ii. Que la funcién presente una discontinuidad inevitable de salto infinito ( suele darse en funciones
definidas como cocientes). La funcién tiene asintotas verticales en los puntos en los que presenta este
tipo de discontinuidad.

iii. Que la funcion presente una discontinuidad evitable que se evita redefiniendo la funcién.

(S Ejemplos

X,8i x<0

25. Estudia la continuidad de f (x) = {2x x>

0V representa la funcion.

Solucion :

El posible punto de discontinuidad es x = 0, que es donde cambia de definicion. Se comprueban las tres condiciones
exigidas para que la funcion sea continua:

i) f(0)=2-0+6=6;

i) limf(x)=limx=0; Xll_)ngj(x) = m(x+6) =6= XILT- f(x)# le f(x)= ﬂlmf(x) = la funcion no es conti-

x—0" x—0

nua en x = 0. Resumiendo, f es continua en R —{0} y presenta en x = 0 una discontinuidad de salto finito de

valor 6 unidades.
Como se trata de dos rectas son suficientes 4 puntos para representarla:
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X%, si x <1

represéntala graficamente.
2X,8i x >1 yrep g

26. Estudia la continuidad de f (x) = {

Solucion :
El Unico posible punto de discontinuidad es x =1.
i) 1‘(1):12 =1

i) lim f(x)= Iim1x2 =17 =1

x—1"

im f (x)=lim2x =21=2=

x—1"

lim f(x) # lim f(x)= Blimf (x)= f no es continua

x—1

en x =1. Enresumen, f es continua en R—{1} y presenta en x =1 una discontinuidad de salto finito de valor

1 unidad.
Ahora hay que representar una parabola (x, = 0) y una recta:

x [=2]o |1 [1]3
fix) |4 10 |1 |2 |6

2 — —
27. Estudia la continuidad de f (x) = XZ—X12
X p—

Solucion :

Los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que anulan el denominador: DEN =0 = x> -1=0=

= x=11.
: ?-1-2 -2 ,
Estudioenx =1:1(1)= o :F:Hﬂf(ﬂ::'f no es continua en x =1.
2 _ _ 2_ _
Como lim x2—>(2 = —_2 = oo; lim XZ—XZ N f presenta una discontinuidad inevitable de salto
oo x =10 o x =1 0"
infinito en x =1.

1 =(=1)-2
Estudio en x =—1: f(-1)= & = gind. Para que la funcién presente una discontinuidad evitable

debe verificar que f (~1) = lim f (x).

2_y_ factorizando 1 — 2) simplificando —
lim f(x)= lim xz—x2=9ind (: lim M " lim X—2:§:>f(—1):§ para que sea
x>t ==t x*=1 0 ==t (x+1)(x=1) ot x—1 2 2

continua en x = —1.
Podemos resumir de dos maneras:

i) f(x)= _Z—X;Z es continua en R —{1}. Presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito en x =1y una
X -

discontinuidad evitable en x = —1.

X2-x-2
> ,Si X #—1
ii) La funcion f (x) = 3X 1 es continua en R —{1}.
E’ij:_1
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28.

29.

30.

x*=3x

Estudia la continuidad de f (x) =

4x 12
Solucion :
DEN =0= 4x-12=0= x = 3= el Unico posible punto de discontinuidad es x = 3.
2 —_— .
Estudioen x =3; f(3) = % = %ind = Para que la funcion presente una discontinuidad evitable debe veri-
. ' X2 —3x (, [facorizando X( X— 3) simplificando 3 .
ficar que f(3)=limf(x)=> lim =—ind = lim = lim===. Podemos resumir de dos
x—3 x>34x—=12 0 xa34(x_3) =34 4
maneras:
: x*—3x : o :
i) f(x)= i es continua en R y presenta una discontinuidad evitable en x = 3.
X p—
X2 =3x
,Six#3

ii) La funcion f (x) = 4x-12 es continua en R.

—,8ix=3

4

2_5x 5
Determina k para que f (x) =14 2 —25° SIX#9 sea continua en x =5.
k,six=5

Solucion :

Para que sea continua en x =5 debe verificar que f (5) = limf (x).

) XZ —Bx 52 —55 (, (facorizando X (X — 5) simplficando X 5 1 1

lim —; =— =—ind = Ilm——— = Ilm——=—=—=k=—paraquef sea
x=5x°-25 §°-25 0 =5 (x +5)(x=5) 5x+5 10 2 2

continua en x = 5.

sea continua en R.

Calcula a para que f (x) = {33X —1,8i x <=1

5—ax,six=>-1
Solucion :
El Gnico posible punto de discontinuidad es x =—1= para que f sea continuaen R, f(-1)= Iinj1f (x),ypara

que 3 Iian (x), han de coincidir los limites laterales:

lim f(x)= lim (3ax —1)=—3a-1, Iim1+f(x)= lim (5-ax)=5+a=

x——1"
= lim (x)= Iim1+f(x):>—3a—1:5+a:>4a:—6=>a:—§:>fescontinuaenRsia:—g.

Como f (=1)= lim f(x), se cumplen las 3 condiciones.

x—-1"
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..
N Actividades

X*—x+18i x<-2

intala graficamente.
3x—3,8i x>-2 y represéntala graficamente

10. Estudia la continuidad de f (x) = {

X*—2x+2,8ix<2

11. Estudia la continuidad de f (x) = {In (x=1),51x>2 y represéntala graficamente.

12. Estudia la continuidad de:

2
a)y=§; b) y="= :
X X+2
13. Estudia la continuidad de:
5x +1 X2 =x-2
a) f(x) x2—-2x-8' )y 2% —x-3’
x> —6x+9 3
14. Determina k para que f (x) =1 3x2_27 S X %3 sea continua en x = 3.
k,six=3

2

—~ six#-3

15. Calcula m para que f(X)={ x? 4+ 3x sea continua en x = -3.

m,si x=-3

ax’*+1six<3
2—-Xx,8ix>3

© pPaasabermas.. 1

Una funcién es continua en un punto x = a cuando /imf(x)=f (a). Esta definicién puede hacerse rigurosa acudiendo a la

16. Calcula el valor de a para que la funcion f (x) = { sea continua en R.

definicion de limite de una funcion en un punto. De este modo, diremos que f es continua en un punto x = a cuando
Ve >035 >0 tal que si [x—a| <5 entonces |f (x)—f(a)| <e.
Observa que ahora el valor a verifica la inecuacion para & y que, en la inecuacion para &, escribimos directamente el valor del
i&n;f(x), queesf(a).
A partir de esta definicion podemos afirmar que una funcion que es continua en un punto esta acotada en un entorno de dicho
punto. Se obtiene directamente de la inecuacion para ¢:
|f(x)—f(a)| <& =-e <f(x)-f(a)<e =f(a)—e <f(x)<f(a)+e.
Si, ademas, f (a) # 0, f tiene el mismo signo que f (&) en un entorno de a. Usando la desigualdad anterior y haciendo en ella

f(a)

E=—r o cualquier otra fraccion menor que f (a), se obtiene que %f (a)<f(x)< %f (a)= sgnf(x)=sgnf(a).
Estos teoremas se pueden ampliar y asi, si una funcion es continua en un intervalo [a,b], esté acotada y alcanza su maximo y
su minimo en dicho intervalo (teorema de Weierstrass). Ademas, si la funcion cambia de signo en [a,b], esto es,

sgnf(a)+sgnf (b), se anula en un punto del interior del intervalo (teorema de Bolzano).
La importancia de la continuidad se extiende a la derivada, de modo que para que una funcién sea derivable previamente ha de

f(a+h)-f(a
ser continua. Una funcién es derivable cuando Elﬂin% % Observa que el limite del denominador es 0, por lo que la

Unica forma de que exista el limite del cociente es que el limite del numerador también sea 0; se llega a una indeterminacién i

que debe dar un resultado finito. Por ello, gn%[f (a+h)—f(a)]=0=limf(a+h)=f(a), que es otra forma de decir que f es
continua en x = a (no hay mas que hacer el cambio x =a + h).



v’ limf(x)es el valor al que se acerca f cuando x se aproxima a a.

v Algebra de limites
e lim(f£g)(x)=limf(x)+£lim(x).

X—a X—a X—a

o lim(f-g)(x)= (Ilmf(x))-(lmg(x)).Cuandounfactoresconstante: lim (k-f)(x) =k-limf (x).
f llmaf X)I 0. También: i K K lim f 0

. X"“‘(EJ _Lmag ik lim g (x) # 0. También: xm(F)(X)_lmf(x)’xm (x)=#0.

o lim(f(x ) (Ilmf( ))’Imgm

v" Los resultados 8 <>~ Yy 17 son indeterminaciones. Las resolvemos:
° % factorizando numerador y denominador, 0 usando el conjugado si hay raices cuadradas.
° % mediante la aproximacion asintética ~.
e oo—oo, bien efectuando la resta, bien mediante el conjugado, si hay raices cuadradas.
e 17 usando el nimero e: lmf(x)g(x) 1:o:i’;d exp{lm[(f(x)—1)~g(x)}}.
v’ Hay tres tipos de asintotas:
e asintota vertical: recta de ecuacion x = a a la que se acerca la funcion cuando no esté acotada en un punto.
e asintota horizontal: recta de ecuacion y, = k, con limf(x) = k, a la que se acerca la funcion cuando x — oo,
e asintota oblicua: recta de ecuacion y,, = mx +n, a la que se acerca la funcion cuando x — +o0, con
= lim fx) y n= lim ) [F(x)=mx ].
Xy

v’ Una funcion es continua en x = a cuando lim f(x) = f(a). En el caso de las funciones definidas a trozos se dan los
tres pasos siguientes:

1. Se calcula f(a).

2. Se calculan los limites laterales: si coinciden lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) ; si no coinciden ZAlimf(x) y la funcion no
es continua en el punto.

3. ¢ limf(x)= f(a)? Si coinciden, es continua en el punto. En caso contrario no o es.
v" Si la funcion no es continua, puede presentar una discontinuidad:
i. Inevitable de salto finito (suele darse en funciones definidas a trozos).

ii. Inevitable de salto infinito (suele darse en funciones definidas como cocientes). La funcién tiene asintotas
verticales en los puntos en los que presenta esta discontinuidad.

iii. Evitable que se evita redefiniendo la funcion.
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