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Resuelve

Descomposicion de una fuerza

I. Una cuerda de 10 m de larga cuelga
de dos escarpias, A y B, situadas a
la misma altura y a 8 m de distancia
entre si. De ella se cuelga una pesa
de 50 kg de masa que permanece en
equilibrio en un punto situado a 3 m
deAya7 mdeB. P S0ke

Observa que descomponemos el peso,
P, que produce los 50 kg de masa, en
dos componentes, P; y P,, cada una
de las cuales tira de uno de los trozos de
cuerda.

Estima, midiendo y teniendo en cuen-
ta la escala, la magnitud de cada una de
las dos componentes del peso.

II. Repite la construccién suponiendo que la masa se coloca simétricamente respecto a las dos
escarpias (5 m de cuerda a cada lado). Estima, midiendo, la traccién que, en este caso, debe
soportar cada trozo de cuerda.

ITI. Vuelve a repetir la construccién para una cuerda de doble longitud y en la que se coloca la pesa
simétricamente.

Si la cuerda fuera débil y temieras que pudiera romperse con tracciones fuertes, ;cudl de las tres si-
tuaciones I, II o III te pareceria la més adecuada para colgar la pesa?

II. A

Cada componente del peso es de unos 42 kg.
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I11.

Cada componente del peso es de unos 27 kg.

Conclusiones: Si la cuerda es débil, tenemos que colgar el peso en el centro y cuanto més larga sea la cuer-
da, mejor.
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Z ) COORDENADAS DE UN VECTOR
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1 Si u(=2,5) y v (1,—-4) son las coordenadas de dos vectores respecto de una base, halla las coor-
denadas respecto de la misma base de:

Q) 2u+ v b u-v
Q) 3u+ %3 d) _%E _25
a) 2u+v =2(=2,5) + (1, —4) = (=4, 10) + (1, —4) = (=3, 6)
b) u—v =(=2,5) = (1,—4) = (=2, 5) + (=1, 4) = (=3, 9)

PR BPVIPAR S R oL =4)_(=17 41
c)3u+§v—3(2,5) 3(1, 4) = (=06, 15) <3, 3)< ,3>

) -Li-2v--L2, 5)—2(1,-4):(1,‘2—5)+(—2, 8)=<—1,1—)
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3 P PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES
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1 ;Verdadero o falso? b
Demostramos que a-b=10:
2 1% Ble_2 Z&’ AR
cos0.= = —|b|lcosau=2—|b|= a
cos O —

a+b=|a||b|coso=5-2=10

Verdadero. Partimos de la longitud de la proyeccién de b sobre a y de su expresion en relacién con
el producto escalar de dos vectores para calcular el producto escalar de dichos vectores.

Observando el razonamiento del ejercicio anterior, calcula a«b. b5, 3)7
(x -

|Z|=3, |E|£‘050€=5 - Z-E=|;||E|cosot=3-5=15

PO

a(3,0)

Dos vectores u y v cumplen que: |u|=4, |v|= %, (u,v) = 30°. Calcula:
au-v b)veu J(-u)ev
d) Bu) + (-5v) e u-u fvev)

a) G-;=|E||;|cos(a,;)=4-%-60530°=6-gz.’)«/g

—uev=3/3

Q) (~u)ev=—(uev)=-3/3

d) (3U) + (=5V) = 3(=5)(1 * v) = =15 - 33 =—45/3
e ueu=|ufcos0°=16

VeV =V eV =VP -2

Si|u|=3, [v|=5y u+v =-2, averigua el 4ngulo (u,v). (Usa la calculadora).

—_— > >

cos(my)= UtV =2 L2 5T 97039 44"
|u||v| 3.5 15

Halla u + (v + u) y v « (v — u) sabiendo que |E|=3, |;|=5, (u,v) = 120°.
Ge(v+u)=uev+ueus=|u||v|cos120°+|a||ua] cos0° =

__15 9_3
>+3 3= 2+9 >

e R ST (LN
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1 Dados u(3,-4) y v (=1, 3). Calcula.

A uevyveu

b [al, V] y (v

¢) Elvalor de % para que (4, %) sea perpendiculara v.

d) La proyeccién de u sobre v y su vector proyeccién.

Q) Uev=03-4+(1,3)=3-(-1)+(4)-3=-15
veus=(-1,3)+3,-4=(1)-3+3- (-4 =-15

b) Ju] = Y32+ (-4)% =5
v = V=1)2+3%=10

== O.v  _15 == 0331 54
cos(u,v) = =V - =22 -_0,9486832981 — (u,v) = 161°33' 54
lullv] 5410
) U L(1,3) = (4 he(-1,3)=0 — —4+3k=0 — k:%

Para que (4, k) sca perpendicular a ;;, ha deser £= %

d) proysii=ev o =15 _~15/10 _ =310
v

Jljo 10 2

El vector proyeccién, como |v|=410, serd:

—3? J}_o<_l’3)=<3 9)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
v
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1. Producto escalar en bases no ortonormales

Hazlo tu

* Calcula el producto escalar a « b, siendo a(0,3) y b (-1, 1) sus coordenadas respecto a la base B.

asb=3ve(-u+v)=3ve(-u)+3vev=-3uev+3|[v)=-9+9=0

Pagina 166

4. Descomponer un vector

Hazlo tu

* Realiza el mismo problema con estos otros datos:

=

d(3,2)

lﬁ(o, 5)

Resolucién gréfica:

Resolucién analitica:
El vector 3(4, 3) es paralelo a la rampa y, por tanto, a F;-. El vector 5(3, —4) es perpendicular a dy,

por tanto, paraleloa Fy .

Porser Fy paraleloa d(4,3): F; =kd= (4%, 3k), k€ IR

Porser Fy paraleloa ii(3,—4): Fy =hii=(3h,~4h), he R

F = Fy+ Fy — (0,—4) =(4k, 3£) + (3h, —4h) = (4 +3h, 3k —4h)

Igualando coordenadas:

0=4Fk+3h
—4=3k—4h

p__12 16
Por tanto: & = 25,h 75
F_’=(4_8 _ﬁ). ~=<_4_s _ﬁ>
N=\25> " 25) T \" 25" 25
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS GUIADOS
v
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1. Obtencidén de vectores paralelos y perpendiculares a uno dado

¢ Dado el vector v (9, 12), calcular las coordenadas de los siguientes vectores:

a) u, unitario y de la misma direccién que el vector v.
b) w, ortogonal al vector v y del mismo médulo.

) z, de médulo 5y ortogonal a v.

a) |v| = /81+144 =15
ooy (9 12)_ (3 4
=15 012 <15’15) (5’5)

Otra solucién: Ez = (—%, —%)

b) wiy=(-12,9)
Otra solucién: ;2 =(12,-9)
o) |w|=144+81=15
21515 (12,9)=(-43)

->

2y=5-75(12,-9)=(4,-3)

2. Demostracién de que un tridngulo es isésceles

* Dados AB (-7, 3) y BC (4, -10), comprobar que el tridngulo formado por los vectores AB,
BC y AC es isésceles.
a) Comparando sus lados.
b) Comparando sus dngulos.
Resolucién gréfica:

Vemos que el médulo de AB es igual al de AC 1y los 4ngulos B = C. Ademis, A4 = 90°.

B

~<l
STAES

c

Resolucién analitica:

Empezamos dibujando el vector AB (=7, 3) desde el punto A(0, 0) por lo que B(-7, 3).
Calculemos AC como la suma de los vectores que ya tenemos de inicio:

AB +BC =AC — (-7,3)+(4,-10)=(-3,-7)

Ya podemos decir, por sus coordenadas, que AB y AC son perpendiculares.
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Calculemos los médulos de los 3 vectores:

| 4B |=/49+9=38 = 7,6

|BC |=16+100 = {116 =10,8

| AC |=y9+49=38=7,6

Por lo que el tridngulo tiene dos lados iguales.

Como A =90° yaque AB y AC son perpendiculares, podemos calcular el 4ngulo en B.

~ AB 7,6 o o
B:—: =V, B=4
cos = 10.8 0,7 — 5

Y como los dngulos del tridngulo deben sumar 180° — C = 45°

Hemos comprobado que el tridngulo tiene dos lados iguales y también dos dngulos iguales.

3. Calculo de los médulos de la suma y de la diferencia de dos vectores

-

* Delos vectores a y b conocemos sus médulos, 1y 2, respectivamente, y sabemos que forman

un dngulo de 45°.

Hallar |a + b| y |a - b|.

|Z+E|2:(;+E)-(;+E):Z';+Z-E+E-Z+E-g:
=|alt+2a b+ |[BP=1+2-1-42 cos45°+2=
=1+2‘/§-g+2=5

3Bl 45

|]a-bj*=(a-b)e(a-b)=asa-asb-bea+b:b-=
:|Z|2—2;-E+|g|2:1—2-1-«/E-cos45°+2:
:1_2-1-@%@:1

|]a-b|=1

4, Calculo de angulos en un rombo

* Los vectores AB (6, 8) y AD (10, 0) son dos lados contiguos de un rombo.
a) Comprobar que sus lados son iguales.
b) Comprobar que sus diagonales son perpendiculares.
¢) Hallar los dngulos interiores del rombo.
d) Calcular la longitud de sus diagonales.

a) | 4B |- 36+ 64 =100=10
| AD |=100+0 =100 =10
b) Veamos que:
di1=4D + 4B =(10,0)+(6,8)=(16,8)= AC
d2=4B - 4D =(6,8)—(10,0)=(~4,8)= BD
Veamos que son perpendiculares comprobando que su producto escalar es cero:

AC +BD =16-(—4)+8-8=—64+64=0
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¢) Hallemos el 4ngulo entre AB y AD, es decir, el A segtn el dibujo:

cos 1 = _AB « AD <6’8)'<10’0>=60+0=o,6 — A=53"7"'48"

|4B||4D| 100 100
Teniendo en cuenta que BC = —AD, calculemos el dngulo en B:
o AB-AD__(68)(-10.0) 5,0 e
COSB_|A—B)|-|—E))|_ 100 =100 =—0,6 - B=126°52'12

d) [di|=](16,8)|=116% + 82 =256 + 64 = {320 =815
|d2|=](~4,8)|= V42 + 82 =16+ 64 = {80 = 415
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
v
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Para practicar

Los vectores y sus operaciones
1 Observa la siguiente figura:

F G H 1 ]
a) %paraﬁel} médulo, la direccién y el sentido de las siguientes parejas de vectores: AB ¢ IJ ;
AH y LC.
b) Calcula AC +CH y HC +2CL.
¢) Completa las siguientes igualdades: LC — CB =L...; HA +H... =HC
a) AB e 7] tienen el mismo mddulo, direccién y sentido.
AH y LC tienen misma direccién, sentido contrario y |E| = 2|L—C)|
b) AC+CH = AH
HC+2CL = HC+CJ =HJ

—_— ——> ——> ——>

HA+HJ =HC

> >
2 Sean u, v y w los siguientes vectores:

R
——tu
\'4
~
W
Representa en una cuadricula:
a) u+v b) u-v
- O
) u+w d) 2u -3w
— —_— — — — —_—
e u+3w-—4v f) - u-v-w
24 - 3w

10
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3 Observa el rombo y expresa el resultado de cada suma o resta como se hace en los apartados re-

sueltos a) y b).

a) AB + BC = AC
b) O4A + OC =0
c)m)+O—D)

d) 4B + CD
C)TB)+E

c) DC
f) 2DC

on
~

&
b;l =4
a

4 Considera el vector w:

-
I A/

. . —> - , —_—>
Dibuja en cada uno de estos casos un vector v que sumado con u dé como resultado w:

a) b) \

Sk

d)

=l
Bl

=
2|
<
£l
ﬂsi
o
=l
<

-

=<K

5 Hemos obtenido los vectores a, b y ¢ operando con los vectores x, y, z. ;Qué operaciones
hemos hecho en cada caso?

~<l
—
0
A

T

“s
C

oy
I
oy
+
<y
|
Ny
(e}
I
¥
|
<y
+
N

n
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Bases y coordenadas
6 A lavista de la figura, dibuja los vectores:

-u+vVv u-v u+v
-u-v —-u +2v u-2v

Si tomamos como base B(u, v), ;cudles son las coordenadas de los vectores que has dibujado?

K\\v//ﬂ :::: ‘f:jiix 3 /el
—u+2v
_u —Zv H
_z_v
“U+v=(-1,1) u—v=(1,-1) u+v=(1,1)
—U-v =(-1,-1) —u+2v=(-1,2) u—-2v=(1,-2)

7 Escribe el vector a como combinacién lineal de los vectores x e y. Escribelo también como
combinacién lineal de u y v.

oy
1}
(S
=R
|
[\
<y

s

~

En la base B'(E, ;), las coordenadas de a son a = (2, —2).
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8 Escribe las coordenadas de los vectores a, b, ¢ y d respecto de la base B(x, ;).

o
ol =l
TINSL
ol

2=(2,2); b=(0,-3); ¢=(1,0); d =(-1,3)

9 ;Enquécasos B(u, v) esuna base?
a) u3,-1), v(1,3) b) u (2, 6), 3(%,2)
a) Si, tienen distinta direccién (u = kv para cualquier ). Basta con representarlos graficamente
para comprobarlo.

b) No, pues tienen la misma direccién (u = 3v).

10 Considera el vector u(~1,-3). Escribe un vector v para que B(u, v):
a) sea una base. b) sea una base ortogonal.
c) no sea base. d) sea una base ortonormal.

a) Para que formen una base sus coordenadas no pueden ser proporcionales. Hay muchas soluciones,
pero una de ellas es v =(1, 4).

b) Para que sea ortogonal necesitamos que su producto escalar sea igual a cero:
Uev = (—1, —3) . (Vl, V2> =—v; -3v,
escogemos uno de ellos, por ejemplo v = (=3, 1).

¢) Para que no formen una base, sus coordenadas tienen que ser proporcionales. Hay muchas solucio-
>
nes, pero una de ellases v = (2, 6).

d) Para que sea ortonormal necesitamos que sea ortogonal y que su médulo sea 1. Cogeremos la base
de b) y solamente necesitamos dividirlos entre su médulo:

1 = 1 -1 -3
i S —1,-3)= (=1, =
AR )

|3|';=m<‘3’1>=(}%,ﬁ)

Pagina 169

11 Dados los vectores 3(3, -5)y ;(—2, 1), calcula:
2u+ly G+ 2@ =
a) 2u+2v b)2(u+v) 3(u v)

B -2 (3,-5) + (-2, 1) = (-6, 10) + (_1,%):<_7, %)

b) %[(3,-5) F (2, 1)] - %[(3,—5) —(2,1)]= %(1,_4) - %(5,—6) - (% _z)+(—10,4)=<£, 2>

12 Halla el vector b tal que ¢ =3a —%E, siendo a(-1,3) y c(7,-2).

1 7=-3-(1/2)b; = b;=-20
(7.=2)=3C13) =30 0) = 5o (1128, — b,-22

b (=20, 22)

13
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Dados los vectores a (3,-2), b(-1,2) y ¢ (0, =5), calcula m y n de modo que ¢ =ma +nb.

0 3,2 1,2 0=3m=n
(,—5)=7}’l(,—)+7l(—, ) % —5:—2m+2n

Despejando en la primera ecuacién, # = 3m, y sustituyendo en la segunda:

S=2m+6m —> S5=4m —> m="2 5 =12

4 4

Expresa el vector a(~1,—8) como combinacién lineal de b (3,-2) y P <4, —%)

(-1,-8) = m(3,-2) + n<4, _%> . {—1=3m+4n

—8=—2m—%n

Resolvemos el sistema por reduccién (por ejemplo). Para ello, multiplicamos la segunda ecuacién por
8 (en los dos miembros) y sumamos miembro a miembro las dos:

1= 3m+4n
—64=-16m—4n
—-65=-13m — mz:—16§=5

Sustituyendo en una de las dos ecuaciones y despejando 7:
—1=3m+4n > -1=3.(5)+4n > -16=4n > n=-4

Asi, podemos decir: 2=5b—4¢

En una base ortonormal las coordenadas de un vector son v (2, -5). Halla las coordenadas de
v enlabase B=((1,-1), (0,-1)).

x(1,-1)
v(0,-1)t = v=ax+by = (2,-5)=a(l,-1)+6(0,~1)=(a,—a) + (0, ~b) = (@, ~a— b) —

v(2,-5)
2=a a=2
7 o5ccaztb| 623

Las coordenadas de v en la nueva base son (2, 3).

Producto escalar. Médulo y angulo

16

17

Dados los vectores x (5,-2), ; (0, 3), z(~1, 4), calcula:
a) Xy b)x -z y-z
Q) xoy=0(5-2)+(0,3)=—6

b) xez=(5-2)(-1,4)=-5-8=-13

Q) yez=0(0,3)e(-1,4)=12

De los vectores u, v y w sabemos que:

u(=1,1); |[v]=1; (4, v) =45% w L v

Calcula uev y ve-w.

|E| =J1+1 =42
E-;:|E||;|cas(z,;):«/§-1-c0545°:«/§-%:1

->

vew=0, porque cos 90° = 0.

14
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Dados u(2,3), v(-3,1) y w (5, 2), calcula:

a) Bu +2v)ew b)uew-vew

o (nev)w d) u(v-v)

Q) 30 +2v =32,3)+2(=3,1)=(69) + (=6,2) = (0, 11)
Gu+2v)ew=(0,11)-(5,2)=0-5+11-2=0+22=22

b) dew=(2,3)+(52)=10+6=16

teliins S Uew-vew=16-(-13) =16+ 13 =29
vew=(=3,1)+(5,2)=-15+2=-13

) usv =(2,3)+(3,1)==6+3=-3
v

(U v)w ==3(5, 2) = (=15, -6)
d)vev=(31+:(31=9+1=10
u(v - v) = (2,3) - 10 = (20, 30)

En una circunferencia de centro O y de radio 2 cm, se inscribe un hexdgono regular de vértices
A, B, C, D, E, F. Calculalos productos:

a) OA « OB b) O4 - OC
c) AB « ED d) BC « EF

a) E‘I-Ué:|m|-|6§|ms(m,6é):2-2-60:60°:2-2-%
b)54’-&?=2.2.co;120°=2.2.(_%>=—2

Q) ABEDZ2.2.cor00C2.2.1-4
(*) OAB es un tridangulo equildtero, luego:

|AB| = |OA| =

Razonamos igual para |ED|.

d) BC =-EF (mismo mddulo, misma direccién y sentido opuesto)

Luego: BC « EF =2-2-cos180°=2-2- (1) = —

20Si A, B y C son los vértices de un tridngulo equildtero de lado 1, calcula:

a) AB « AC b) 24B + (-34C)
o) (AB + AC)+- AB d) 4B -3A4C)+ AC

En un tridngulo equildtero, los lados miden 1 y forman un dngulo de 60°.

a) ﬁ-ﬁ:|ﬁ|-|ﬁ|-60560°:1-1-%:%

b) 2@-(_3E)=2-(_3)E.R=_g=—3

c) (AB+AC) AB = AB - AB + AC - A—é—12+%:l+% %

d) (2@-3%)-76:2@-%—3%-%=2.%—3|R“’|2=1—3-1=-2



21 Comprueba si las siguientes parejas de vectores son perpendiculares:
a) u(0,1), v(2,4) b) u(0,7), v(-5,0)
0 u(2,5), v(52) d) u(3,6), v(-2,1)
a)uev=(01)¢(2,4) =420 — No son perpendiculares.
b) u+v=(0,7)+(50)=0 — Sison perpendiculares.
¢ usv=0(25)+(52)=20=0 — No son perpendiculares.
d) 0ev=36)¢(=2,1)=0 — Sison perpendiculares.

22 Obtén, en cada caso, un vector paralelo y otro perpendicular al vector dado.

a) u(0,3) b) u (=2, 0)

o u(3,8) d) u(-1,-1)
PARALELO PERPENDICULAR

a) (0,9) (3, 0)

b) (10, 0) (0, -5)

o) (30, 80) (-8, 3)

d) 2,2 (1,-1)

23 Calcula % para que el producto uev sea igual a 0 en los siguientes casos:

D) 56 B, v(1,3) b) H(%,- ) vk 3)

o u(=3,-2), v(5,k d) u(k k), v(5,5)
a) Uev=-06+3k=0 — k=2

b) u-v-= (%,4)-(/@, 3)=%/e—6=0 — k=30

) Uev=(=3-2)+5Hk==2k-15=0 — /e:—%

d) u- v = (k,—k) + (5,5) =0 — Cualquier £€ IR es vélido.

24 Halla el médulo de cada uno de los siguientes vectores:
u(3,2) v(-2,3) w (5,0)
lul=|3,2)| = 9+4=/13
v =12, 3)| = {4+9 =113
|w| =15, 0) = ¥25+0=5

25 Halla el valor de m para que el médulo del vector u (%, m) sea igual a 1.

o3\ 9,2 __4 _4
|u|_‘<5,m>‘ 25+m 1 = m 5,m 5

16
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26 Dada la base B(u, v) donde u(3,—4) y v (0, —8), determina, en cada caso, una base B’ de
vectores unitarios tales que:

a) los vectores de B’ sean paralelos a los de B.

b) los vectores de B’ sean perpendicularesa u y v.

a) B'=(u', v)

|0] = y9+16 =55 |v| = JO+64=8

u'=%ﬁ =%(3,_4)=<%,—?> v' = %3 - 1(0 -8) = (0, =1)
b) B'= (1, v")

vlu > au'=43)

VLV > v =80

27 Dado el vector u (=5, £) calcula # de modo que:
a) u sea ortogonal a v (4,-2).
b) el médulo de u sea igual a 34.
D ulvauev=0-> (5k+(4-2=0—> 20-2k=0 > k=—
b)[u] = V(=5)2+ k2 =25+ k2 =34 — 25+ k2 =34 — k2 =9 — k=13

Hay, pues, dos soluciones.

28 Dado el vector u (5, 12), determina:
a) Los vectores unitarios paralelosa u.
b) Los vectores ortogonalesa u que tengan el mismo médulo que u.

¢) Los vectores unitarios y perpendicularesa u.

| | J25+144 = 13
c_ 1 “iL)
a) VI_ 13(5;12)—<13, 13
__ 1 (.5 _12
w=-135.12) ( 13° 13)
b) v = (-12,5)
vy = (12, -5)
>_ 1 (12 5
C) VI_ 13( 12)5) ( 13: 13>
__ 1 _(12 _ 5
Y2 (-12.5) (13 13)

29 Halla un vector de médulo 50 que sea perpendicular al vector a (8, 6).
u'=(6,-8) es perpendiculara a.
|u'| = Y36+ 64 = 10

Un vector con esta direccién y de médulo 1 es:

u- 10(6_) (W W%) @_%)

El vector que buscamos es:

3 4
= 2 _ )= —4
v 50(5, 5) (30, —40)

También es solucién v' = (=30, 40).

Matematicas |
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30 Halla el 4ngulo que forman estos pares de vectores:

D G6,2, v1,-5) b m&6), n3,-2) o a(L,6), E(—%, —3)

_31-2.5 __ 7
V9+44Y1+25 26

== 4.3-6-2 -~ = 0
b ,n)=—=——=_=0— (m,n) =90
) cos (m, n) 6.3C 0.4 (m, n)

a) cos (4, V) = J2 ~ 0,38 = (4, v) = 112°20' 12"

= 1'(‘%)_6'3 =
¢ cos(a,b) = ——————==-1—(a,b) = 180°

w/1+364/%+9

31 Dados ;(%, k) y ;;(%, 0), calcula £ paraque u y v formen un dngulo de 60°.

1 1 1
L1 1.z 1
cos (u, v) = 21 2 == f =c0560°=% —
1.2 /1 1 /1 2
AR e
1
4 1 1 2 1 1
- —2 - 5 k=l > k=——3; k==3
1 (1,2 2 4 2 2
2 V4

32 Calcula x, de modo que el producto escalar de a (3, -5) y b (x, 2) sea igual a 7. ;Qué dngulo

— -
forman los vectores a y b?

2.b=(3,-5+(%2)=7 > 3x-10=7 —> x:13—7

co0s(2.B) = 7 _ 22“241f)2 ~0,2 = (a.b)=79°31"17"

2
¥v9+25 (13—7> +4

33 Calcula la proyeccién de u sobre v, lade v sobre u y representa grificamente cada situaci6n.

D30y v34  Dil3)yvs2 9 uE2-5y v6-2)
a) [4]=9+0=3; |v|= 9416 =5; cos(u,v) = %:%
proy:(v) = |;| cos (U, v) =5 - % -3

iy
v

=10
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b) |G|:m=m§ |_\:|=m=2‘/§’ C05(?1,;):J1_704'7;3§=1_‘/g
J10

pray;(;) = |;| cos (0, V) = 25-1—%=—

5
u

proy; (i) = |1 cos (3, %) = {10542 =15

P
o
’
- ’
v U
’
—

) |G| = J4+25=429; |3| = y25+4=4y29; cos(0,v) = 0
proy;(;) = |;| cos (U, ;) =0

proy; () = || cos (4, v) = 0

T

=l

Pagina 170

Para resolver

34 Expresa los vectores a, b y ¢ como combinacién lineal de x a
ey.

T

ol
LR

Zz—%§+2§ E=%§+2§ Z=%§—§

35 Sean los puntos A, B y C los vértices de un tridngulo. Si AB (-1, 4), AC 3,-1) y BC (4,-5),
:puede tratarse de un tridngulo rectingulo?
AB = (-1,4); AC =(3,-1); BC = (4,-5)
AB « AC = (-1,4)+ 3, -1) =7
AB « BC = (-1, 4) » (4, -5) = —24
AC < BC = (3,-1)+ (4,-5) =17
Ninguno de los tres productos escalares es cero, luego ningln par de vectores es perpendicular.

Los lados no son perpendiculares. Por tanto, el tridngulo no es rectingulo.
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36 Sean a (-6, 8) y b (3, 4). Halla, en cada caso, un vector ¢ (x, y) perpendicular a b tal que:
a) |¢|=]a] b) |¢c|=1 o cea=4

a) |a]=36+64 =10; |b|=9+16 =5
Unvector ¢ L b esdelaforma ¢ = k- (-4, 3).

C=k(4,3)=10" %<_4, 3) = (=8, 6)
(—4, 3) = (i i)

Q) Cedachk (c43)(—6,8) =24k+24k=48k=4 — b= A L

37 Dados los vectores u (-1, 2) y v (b, 15), halla a y b, en cada caso, de modo que:

a)ulvylul=410 bu-v=7y|v|=17
ulv (=1,2)+(b,15)=0 154—b=0
2 1al=y10  [1+22=yT0 1+4%=10

Soluciones: ay = =3, by =—45; a, =3, b, =45
Gv=7  [(La-(615=7  [152-b=7
b) - -

|v|=17 Jb?+152=17 6% +15% =172
Soluciones: a, =—1L5,b=—8; a,=1,b,=8

38 Dados los vectores a =2u — v y b =-3u + £v,siendo u = (2, 3) y v = (=3, 0), halla % de
modo que (a + b) sea ortogonala (a — b).
i-2(2,3)-(-3,0-(7.6) }_} {§+§=(1—3k,—3)
b=-3(2,3)+#4(-3,0)=(-6-3k,-9) a—b=(13+3415)
Ahora, como el producto escalar de ambos vectores debe ser 0, por ser ortogonales:
(1 -3k -3)+(13+3k15)=0 — (1 -3k (13+3k) +(-3)-15=0 —
— 13+3k—39% -9k -45=0 — 9k2+36k+32=0 —

=36 +{1296-1152 _-36+{144 __36x12 _ —24/18=—4/3=k,
) 18 T T —48/18=-8/3=F,

%

39 Calcula la proyeccién de u + v sobre u sabiendo que |u|=|v|=2y (f,%) = 45°.
Por ser |u] = [v] = (@+v,0) :%(E/ﬁ) - 22°30'
proy;(a+;) = |E + ;| cos(m) = «/|E+;|2 cox(m) = «/m cos(m) =
S [GP 205 +]7F c0s22°30' = \/4+2.2.2-g+4m22°30' -

= V8+442 0,92~ 3,4
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408S8i A, B y C son los vértices de un tridngulo, clasifica en cada caso estos tridngulos segtin la
amplitud de sus dngulos:

a) AB =(1,2) y BC =(3,-2)
b) 4B = (4,1) y CA =(-3,2)
o BC =(4,-2) y C4 =(-7,1)
d AB =(2,0) y C4 =(-4,2)
a) 4B =(1,2) y BC =(3, -2)
AB « BC =3-4=-1<0 — Esun tridngulo obtusingulo.
b) AB =(4.1) y C4 =(-3,2)
AB +CA =-12+2=-10<0 — Es un tridngulo obtuséngulo.
) BC =(4,-2) y CA =(-7,1)
BC «CA =-28-2=-30<0 — Esun tridngulo obtusingulo.
d) AB =(2,0) y CA4 (-4.2)

AB « CA =-8+0=-8<0 — Es un tridngulo obtusingulo.

41 Calcula el 4ngulo que forman estos vectores con y (1, 0).
a) u(3,4) b) v (-4, 1)
9 w(0,-5) d) x(3,0)
a) ﬁ-§7=|ﬁ|-|§/|-cox(§,\§r)

Sustituimos y calculamos:
340=49+16-V1-cos(@y) = Gy=53"7'5"
b) Usaremos la misma férmula:
—4:«/ﬁ-ﬁ-ms(\:/,—§) — 5,;:165(’57'22”
¢) Usaremos la misma férmula:
0=«/§-ﬁ-w.¢($) - §;= 90°
d) En este caso son vectores proporcionales por lo que su dngulo es cero. Si lo calculamos:

3:«/§-ﬁ-cos<$) - ;(/,\}7:0°

42 De los vectores a y b sabemos que |a| =3 y |b]| =5 y que forman un 4ngulo de 120°.
Calcula |a - b|.
Como: v+ v =|v||v]cos0°=[v[*- 1 =]|v]?
Entonces podemos decir que:

|a-b]2=(a-b):(a-b)=

-> >

asa-2a+b+beb=
=|al?=2|a||b| cos (a,b) + |BJ? =
=32—2-3'5-605120°+52=9—30-(—%)+25=49

Luego: |§ - _B| =7
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43Si |u|=3y (u+v)e«(u-v)=-11, halla |v].
(Q+v)e(@=v)=tueu—vev=|uf=|vP=-11
Como |u| =3, se tiene que:

32 |v[2=-11 — |v]*=20 — |v|=420

44Si |u|=4, |v|=3 y |u + v| =5, ;qué 4ngulo forman u y v?

Razonando como en el problema guiado niimero 2, llegamos a:

i VP = [P 23] 3] s (0,9 + |3
Sustituyendo los valores conocidos:
2424243 05 (a,) + 3

25216 + 24 cos (5,7) + 9

cos (0, v) = 252_425 -0 = (1,v)=90°

45Si |a|=1, |[b|=2y |a-b|=47
a) Halla el 4ngulo entre a y b.
b) Calcula el 4ngulo entre b y a —b.
¢) Halla el 4ngulo entre a y a +
9 [ BP=liP+[BP_2i-Bo|ap +|g| 23 [6]-eos(3.8)

Sustituimos y calculamos:

7=1+4—2(26‘05<§,§) - cos(ﬁ):—%:—% — (Z/,E>:120°
b) a-b=|a| |E|cw(z,g =2€0s(g,g>=—l
Be(i=5)=B+i-|BF-7+5-[BP-o1-4-_s
( ) |b||a—b|cos<g,2—g>=2«/7_cos<_b),g—_b)>
Igualando tenemos:
207 cos (B3 - *)=_s > m(g z_g)=% & (5.7-F) =160°53'3"

46 Calcula x para que los vectores a(7,1) y b (1, x) formen un dngulo de 45°.
a+b=7+x=]|a||b|cos45° = 7 +x=450 - «/1+x2-g

> 14+ 2= {100(1+22) — L4*2x 102

10

2
- 7;x “1+x? > 749“;;14’6 = l+x? >
— 49 + x2 + 14x =25+ 25x% — 24x% - 14x-24=0 —

7+¢49+57 <x1=4/3
X2=—3/4

= 12x%2—T7x—12=0 — x=L=Y2"7/7

22



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

47 Halla un vector unitario que forme un 4ngulo de 30° con el vector a (1, y3).

Llamamos u = (x, y) al vector buscado:

(u, a)=30° cos 30° = A

M B X+)/«/§ {B=X+)’\/§

o 1.41+43 —> <1 2 2 2, .21
lul=1 x2+y2=1 x2+y2:1 xT+ Y=
. . 0 e ol 1
Las soluciones de este sistema son: x=0,y=1; x= 2«/3,)/—7

Por tanto: u; =(0,1); u, = ?«/5, 5

48 Determina x para que los vectores u(x 1) y v (x, 0) formen un dngulo de 30°.

> >

2
c0s30°= 2LV - X X :ﬁ — 2x=3Yx?+1 = 4x?=3(x?+1) > x=1+3

|G||;|_«/x2+l-x_«/x2+1 2

49 De una base B(u, v) sesabe que [u|=2, |v]|=1 Y que u v =—1. En esa base las coordena-

-

das de dos vectores son ;(1, 2) e ;(—1, 1). Calcula x » y.
* Mira el problema resuelto 1.
Xey=(U+2V)e(-u+v)=

=—UeU+U*V—2VeUu+2Vevs=

—JuP—uev+2vP=d-(-1)+2=7

50 Dados a(l, 2) y b5, 5), expresa el vector b como suma de dos vectores: uno de la misma

51

direccién que a y otro ortogonal a a.
* Mira el problema resuelto 4.

b-
* X tiene la misma direccién de a2 — x = ka = k(1, 2) = (k, 2k)

sy la — y=h-2,1)=(=2hh

X + ;, donde:

Entonces:

(5,5) =X +y = (k, 2k) + (<2h, b) = (k= 2h, 2k + h)
5=k-2h k=3

5=2/e+/;} h=—

Los vectores pedidos son x(3,6) e ;(2, -1).

Sesabe que ¢ =a +2b y d =5a —4b son perpendicularesy que a y b son unitarios.
;Cul es el dngulo que forman a y b?

Sicld > <¢+d=0— (a+2b)-(52—-4b)=0 - 5a-a-4a+b+10b+-a—-8b-b=0
Como a y b son unitarios — |a|=1=|b|
5|al?+6a-b-8|b|*=5+6a-b-8=0 —

- Z-E:% - E-E=|Z||E|co:(;,g)=cos(z,g)=% — (a,b) =60°
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52 Demuestra que el vector (bec)a—(asc)b es perpendicular al vector c.
Hay que probar que el producto escalar de ambos vectores es igual a 0.
* Veamos primero cudles son las coordenadas del primer vector:
(b+0)a—(a+0)b=(bey + b)) (a1, 2) — (@yey + ay0)) (by, b)) =
= ((b1e1 + byey) ay, (byey + by0)) ay) — ((ayeq + ayey) by, (aye) + ayey) by) =
= (a1byc) + a1by¢y, aybic) + aybycy) — (a1b1c) + aybicy, aybye) + aybycy) =
= (aybyc; + aybyey — aybic) — arbycy, arbic) + aybyey — aybye) — arbycy) =
= (a10y0) — 0103, 0161 — a1 636)
* Calculamos ahora:
[(b+¢)a—(a«c)blec=(abyy—arbicy, arshic; — ajbyey) * (cpy ) =
= (a,by¢) — ayb ) 1 + (aybyc; — a1by¢)) ¢) =

= ﬂlézfzfl — ﬂzblfzcl + ﬂzblflfz —ﬂlbzflfz =0

53 Descompén F en dos vectores, F; y Fy, de modo que F sea
paralelo a la rampay Fy, perpendicular.

* Mira el problema resuelto 4. S

El vector 21(2, 1) es paralelo a la rampa y, por tanto, a Fy-. El vector

n(1,-2) es perpendicular a d y, por tanto, paraleloa Fy.

Por ser F—T> paralelo a El<2, 1): F—T) = dk-= (2;%, k), Ee R

F(0, -4)

Por ser Fy paraleloa fi(1,-2): Fy = iih=(h,~2h),h€ R

F =F; +Fy — (0, —4) = (24 ) + (h, -2h) = (2 + h, /£ —2h)

Teualand denad 0=2k+h
gualando coodenadas:y
Por tanto: k:—%; h=%

54 Una barca se desplaza por un rio en direccién sur a una velocidad de 20 km/h. Si empieza a soplar
un viento en direccién este a 5 km/h, ;en qué direccién y a qué velocidad se moverd la barca?

5
- - =2 - > -2
La velocidad es |u + v| = \/|u| +2u-v+|v| =y400+25=5417 &
—= 5 STIIo
La direccién es (u+v,u). Calculemos este dngulo:
> > = 20 >z > = > !
cos (U+v,u) = =0,97 = (u+v,u)=14°4"11" E
517 Hk ;
Se mueve en direccién sureste con 14° 4' 11" respecto de la direccién
sur. 15
i i
_20 ______ I 3+7
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55 Calcula analitica y griaficamente el vector proyeccién de v sobre u en cada caso.
a) u(,4) y v(4 —4)
b) u(8,6) y v(2,-1)
a) Resolucién analitica:

Gy Gev_4
proy;(v) |H| 5

Resolucién gréfica: Dibujamos la proyeccién buscada en azul. Como el dngulo que forman es ma-
yor de 90°, la proyeccién tendrd la misma direccién que u pero distinto sentido:

w3, 4)

b) Resolucién analitica:

> u.v_10
-(3) - -10
proy;(v) |a| 10

Resolucidn gréfica: Dibujamos la proyeccién buscada en azul. Como el dngulo que forman es me-
nor de 90°, la proyeccién tendrd la misma direccién y sentido que u:

=
u(8,.6)
AN
v(2,+1)
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Cuestiones tedricas

56 Senala si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Si u+v =0, entonces B(u, v) es una base.
b) Dos vectores paralelos pueden tener sus coordenadas no proporcionales.
c) Si dos vectores son perpendiculares, sus coordenadas no pueden ser proporcionales.
d) AB y BA tienen igual médulo, pero distinta direccién.
) El médulo de —3v es el triple que el médulo de v.
a) Verdadera, porque los vectores son perpendiculares, luego no tienen la misma direccién.
b) Falsa. Si son paralelos, sus coordenadas son proporcionales porque U= kv
¢) Verdadera. Si las coordenadas fueran proporcionales, serian paralelos.

d) Falsa. Tienen el mismo médulo y la misma direccién, pero sentidos contrarios.

e) Verdadera: |—3;| = |-3| |;| = 3|3|

Pagina 171

57 ;Cémo es el dngulo formado u y v en estos casos?

a) proy;(v) >0 b) proy;(v) <0 o proy;(v) =0
a) 0°< (#,0) < 90° b) 90° < (u, ) < 180° o) (uv) =90°

58 Indica si el resultado de las siguientes operaciones es un niimero o un vector:

a)2a+b b) (a+b)c

o (32 -2b)-¢ d)(a+b)e(a-b)
a) Numero. b) Vector.

c) Namero. d) Ndmero.

59 Si B(a, b) esuna base de los vectores del plano, sefiala cudles de estos pares de vectores pueden
ser otra base:

a) (3a,-2b) b) —a-b,a +b)

¢ (a-b,a+Db) d) (a-b,b-a)

a) Si, pues no tienen la misma direccién, ya que 3a tiene la direccién de a y —2b tiene la direc-
cién de b (que, por ser B(a, E) base, no es la misma).

b) No, pues —a —b =—1(a + b), luego los dos vectores tienen la misma direccién (y sentidos opuestos).

¢) Si, pues tienen distinta direccién.

d) No, pues tienen la misma direccién al ser a — b =-1(b — a).
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608Sean a y b dos vectores no nulos. Indica qué dngulo forman en los siguientes casos:

2B =|a[B| b)a-B=0

0 a-B=—al[B| da-B-05]a[B|

) cos(ab)=1 = (ab)=0° b alb = (ab)-90

9 cos(3,6)=-1 - (3,b) = 180° d) cos (3,6)=05 = (3,b) = 60°

61 Demuestra grificamente que:

-> > . . > >
=a ¢ noimplicaque b =c¢

[ R

ar TV

Podemos dibujar dos vectores b y ¢ con un mismo médulo y que formen el mismo dngulo con a,

pero que sean vectores distintos.

Asi probamos que la implicacién no es cierta.

®]

ol

62 Prueba, que si alb y a L ¢, entonces:
a L (mb +nc), mneR
Hay que probar que 2. (m_l; +7n¢) =0. Veamos:
a-(mb+nd)=m(@+b)+na-2)

Como: alb — a-
a.

oV oy
I

0 %Z-(mg+n2)=m-0+n-0
0

alc —>

63 Prueba que si alb y a L (b + ¢), entonces se verifica que alec.

Sialb—> a-b=0 . .o
> > > > > > > > > > —> a.c=0 > alc
Sial(b+c) > a+<(b+c)=a-b+a.c=0

64 Justifica por qué |; . I_;| < |;| . |E|
2-b =|ZE| <
lalbl] [albl

menor o igual que 1.

porque el coseno de un dngulo, en valor absoluto, siempre es

|cos (;,B)| =

Luego, pasando el denominador (que siempre es positivo) al segundo miembro:

|a - b]<[a][b]
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Para profundizar

65 Halla los dngulos interiores del tridngulo ABC.

Observa que puedes expresar estos dngulos como dngulos entre vectores. Las coordenadas de
estos vectores las obtendrds expresindolos como combinacidn lineal de la base B(x, y).

DH =(8,6); EG = (-3, 4)

i- (oA )

2 5 75 (8,6)+(=3,4) = o
cos A = cos (DH,EG): |(8,6)||(—3,4)| =0 5> A=90

HD = (-8, -6); IF =(-8,0)

~ 2 7 -8,-6)-(-80) 64 4
co:Czco.v(HD,[F): ( =2==-=-0,8
[(-8,-06)]](-=8,0)] 80 5

C=3552"11"
B =90°-35°52"11" = 54° 7' 49"
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66 Sean a y b los vectores que definen un cuadrado. Demuestra que los puntos b
medios de sus lados definen otro cuadrado.
. a F
F b
2 a >
E G b
H b
ﬁ:%%%g
. 5. .~ EF-HG
HG=7b+7a
ﬁ:%g—%Z
L. . T EH-FG
FG==b-=
Fe=2b77
2 (17 17\ (1t 1*) 17 17 »17 . 1¢. 12 17 1 7R, 17p
EH|[ =|=b-—al.|=b-=a]==b.=b-2—-a-=~b+=a.=a=—|b[ +=-
<| =3 23) (2 23)=abrg b2y gbegaga=glbleglal | EF |-|FF
Pl (1v. 17\ (1lg 12\ 17 17 .,1> 17 .17 1> 1 |3R, 172 -
EE=(Lp+La). (Lp+La)-1p.Lpsola.lp, L. 171 1
| | (2b+2a> <2b+2a> 2b 2b+ 2a 2b+2a 2a 4|b|+4| |
e o (17 1\ (1 12\ 17 1¢v 17 17 . 1¢v 1¢ 1v 17
EF .FG=(-a+=b|.(=b-=a)]==a.=b-—a-—a+=b.=b-—=b.~a=
2‘“2)(2 a) DD T T T R R R T

= —%| al’+ %| B[ =0 porque el poligono original era cuadrado y, por tanto, |a| = |b|.

Como los otros dos lados son paralelos a estos, también son perpendiculares entre si. Luego los lados
del poligono EFGH miden lo mismo, los opuestos son paralelos y son perpendiculares dos a dos. Por
tanto, el poligono EFGH es un cuadrado.
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AUTOEVALUACIGN
A 4
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1 Sitenemos u (-2, 6) y v(1,-2), calcula grificamente y utilizando coordenadas, u+2v y

%3-33.

13y

(1/2)d— 3y

=1

U2

— -
u+2v

|
2v = (=2,6) + 2(1,-2) = (=2, 6) + (2, -4) = (0, 2)

U+
%E _3% = %(—2, 6)=3(1,-2) = (-1, 3) = (3, —6) = (=4, 9)

2 Sean u y v dos vectores unitarios que forman un 4ngulo de 60°. Calcula:
) uev b) Bu) + (-2v) o proyz(u +v)
-> -> - > ° 1 1
. = = ]_ . 1 « — = —
a) usv =|ul|v]cos 60 73

b) 30« (-2v) =—6(u » v) =3

Ue(@+V) _ueusuey (32, n.0 1.1 3
|E| = 1 —|u|+u v—1+2_2

o) proy; (u + ;) =

3 Expresa el vector a(-1,-9) como combinacién lineal de los vectores de la base B = ((=2, 3), (-1, 5)).

(=1,-9) = £&(-2, 3) + s(-1,5) = (=2k —5, 3k + 55)

—1=2k—5s| s=1-2¢ 4
93k +5s| —9=3k+5(1-28) — —9=—Tk+5 — k=2 ST 174=7

Por tanto: (=1, -9) = 2(=2,3) —=3(=1,5) = a = 2u — 3v

— —> ->
4 Consideramos los vectores u y v cuyas coordenadas respecto a una base ortonormal son u (0, 2)

y v(1, {3). Calcula:
a) Su producto escalar.
b) El médulo de ambos vectores.
o) El dngulo que forman.
Q) usv=02+(1,43)=0-1+2-/3=2y3
b)[u] = ¥02+22 =2, |v|= V124+43% =2

> Qev 2

9) cos(a,:;): u-v - :ﬁ; (a,;)):arccos(ﬁ):SO"
lul|v] 2 2

By

\S)
\®)

30
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5 Considera el vector u (3, —4). Calcula:

a) Un vector paraleloa u de médulo 1. b) Un vector perpendiculara u de médulo 2.
ST 1l _p(3_4 - 1
) [i1=5 7= L6,-9-(2-4) B v-2 L3-(38)

6 Sea u(-3, k). Calcula % de forma que:

a) u sea ortogonal a v (4, -6).

b) El médulo de u sea igual a 5.

a) El producto escalar de dos vectores ortogonales es igual a 0.
Ulveusv=0
Uev=(3k+4-6=-12-6k=0 > k=-2

b) [4] =VO+k2 =5 = 9+ 42=25 — k=14

7 Determina las coordenadas de un vector a (x, y) que forme con v(-1,0) un dngulo de 60° y
cuyo médulo sea 2.

== o 1 ;'; —X
cos (a,v) =¢cos60° = = = ——=—" — x=-1
2 Jalfv] 21

=«/x2+y2=q/1+y2=2 - 1+_y2=4 %y2=3 %y:i«/g

Hay dos soluciones para el vector a: §-
d 2 (1—3)

8 Obtén un vector u (x, y) ortogonal a v (8, 6) y cuyo médulo sea la mitad del de v.
Ulv & u-v=0
|uf = {2+ y%5 V| = 64436 = 10
(%,9)+(8,6)=8x+6y=0

|G|=%|;| - \/.X'2+)/2=5 - x2+)/2=25

Resolvemos el sistema:

8x+6y—0 X=_%}’

x*+y*=25 96y+y 25%?2)/ =25 = y?=16 > y=+4
y=4 = x=-3
y=—4—>x=3

Hay dos soluciones: u(=3,4); u(3, —4)

9 Sean a y b dos vectores unitarios que forman un 4ngulo de 120°. Calcula |a + b| y |a - b].
|Z+E|2—(Z+B) (;+B)—Z-;+ZZ-E+E b -
[aP e 23] 1Bl cos (D) + B =1 42 ( 2>+1_

=1-1+1=1—>|a+b|=1
|a-bPP=(a-b)e(a-b)=aea-2a-b+beb=
_[aP—20a] Bl eos (2.B) + [BP=1-2. (_i> I -

=1+1+1=3%|;—E|=«/§



