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Resuelve

éCémo operar con V=-1?

Vamos a proceder como antiguamente: cuando nos encontremos con y—1 seguiremos adelante ope-
rando con ella con naturalidad y teniendo en cuenta que (Y-1)* =-1.

1 Con el fin de comprobar que 2 y b son las raices de un polinomio, podemos poner (x — a)

(x — b) y operar para obtener dicho polinomio. Por ejemplo, vamos a aplicar esta técnica para
comprobar que 2 +3y-1 y 2-3/-1 son las raices del polinomio x? — 4x + 13:

[x= 2 +3/-1)][x-(2-3V-1)] =22 - (2 +3V-1)x- (2-3/-1)x + 2 + 3/-1)(2-3/-1) =
=a?—2x-3(-1x-2x+3{-1x+22-(3V-1)2 =22 —4x+4-9.(-1) =x* —4x + 13

Halla las raices del polinomio x? — 4x + 5 y, aplicando la técnica que acabamos de ver, comprue-
ba que efectivamente lo son.

x:4¢J126—720:4¢2Jj=4¢22ﬁ=21J3

[x - @+ D]x -2 =Dz 22— 2@~ D - 2@+ =D + 2+ {-1) 2~ -1) =
=x?—dx+4-2J-1+2{-1-(=1)=x%—4x+5
2 Comprobemos ahora que —8 tiene tres raices cbicas: -2, 1 + V34-1 y 1- V3¢-1.

La primera es clara:

(-2 = (-2)(-2)(-2)=-8

Veamos la segunda:

(1+43y-1)>=12+3.12. (y3/-1) + 3 - 1. (34-1)* + (¥3/-1)° =
=1+3y3/-1 +3(3)*(-1)% + (3)3(/-1)° =1 + 331 + 9(-1) + 33 (-1 J-1) =
=1+3/3/-1-9-3/3/-1=-8

Comprueba td la tercera viendo que (1 - V3J-1)3 es igual a -8.

(1-{3y-1)7=1°-3.12.y3/-1+3-1.(f3/-1)* - (y3¢-1)° =
=1-3y34-1+3-3-(-1)= 343 (-1)y-1=1-3y3y-1-9+3{3y-1=-8
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T ) EN QUE CONSISTEN LOS NUMEROS COMPLEJOS
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1 ;Verdadero o falso?
a) El nimero 7 es un nimero real. Por tanto, no es un nimero complejo.
b) Si 2 + bi es un niimero complejo, entonces no puede ser namero real.
¢) Para que el niimero complejo 4 + bi sea imaginario hace falta que 2 sea cero.
d) Para que el nimero complejo a + bi sea imaginario es necesario que & sea distinto de cero.
e) El naimero 0 + 07 ni es complejo ni es real.
f) El nimero 5 no tiene conjugado.
g) Si un nimero complejo coincide con su conjugado, entonces es un nimero real.
h) Si un nimero complejo coincide con su opuesto, entonces es el cero.

i) Si el opuesto de un nimero complejo coincide con su conjugado, entonces es imaginario
puro.

a) Falso. Los nimeros reales son niimeros complejos cuya parte imaginaria es cero.

b) Falso. Si 4 =0 el nimero complejo también es un niimero real.

c¢) Falso. La parte real no influye. Es imaginario si su parte imaginaria no es nula.

d) Verdadero.

e) Falso. El nimero 0 + 0i es real pero no es imaginario porque su parte imaginaria es cero.

f) Falso. El conjugadode 5=5+07 es 5=5—0i

g) Verdadero. Si a+bi=a—bi - b=-b — 2b=0 — b=0

Por tanto, su parte imaginaria es cero y es un niimero real.

b) Verdadero. Si  + bi = —a— bi — 2a+2bi=0 — {2“0 — e

26=0 = b=0

i) Verdadero (siempre que el niimero no sea cero).

Si —a—bi=a-bi > —a=a = 2a=0 = a=0

2 De los siguientes niimeros complejos:
3+24, —3 +54, 24,7, 0
a) ;Cudles son nimeros reales? Ponlos en forma binémica.
b) ;Cuales son imaginarios?
©) ¢Cuiles son imaginarios puros? Ponlos en forma binémica.
d) Escribe el opuesto de cada uno de ellos.
e) Escribe el conjugado de cada uno de ellos.
a) 7=7+0:{ y 0=0+ 07 son nimeros reales.
b) Los nimeros imaginarios son 3 + 27, —J3 +5i y 2i.
c) 2i=0+ 27 es imaginario puro.
d) El opuestode z=3+2i es —z=-3—2i. El opuesto de z=—y3 +5i es —z= {3 —5i.
El opuesto de z=2i es —z=-2i. El opuestode z2=7 es —z=—7.

El opuestode z2=0 es —z=0.
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e) El conjugadode z=3+ 27 es z2=3-2i. El conjugado de z=—y3+5i es z=—y3—5i.
El conjugado de z=2i es z=-2i. El conjugadode z=7 es z=7.
El conjugado de 2=0 es z=0.
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3 Representa graficamente los siguientes nimeros complejos y di cudles son reales, cudles son ima-
g
ginarios y, de estos, cuales son imaginarios puros:

5-35 L+ 25 55 75 {Bis 0 —1-45 75 4i
Si llamamos:
8125—3i Z2=%+%l’ Z3:—5i
z4="7 Z5= «/gi z5=0
zy=—1-i zg=—7 zg=4i
%9
A
25‘ %)
2g Z 24
%7
ozl
\23

Son reales z4, z5 y zg. El resto son imaginarios. Son imaginarios puros 23, 25 y Zo.

4 Resuelve las ecuaciones y representa las soluciones.

a) 22+4=0
b) 22+6z2+10=0
© 322+27=0
d) 322-27=0
a) 22+4=0 = 22=—4 = z=%/-4 = z=32i 1
Las soluciones son z; =2i y z, = —2i.
y
5]
b) zz+6z+10=0—>z:_6i2m:_6212i=—3ii .
Las soluciones son: 2z, =-3+7y 2,=-3—1
5]
Q) 32%427= 0 = 22=—9 — z=24-9 — z=13i B
Las soluciones son z; =37 y 2, = —3i.
VZZ




d) 322-27=0 > 22=9 - z=2/9 > z=23

Las soluciones son: z; =3 y z, = -3.
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5 Representa grificamente cada niimero complejo, su opuesto y su conjugado.

a) 3-5¢ b) 5 + 2
d -2+3i e 5

g 2i h) -5

) 3_5; —z=-3+5i
Vgl z=3+5i

—Z

N

—z=1+2i
) z=—1-2{ > 1_

Z=—1+2i
z _z
z
z=-5+0i

e) z=5+0i > {E=5_Oz’

—Z

N

c -1-2;
o
i) —2
b iy —z=-5-2i
) z2=5+2i — 2 5_2;
Z
_z. .Z

" 5.3 —z=2-3i
=— -
z +3i z 23
Z
z -z
—2z=0+0:
f) 2=0+0; — §_ )
z=0-0;

—Z|Z
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) 042 —z=0-2i L 0_s; —z=0+5;
= —> =0—- —
B E=Tr S T g 0-2i )2 " T 22045
Lzlz
4
A
—z%z
'Z

—z=2-0;
) z=-2+0i = _

z=-2-0;

N

6 ;Cudntas soluciones tiene 2’ + 2z% + 17z = 02 Hallalas y represéntalas.
Sacamos z factor comin y ya tenemos que z =0 es una solucién:
z(z* +2z+17)=0

Resolvemos la ecuacién de segundo grado:

po—2E4-4-17 v42—4-17:_1¢ 4<12—17) R 2@ -1+ N?:lﬂz‘

Sus dos soluciones imaginarias son conjugadas: z; = 1 + 44 2, =1 —4i

2]

22
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1

:Verdadero o falso?

a) La suma de un niimero complejo y su opuesto es 0.

b) La suma de un niimero complejo y su conjugado es un nimero imaginario puro.
¢) La suma de un nimero complejo y su conjugado es un nimero real.

d) El cuadrado de un niimero complejo cualquiera es un niimero real.

e) El cuadrado de un niimero imaginario puro es un nimero real.

f) El cociente de dos nliimeros imaginarios puros es un niimero real pues :: fz = %.
a) Verdadero. En efecto, (2 + 6i) + (—a— bi) = 0.

b) Falso. Por ejemplo, (5 + 3i) + (5 — 3i) = 10.

¢) Verdadero. Porque (a + bi) + (a — bi) = 2a es un nimero real.

d) Falso. Por ejemplo, (2 + )2 =4 +4i+i* =3 +4i noes un niimero real.
e) Verdadero. En efecto, (6i)% = 6%i2 = —b? es un ntimero real.

f) Verdadero. Podemos simplificar la fraccién dividiendo numerador y denominador entre 7.
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Hazlo tu

1

Obtén un polinomio de segundo grado cuyas raices sean 2i y —y2i.
P(0)=(x =V20) [x = (2] = (x =2) (x +20) = x> = (J2)* = &% = (-2) = %" + 2

Piensa y practica

2 Efectia las siguientes operaciones y simplifica el resultado:

a) (6-5i) + (2—7) —2(-5 + 6i) h) 4+4i
-3+5:
b) (2—3i)—(5+4i)+%(6_4i) ) _52+_ii
o (3+2i) (4-2i) i) ;:Z
d) 2 +3i) 5-6i) g =2
e) (—i+1)(3-24) (1+3d) I 6—3(5+§i)
2+4i (=34)2(1-24)
1—4i
g 3+iz

a) (6-5)+Q2-9)-2(-5+6)=6-5+2—-i+10-12/=18-18;
b) (2—3i)—(5+4z')+%(6—41‘)=2—3i—5—4z’+3—2i=—9z’

Q) B+2i) (4-2i)=12—-6i+8i—4i%2=12+2i+4 =16+ 2i
d) 2+3) (5-6i)=10-12i+15/—18i>=10 + 3i + 18 =28 + 3i
6
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e i+ 1) B3-2)(1+3)=(=3i+2i2+3-2) (1 +3)=3-2-54) (1 +34) =
=(1-5)(1+3)=1+3i—5i-152=1+15-2i=16-2i
f) 2+4i _ (2+4)(4+2i) _8+4i+16i+8:* | 20i _ 20i _;

4-2i (4-2)(4+2)  16-4i¢  16+4 20
y 1-di_(1-49)B-9) _3-i-12i+4i> _3-13i-4 _-1-13i _-1 13,
¥ 34 (Be)B-)) 9_ 2 9+1 0 10 10
py 4+4i _ (4+4)(3-5) _ -12-20i-12i-20: _ -12-32i+20 _
—3+5i  (-3+54)(-3-51) 9254 9+25

8-32i 8 32. 4 16,

e

34 T34 3417 17
) Sri_ G+)(2+4) _—10+5i—2i+i® _-10+3i—1 _—11+3i _—11 3

20 (2-)(2eh | 4+ 5 5 5 75’
h Le5i_ (1+5)(3—4) _3-4i+15i-20i _3+11i+20 _23+11i 23 11,
Y 3v4i T (Bran(3—4) 9_1672 9+16 25 25725
) 4=2i (=200 _ —4iv2® 4 5 5 4
i i(—i) 1
1) 6—3<5+%i):6-15+gi:-9+gi
my (392(-20) _92(1-2i) _-9(1-2) _ 9+18i _ (-9+18)(2-27) _
(2+24) (2+24) (2+24) (2+24) 2+2:5)(2-2i)
_—18+18i+36i—36i* _ —18+54i+36 _ 18+54i _18 54, 9 27 .
4 — 44? 4+4 8 8 8 4 4

Halla las siguientes potencias:

a) (2 +39)3 b) (1-24)*

D (2430 - (3)23 ; (f)zl i+ @z GiP+ (2) (30’ -

:8+3-4-3z’+%-2-(—9)+27z’(—1):8+36i—54—27i:—46+9z'

b) (1-24)%= (§> 14+ @ 1B(=24) + (i) 12(<2i)% + @ 1.(=29)3 + @ (=24)%=

144 (220)+ 423 -(—4)+%(—8)i3+16=1—8z'—24+32i+16=—7+24z'

Obtén polinomios cuyas raices sean:

a) 2+ 3% y 2- J3i

b) -3i y 3i

©ol+2iy 3-4i

(Observa que solo cuando las dos raices son conjugadas, el polinomio tiene coeficientes reales).

2) [x— Q2+ B3] o= 2= 439)) = [(x=2) = B34 [(x=2) + V34 = (x = 2)* - (43)* =

=x?—dx+4 -3 =x"—dx+4+3=xr—4x+7

b) [x— (-31)] [x—34] = [x + 3d] [x—3i] =x* - 9i* =x* + 9

Q) [x=(1+2)] [x=(B=4i)] =[(x=1) =24 [(x=3) + 4] =
=(x—1) (x—3) + 4(x— 1)i — 2(x— 3)i — 8i* =
=x?—4x+3+(dx—4-2x+6)i+8=x>—4x+ 11 + 2x+2)i=
=x2—dx+ 11 + 2ix+ 2i=x2 + (=4 + 2)x + (11 + 24)
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5 Calcula x para que (25— x7)? sea imaginario puro. (Ayuda: desarrolla (25— xi)? e iguala a cero
la componente real).

(25 — xi)? = 625 + x%i* — 50xi = (625 — x*) — 50xi
Para que sea imaginario puro:
625-x%=0 — x*=625 = x=1/625 = +25

Hay dos soluciones: x; =25, x, =25

6 Calcula x para que (2 + xi)? sea imaginario puro.
Desarrollamos:
(Q+xi)?=4d+x%i%+4xi=4— x>+ 4xi
Queremos que sea imaginario puro, es decir que no tenga parte real, por lo que se tiene que cumplir:

4_x2-0 > x=ty4 > x=%2
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3 ) NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR
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1

:Verdadero o falso?
a) Los médulos de dos nimeros complejos opuestos son iguales pero con signos distintos.
b) Los médulos de dos complejos opuestos son iguales.
¢) Los médulos de dos complejos conjugados son iguales.
d) Los argumentos de dos nimeros complejos opuestos difieren en 180°.
e) Los argumentos de dos nimeros complejos conjugados son opuestos (0t y —).
f) El argumento de cualquier ndmero real es 0°.
g) El argumento de los niimeros reales negativos es 180°.
h) El argumento de un imaginario puro es 90° o 270°.
a) Falso. El médulo de un niimero complejo no nulo siempre es un niimero positivo.
b) Verdadero.
Si z=a+bi > —z=—a—bi — |-z|=y(a)2+(b)2=\a*+b%=|z|
¢) Verdadero.
Si z=a+bi = z=a—bi = |z|=Va*+(b)2 =2 +6*=| 7|

d) Verdadero. Podemos verlo en el grifico siguiente:

Z
_z’
180°
Zea” 1807
2z
e) Verdadero. Podemos verlo en el grafico siguiente:
Z
2 B
o
o
w‘ _B
z

f) Falso. Solo los niimeros reales positivos tienen argumento 0°.

g) Verdadero, porque sus afijos estdn en el eje horizontal negativo que forma 180° con el eje horizontal
positivo.

h) Verdadero, porque su afijo estd en el eje vertical que forma 90° con el eje horizontal positivo, en el
caso en que la parte imaginaria sea positiva, y 270° en el caso en que la parte imaginaria sea negativa.
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2 Escribe en forma polar los siguientes niumeros complejos:

a) 1+ y3i b) V3 +i o -1+i

d) 5-12i e) 3i f) -5

a) 1+43i=2¢ b) Y3+i=25 o —l+i=y2135
d) 5-12i=13 95057 €) 3i=3qq £) =5 =550

Expresa en forma polar el opuesto y el conjugado de 7.

Opuesto: —Z = 7180° 4 o, Conjugado: Z= 7360° — o

Escribe en forma binémica estos nimeros complejos:

) 5(1/6) rad b) 235 ) 24950
d) 3240- ) 5150 £) 4oge
_ n..oom)\_<(¥3 . .1} 5¥3 5.
a) 5(n/6)—5(6056+l.(€n 6>_5<2 +i 2)_ Yo
b) 2135 _2(60S1350+15€71135) 2( _2 g)z_‘/i""/il
©) 2495 = 21350 = =2 +2i
_ o o —l_'_S__i_3*/§-
d) 3,400 =3 (cos 240 +zsen240)_3( R )_ S i
e) Sig0o =5
£) doy = 4i

Escribe en forma binémica y en forma polar el complejo:
2z = 8(cos 30° + i sen 30°)

z=8300=8(cos30°+i5€n30°)=8(g+i%> i % 443 +4i
Sean los nimeros complejos z; = 4490 ¥ 25 = 35100

a) Expresa z, y 2z, en forma binémica.
b) Halla z; - 2, y 2,/z;, y exprésalos en forma polar.

¢) Compara los médulos y los argumentos de z; - 2, y de 2,/z; conlosde z; y 2, ybusca
relaciones entre ellos.

a) z;=4g0=4(cos 60° +i sen 60°) = 4<—+z£) 2+243i

B_l-1>=_36
2 2 2

3;

z2=321Oo=3(ms210°+z’5m210°)=3<— >

b) zl-z2=(2+2«/§z’)<—3‘6—gi>=—3«/§—3i—9i—3«/§i2=—3«/§—12i+3«/—=—12z’=122700
343 3.> ( 343 3)
5] T (2243
zZ=< 2 27 ( [1)_—36—31491436:'2:
z, (2+2434) (2+2B;)(2-2Bz) 41242
:—3«/§+6i—3«/§:—6«/§+6i:<i>
4+12 16 4 /1500
) z 'Zz=460°'3210°=(4'3)60°+210°=12270°
23080
21 4ee \4d)2100-600 \4/150°

10
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7 Escribe 2 + 237 en forma polar y elévalo al cubo (recuerda el ejercicio anterior). Luego, haz el
cilculo en forma binémica y comprueba que el resultado es el mismo.

Pasamos a formar polar y elevamos al cubo:
2+2y13i=44
(g0 = G5
Elevamos al cubo en forma binémica:
(242430 =(2+2430)(2+2430)? = (2 + 2/3) (4 - 12 + 84/31) =
=(2+2430)(-8+8Y3i) =16 (1+37) (1 +3i) =
=16(-3-1)=-64

El resultado es el mismo ya que —64 = 64,5

n
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4 ) OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA POLAR
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1 ;Verdadero o falso?

a) Al multiplicar un nimero complejo z por la unidad imaginaria 7, se gira 90° alrededor del
origen.

b) Al dividir z por 7, se gira 90° alrededor del origen en el sentido de las agujas del reloj.
c) El médulo de 7, - 73 puede ser menor que 7.

d (1'450)4 es un nimero real negativo.

€) 7300 Y 73300 son conjugados.

f) 7300 y 710> son opuestos.

a) Verdadero, porque 7= 1gp.. Al multiplicar por 7 mantenemos el médulo del nimero complejo y
sumamos un dngulo de 90° a su argumento, es decir, lo giramos 90° en el sentido contrario al de las
agujas del reloj.

b) Verdadero, porque 7= 1gp. Aldividir por i mantenemos el médulo del nimero complejo y resta-
mos un dngulo de 90° a su argumento, es decir, lo giramos 90° en el sentido de las agujas del reloj.

¢) Verdadero. Si 7'< 1 el médulo del producto, que es 7- 7, es menor que 7.
d) Verdadero. (r45:)%=(r%) 4. 450 = (%) 1500 que estd en la parte negativa del eje real.
e) Verdadero. 330° = —30°. Por tanto, son niimeros complejos conjugados.

f) Verdadero. Los dngulos 210° y 30° se diferencian en 180°. Por tanto, son nimeros complejos opuestos.
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Hazlo tu
1 Halla z,/z,; 205 z5.

_14&@) (i) (g)
2y 35100 \3Jeoc—2100 \3 /1500 \3/210°

2§ = (4600) © = (49) 5. 600 = 4 0963500 = 4 096

25 =(32100° =(3%)3.2100= 27 630- = 27 270°

Piensa y practica

2 Efectda estas operaciones y da el resultado en forma polar y en forma binémica:

a) 11500 . 5300 b) 6450 H 3150
€) 200+ 1400+ 3700 d) 5(2n/3) rad ¢ Loo°
e (1-434)° f) B3+2i)+ (-3 +2i)

a) 1ys0o-5300=5180°= >

b) 645u;315u=2300=2(c0530°+ixen30°)=2<g+i%>=«/§+i

) 210°- 1400+ 370°=6120° :6(c03120°+z'sen120°):6<—%+i§>:—3+3«6i

d) 513 rad * 1600 = 51200 * 1600 = D600 = 5 (cos 60° + 7 sen 60°)=5<%+i§)=%+ Sf i

e) (1—*/31')5:(23000)5=3215000=32600=32(cos60°+i5€n60°):32<%+ig)=16+16«/§i
£) 4i =44
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3 Compara los resultados en cada caso:
a) (230°)3’ (21500)3’ (22700)3
b) (2609)% (21509% (224090% (23300)*
a) (2307 =23 30:=89¢s
(2150)° =23.150° = 8450° = 800
(2270)° =83.270° = 8510 =890°
b) (260)* =27 g0 = 16240
(2150)* =16400: =16 24¢r
(22400) 4 = 169600 = 163400

(23309 =161 350 = 16,40

4 Dados los complejos z = 5450, w =250, t=4i, obtén en forma polar:

a) 2zt b £
) )2
3 3
c 2z d Z-w
e '
=55 w=2s £= 4i = 4oy
5450 (5
a)Z'T/UZIOGO b)i: z = :<_
0 w? 4z 4z \4)15°
3 125350 125 125 w3 D450 8450
o 2 135 :< B} d) 2w’ 245705 10 10
) w.tz 2150'161800 32 —-60° 32 300° ) t 4900 0

5 Expresa cos30. y sen 30 en funcién de sen 0. y cos 0. utilizando la férmula de Moivre. Ten en
cuenta que:

(@ +6)3=a+3a2%b + 3ab? + b3

(la)3=1(cos(x+ixen )3 = cos? oL +7 3 cos® O sen O+ 3 7% cos O sen® OL+ 1 sen> OL =
=053 0L+ 3 cos” OLsen OLi — 3 cos O sen” O — i sen> OL =
=(cos® oL — 3 cos O sen® o) + (3 cos® OL sen OL — sen> Q) i

Por otra parte: (1) =15, =cos 300+ sen 30,

Por tanto: cos 30L = cos> OL — 3 cos O sen® O

sen 300 = 3 cos® 0L sen oL — sen’ o,
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5 ) RADICACIGN DE NOMEROS COMPLEJOS
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1 ;Verdadero o falso?
a) Los nimeros reales negativos no tienen raices cuadradas en el campo complejo.
b) El real -9 tiene dos raices imaginarias puras, 37 y -3
¢ El namero 16 tiene dos raices cuartas reales, 2 y —2, y otras dos imaginarias puras, 27 y —2i.
d) Ninguna de las cuatro raices cuartas de —16 es un nimero real.

e) El nimero -8 tiene una raiz cubica real, el -2. Las otras dos raices cabicas son nimeros imagi-
narios conjugados.

f) 2440 es una raiz quinta de 32..

a) Falso. Las raices cuadradas de los niimeros reales negativos son niimeros complejos imaginarios puros.
b) Verdadero. Porque (37)2=3%2:2=-9 y (-3i)?=(-3)%:?=-9.

¢) Verdadero. Porque 2%=16, (-2)%=16, (2)4=2%i*=16 y (-21)*=(-2)4i*=16.

d) Verdadero. La potencia cuarta de un nimero real no nulo siempre es un niimero positivo y no pue-
de dar nunca -16.

e) Verdadero. Las raices estdn en los vértices de un tridngulo equildtero y son 24y, =2 = 20 y 2390¢-

Como los dngulos 300° y 60° son opuestos porque 300° = 360° — 60°, los correspondientes nime-
ros son conjugados.

f) Verdadero: (2g4:)° =(2°) 5. 540 = 32420 = 320

2 Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma binémica.

Y=g =1 600 6= 160045 £=01,2,3,4,5

Las seis raices son:

&

1 . 1 .
10021 1600254’71 112002—?+71

1 3.
2

1
lygpe =—1 Lyjpo=—7——5"1 1300°=5—

\®)

Representacion

3 Resuelve z° + 27 = 0. Representa sus soluciones.

2 +27=0 = 2=%-27 =327 150-=3(180°+ 360°m)/3 = 360° 4120w 7=0,1,2 s
4
/
) =36oo:3(00;60°+z'sen60°):3<%+ 'g)=%+¥i 2

z)=3180°=—3 \

23 =33000 =3 (cos 300° + 7 sen 300°)=3< i?):g—

1_
2
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4 Resuelve estas ecuaciones:
a) 2¥+81=0 b)2®+64=0

a) 2448120 — z=4-81="8150:=3 (150, 360° /4 = 34504 90° 5 #=0,1,2,3

Las cuatro raices son:

=ﬂ+£i ﬂ
2 2

342 342 . 32 342.

2
b) ZG+64=O — Z=6\/—64=6\/641800=2(1800+3600k)/6=2300+600k; k=0,1,2,3,4,5

Las seis raices son:

342 .
5 33150 = T‘f’

230°=2<ﬁ+ii>=ﬁ+i 2900 =2i
2 2
3 . . 3
2150 —2< %+z%>=—«/§+z 2210°—2(_7—1%)=—«/§—l
29700 =21 2 °=2(—3—ii>=ﬁ—z'
270 330 > 2
5 Calcula.

3 4 ; —2+2i
a) 3= b) 4-8+8y3i ) J-25 d) /1+J§i

a) V=i =Ty =1 7004 360 3 #=0,1,2

Las tres raices son:

. 3 1, B 1,
lggo =7 Lae=-75-51 L3300 =7 =57
4 .
b) 4-8+8437=416120=2(120° 360° 14 = 230° s 00° 65 k=0,1,2,3

Las cuatro raices son:

3 .1 . 1 .43 ,
2300:2<§+z?>:«/§+1 21200:2(—5”%):—1%/31

B3 : 1 .43 .
22100 = (—7—15 =-1-3i 2300°=2 2y =1-3-i

) -25= V25180° :5(180°+360°/e)/2 :59O°+180°k; k=0,1

Las dos raices son: 59p0 = 54 5,700 = =57

— ; 3/48135°
d) | 1%:}322 =/ *glas =W275= V20750 1360013 = V2250 1120085 £=0,1,2
60°

Las tres raices son: 6«/5250; 6‘/5145"; 6«/5265"

6 Comprueba quesi z y w son dos raices sextas de 1, entonces también lo son los resultados de
las siguientes operaciones:

z y w raices sextas del — 2°-= 1, wl=1
(z-w)°=2°wl=1.1=1 = z.w es raiz sexta de 1.

6 6 z
(£> :Z_6:l:1 — 7, esraiz sextade 1.
w w 1

(22)0=212-(z%2=12=1 — 22 es raiz sexta de 1.

(23)0=218=(2%3=13=1 — 23 esrafzsextade 1.
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7 El nimero 4 + 3 es la raiz cuarta de un cierto nimero complejo, z. Halla las otras tres raices
cuartas de z.

4+ 3i=5;355

Las otras tres raices cuartas de z serdn:
536752+ 90° = 2 126°52' = —3 + 4i
536°52'+180° = 2216752 =—4 — 31

53652+ 270° = 3306052 = 3 — 41

8 Calcula las siguientes raices y representa graficamente sus soluciones:

a)y-121 b) 3«/—125 9] 3«/2—21’

d) 3/1=2 o) 5|32 f) 364i
1+:7 )

a) \/_121=4/1211800:,/121%:11900”80% para k=0, 1

Sus argumentos son 90°y 270° por lo que sus dos raices serdn:
z1=11gp=11i
Z2=112700=—11i

A

117

—114

4

b) 3 —-125= 3‘,125180" =3 125&:560°+120°/€ para k=0,1,2
3

Sus tres raices son

Zl :560022,5+4,3i
z)=5180°=—>
2325300022,5—4,3i

10
/ 2,5+ 4,3

2,5-4,3i

-5 10




c) 3‘/2_2i=3‘/‘/§315°=‘/§(315°+360°/e)/3=‘/§105°+120°/e; k=0,1,2

d

e)

£)

~
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Las tres raices son: ]

71 = V2105 =—0,37 +1,37i \ -
1 .

zz=ﬁ225°=ﬁ—ﬁ—gi =—1-i ¥ \\;

2 2 _

Z

23 = ¥2345°=1,37 - 0,37i

3[1=i 3/V2315 3

1vi A 24 - 12700 =1 0700 360° 13 = Looe v 120045 =0, 1,2

Las tres raices son:

loge =2

1 o = _ﬁ_ll‘ ,,l - N

210 ) TN
Lyjoe 1530

3 .
- B,

2
5 5 —
/_%: _%z 3032i = {32900 = 2 (900 3607 1/ = 21575 72043 k=0,1,2,3,4

Las cinco raices son:

z; =2,g-=19 + 0,6/
2y = 2900 = 2i

23 =216 =—1,9 + 0,67
24 = 29340 =—1,2— 1,67
25 = 23060 = 1,2 — 1,64

3\/@ = 31[64900 =4£=4300+1200k para k = 0, 1, 2
3

Las tres raices son:
zy=4300=3,5+2i
2y=450°=—3,5+2i
z3=4570.=—4i

10

-3,5+2i 3,5 +2i

NP

2

23

21
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© ) NUMEROS COMPLEJOS CON LA CALCULADORA

Pagina 142

1 Comprueba con la calculadora los resultados de los ejercicios 2, 3 y 4 de la pagina 139.
Ejercicio 2 de la pdgina 139.
a) Se configura la calculadora en formato complejos: = — 2:Complejos
Como los niimeros estdn en forma polar: ) v (@ — 2:Complejos y se escoge la forma polar.
Para introducir los nimeros, por ejemplo, 1,5, hay que pulsar:
167 ()15
Para pasar el resultado del producto, en este caso 5,5, a forma polar:
fom] (@) 2 &)
Y se obtiene el resultado, —5.
b) Se resuelve de forma andloga al apartado a).
c) Se resuelve de forma andloga al apartado a).
d) Se resuelve de forma andloga al apartado a) teniendo en cuenta que 27m/3 = 120°.

e) En este caso, el nimero estd dado en forma binomial, asi que hay que configurar la calculadora en
este modo: () v (@) — 2:Complejos y se escoge esta forma.

La operacién se introduce de esta forma:
(13 360563
Para pasar el resultado, en este caso, 16 + 27,7134, a forma polar:
o) (@) 1 &)
Y se obtiene el resultado, 32.
f) Se resuelve de forma andloga al apartado e).
El ejercicio 3 de la pagina 139 se resuelve de forma andloga al ejercicio 1a) anterior.

El ejercicio 4 de la pdgina 139 se resuelve de forma andloga al ejercicio 1a) anterior, teniendo en cuenta
que previamente hay que hallar 7 = 47 en forma polar.

2 a) Halla las raices ciibicas de 1 y las de —1 con la calculadora resolviendo las ecuaciones
¥-1=0y x+1=0.
b) Halla las raices cuartas de 16 y de —16.

Para resolver este ejercicio hay que utilizar la configuracién descrita en el recuadro «Célculo de solucio-
nes (complejas de una solucién con la calculadora)».

—1+43i —1-/3i
5 X3 =
2 2
1+43i 1—43i
5 X3 =
2 2

a) Las raices ctbicas de 1 son: x; = 15 x, =

Las raices ctbicas de —1 son: x; = —1; x, =

b) Para hallar las raices cuartas de 16 hay que resolver la ecuacién x* — 16 = 0:
Xy =25 %) = =25 x3 = 245 x4 = —2i
Para hallar las raices cuartas de 16 hay que resolver la ecuacién x* + 16 = 0:

x1= 244255y = 2= N2i5 x5 = —2+42i5 x4 = —2 - 2i
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J ) DESCRIPCIONES GRAFICAS CON NUMEROS COMPLEJOS

Pagina 143

1 Describe con palabras cada una de las familias («son los niimeros complejos cuya parte
real vale...»), escribe su ecuacién o inecuacién (usando Re, Im, | |, Arg) y da un repre-
sentante de cada una de ellas:

a) b) C)/\ d) e)

a) Rez=3 b)-1<Imz<3 oz =6 d) || > 2 e) Argz=90°

2 Representa:
a) Re (z) =-3
b) Im (2) = 0
c)3<Re(2)<5
d) |z| <4
e) Arg (2) = 180°
a) b)

c) d) e

e)

19
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

v
Pagina 144
1. Operaciones con numeros complejos en forma binémica
Hazlo tu
¢ Calcula el valor de 2 y b para que se verifique 2 —3i= %
— D1

Calculamos el segundo miembro de la igualdad.

L+bi _ (1+6)(5+31) _ 5+3i+5bi+36i* _5-36+(3+5b)i

5-3i (5-3i)(5+3i) 25+9 34

Igualamos las partes real e imaginaria.

5-3b
34

—3=3;—45” — —102=3+56 — b=-21

L_5-3b _, ._5-3(21)

34 34

2. NUmeros complejos conjugados

Hazlo tu

a=

- a=2

¢ El producto de dos nimeros complejos conjugados es 48 y el argumento de su cociente es 60°.

Hallalos.

Llamemos 7, y 7, alos dos nimeros complejos conjugados que buscamos.

= 48°
To* T = 4800 — {oc—(x=0° — r=y48=443
Tol 7 = 1o, = 200=060° = o =30°
Por tanto, los ndmeros son:

2 = (443) 30°
2y = (443) L300 = (443) 3300

3. Relaciones entre las razones trigonométricas de un dngulo y los nimeros complejos

Hazlo tu
* Halla sen 15° y cos 15° a partir del cociente 150 : 1300.
145011300 =1150=1(cos 15°+i sen15°) = cos 15° + i sen15°
1450 =1(cos 45° + i sen 45°) = V2 +£i

22
%

1300 =1(cos 30° +7 sen 30°)=§+%i

2 42,

N 2 T2t 242 (2420 (B _J6-2i+4Gi+ 2 _{6+42+(/6-42)i
Boa, Bri WBr)B-) 341 4
2 2

20
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Por tanto:

B+l J6-17, g
i 642

cos15°+isen15°=

Pagina 145

4. Operaciones con humeros complejos en forma polar

Hazlo tu
* Calcula y representa las soluciones de %/(-2 + 243 4)3.

Pasamos z = -2 + 243 a forma polar teniendo en cuenta que se encuentra en el segundo cuadrante.

2]=4(-2)%+(23)2=4
25
2

g Ol = =—3 > o=120°

Ahofa CalCulamOS 23 = (41200)3 = (43)3 .120° = 643600 = 6400
Las raices cuartas buscadas son:

4 640024@0+260k; £=0,1,2,3

Si k=0 — 2 = 29200 =242 (cos 0° + i sen 0°) = 242

Si k=1 — 2, = 2y290° =242 (cos 90° + 7 5en 90°) = 2/2 i

Si k=2 — z3=242180=2V2 (cos 180° +7 sen 180°) = —242
Si k=3 — z4= 2422700 =242(cos 270° +i sen 270°) = =242 i

La representacion gréfica de las raices es:

2

%3 2

24

5. Resolucién de ecuaciones en C

Hazlo tu

¢ Resuelve estas ecuaciones:
a)z4+1=0
b)iz+3i-2=1+¢

a) A11=20 > A1 > z=41

4]
-1 = 11800. POr tanto, 2 = 1180°=1(180+360/€)/4; k = 0, 1, 2, 3

Si k=0 — 2z =145 = 1(00545°+i5€n45°)=%+gi

Si k=1 > 2= 1135°=1(005135°+isen135°)=—g+gi

21
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Si k=2 = 2z53= 12250=1(005225°+i:en225°)=—£—gi
Si k=3 = 2= 13150=1(cos315°+z’sen315°)=g—£i

b) iz +3i—2=14i — iz=l4i—3i+2 — iz=3-2i — z=23=2i _B=20i__» 4,
1 1-1

6. Calculo del valor de un parametro real en una igualdad entre complejos

Hazlo tu
e Halla el valor de x:

«/;=\/3+«/7i+ «/3—«/71'

Elevamos al cuadrado los dos miembros y operamos:

x=3+y7i+3-47i+29-7i2=6+8=14
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7. Ley del paralelogramo

Hazlo tu

* Si los vectores tuvieran el mismo médulo, formarian un rombo y sus diagonales serian perpen-
diculares. Interpreta grificamente la situacién para encontrar otra demostracién del teorema de
Pitagoras.

Como dice el enunciado tenemos un rombo de diagonales perpendiculares, cuyos 4 lados tendrin
igual médulo z. Consideremos el tridngulo rectdngulo coloreado, cuya hipotenusa serd z, y sus catetos

Zz+w

2

Zz—Ww

Y/

Sustituimos los datos que tenemos en nuestro caso concreto para ver que se cumple el teorema de Pitd-
goras:

2(‘z’2+‘w’2)=‘z+w‘2+’z—w’2 — 2(’z‘2+’z‘2>=|z+w’2+’z—w’2 —

2 2 2 2
2=‘z+w‘ +’z—w’ =|z:+w| +|z—w|

4 4 4

Zz =W

2

2
Z+Ww

2

- 4‘z’2= ‘z+w‘2+|z—w‘2 - ‘z|

22
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1. NUmeros reales y nimeros imaginarios

1+ 3xi

3-4i

* Hallar el valor que debe tener x para que el cociente sea:
a) Un nimero real.

b) Un nimero imaginario puro.

1+3xi _ (1+3xi) (3 + 4i) _ 3+ 45 +9xi +12 xi% _ 3-12x+(4+9x)i
3-4; (3-4i)(3+4i) 9+16 25

a) Para que sea real, la parte imaginaria debe ser 0.

4+9x=0 — x:—%

b) Para que sea imaginario puro, la parte real debe ser 0.

3_12x=0 — x=-L

4

2. Numeros complejos que cumplen ciertas condiciones

* Hallar un nimero complejo que tenga el mismo médulo que 442 + 342 y cuyo afijo esté en la

bisectriz del primer o tercer cuadrante.

El nimero buscado debe ser de la forma @ + 2 para que esté en la bisectriz del primer o tercer cuadrante.

|+ ai|=\a* + a = 242

442 +342i]=4(42)2+ (3/2)? =52
Luego:
a;=5
\/ﬁ=5‘/§—>242=50—>42=25—>{41 5
y=—

Por tanto, los niimeros complejos buscados son z; =5+ 5i y 2, =5 — 5.

3. Suma de nimeros complejos expresados en forma polar

¢ Calcular:
zl_‘/gn"'s?’_“
6 2
_ . % ;
2%—2<6‘056+ZS€71 6) V3 +i
V3.=3 (cosm+isenn)=—43

Por tanto:

20 =3, +33n =3 +i—(=y3)+(=3i) =243 - 2i (que estd en el cuarto cuadrante)
6 2

|243 = 2i|=4(2y3)2+(-2)2=4
-2 1_ 3

go=—2 =L = - =330"=11" rud

23 3 3 6
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4. Potencias y raices de numeros complejos

* Una de las raices sextas de un niimero complejo z es —3 + 7. Calcular z y el 4rea del hexdgono
cuyos vértices son los afijos de las raices sextas de z. Hallar esos afijos.

Como z= (—y3+4)°, pasamos a forma polar el nimero —y3 +7 que estd en el segundo cuadrante.

|3 +i]=4(=43)2+1%=2
1 V3

S N = AN I
1g OL=— 3 3 o=15
z :(2150°)6 :(26)6~150° = 64900° = 64180°

/64 1500 = Y64 180+ 360865 #=0,1,2,3,4,5

Las raices y los afijos son:

Si k=0 — 2z, = 23oo=2(cos30°+isen30°)=«/§+i — AW3,1)

Si k=1 — 2y=294=2(cos90°+i5en90°) =2 — B(0,2)

Si k=2 = 2z =2150o=2(co.f150°+z’sen150°)=—«/§+i — C(=3,1)

Si k=3 — 2,=25,0-=2(cos 210°+i sen 210°) = —y3 —i — D(—43,-1)

Si k=4 = 25=2570.=2(cos 270° +i sen 270°)=-2i — E(0,-2)

Si k=5 — z6=233On=2(cos330°+z'sen330°)=«/§—i — F(/3,-1)

La longitud del lado del hexdgono es igual al radio de la circunferencia circunscrita, que es igual al mé-
dulo de cualquiera de las raices, es decir, 2. El apotema del hexdgono regular es 2 - cos 30° = V3.

Por tanto, el drea del hexdgono es:

- perlmetroz- apotema _ 6- 22 3 6,3 2

5. Interpretacion grafica de igualdades con nimeros complejos

* Representar los niimeros complejos que cumplen la condicién dada.
a) g+z=2
b) z—z=-4i
o |z|=3
a) Si z=a+bi > a+biva—bi=2 — 2a=2 — a=1 — Re(z)=1y sec obtiene la figura a).
b) Si z=a+bi > a+bi—(a—bi)=—4i — 2bi=—4i —> 2b=—4 — b=-2 — Im(zg) =-2 yse

obtiene la figura b).

Re(z) =1 Im (2) =2 |z| =3

a) b) <)

3

24
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
A 4
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Para practicar

Numeros complejos en forma bindmica. Operaciones
1 Calcula.
a) 3+2))(2-4)-(1-4) (2-34)
b) 3 +2i(-1 + 1) — (5 - 4i)
c) 2i—(4-17)5i
d) (4-37) (4 + 3) — (4 - 3i)?
e 2+3-(2-4)?
f) (1 +29)*
Comprueba los resultados con la calculadora.
a) (3+2) 2—4)—(1-4)(2-31)=6-3i+4i—2i*—2+3i+2i—3i*=
=6-3i+4i+2-2+3i+2i+3=9+06i;
b) 3+2i(-1+i)—(5-4i)=3-2i+2i2—5+4i=3-2i-2-5+4i=-4+2i
€) —2i—(4—4)5i=-2i—20i +5i% = -22i—5=-5-22i
d) 4-3) (4+3)—(4-3)?=16—-(3)?>—-16-9i2 +24i=16+9— 16 + 9 + 24i = 18 + 24i
e) R+ —2-0?=Q+)Q2+)*—Q2-)?=Q+i)(4+4i-1)—(4—4i—1)=
=6+8i+3i—4-3+4i=—1+15;
£) (1+2)%=(1+20)2(1+24)2=(1+4i —4) (1+4i — 4) = (=3 +4i) (-3 +4i)=9—12i —12i =16 =—7 — 24i

2 Calcula.
a) i37 b) i126 C) i_7 d) i64 C) i_216
a) 37 =il =i b) 12622 =1 c)i—7=il7=_ii=i d) %4=i0=1 e)i_216:i2%:l’l0:%:1
3 Calcula en forma binémica.
(3+37) (4-2i) 2+3i
2) 2-2i b) (G+28)(-1+7)
93309 S S A WY
o (2+z')3.+(2i)4 5 (1_,)-?_2,-8
Z (1+2)
o B+30)(4=20) _12-6i+12i-6: _18+6i _ (18+61)(2+2i) _
2-2i 2-2i 2-2i  (2-2)(2+2))
36436i+12i—12 _ 24+48i . .
- 4+4 =g o
) —2+3i _ —2+3i _—2+3i _ (2+3i)(-6-21) _

(4+20)(=1+i) —4+4i—-2i-2 —6+2i (-6+24)(-6-2i)
_12+4i—-18i+6 _18-14i _9-7i _ 9 7 .

= = = — i

36+ 4 40 20 20 20

25
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o 2+5i () _5_2-2i+5i45 _7+3i _(7+3)(B3+2i) _21+14i+9i-6 _15+23i _15 23,
3-2i 3-2i 3-2i (3-24)(3+2i) 9+4 13 13 13
& 1ri =3-2i (+)Q+i) (B3-20)(1-3) _2+i+2i-1 -3+49i-2i-6_
2-i T 1+3i  (2-)@2+i)  (1+3)(1-3)) 4+1 1+9
_1+3i 9+7i 2+6i-9+7i 7+13i -7 13,
5 10 10 10 10 10
o 297+ QD% 24115416 _18+11i _yj_yg;
i i i
p A=P-7# _ 2-2i-1_-3-2i__, 3,
(1+4)? (1+4)? 2i 2
Dados z=1-34, w=-3+2i, t=-2i, calcula:
a) zwt b) zt—w(t+2) c) %t
2z -3t 3z +it 22— wi?
d) = e) =3 w f) B
z=1-34 w=-3+2i t=-2i
a) zwt = (1-34) (=3 +24) (<24) = (=3 + 2i + 9 — 6i%) (<24) = (B +114) (-2) = —6i — 224> =22 — 6i
b) 2t —w(t+2)=(1-34) (=2i) — (=3 + 21) (=27 + 1 = 37) = (=27 + 6i%) — (=3 + 24) (1= 54) =
=(=6-2i) = (-3+2) (1-50) = (=6 — 20) — (-3 +15i + 2/ —104%) =
=(-6-2)-(7+17)=-13-19:
O Wy =B+2i 9y 6i—4ir  (4+6)(1+3) _4+12i+6i+18i® _
z 1-3i 1-3i 12-(34)2 1+9
_14+18i __ 7.9
"0 575"
Q) 2e=3t _2(1-3)-3(=20) _2-6i+6i _ 2(-3-20) _—6-4i__ 6 _ 4,
—3+2i —3+2i (=3)2 - (24)2 9+4 13 13
C) 3Z+itw= 3(1_3l)+l(_21) (—3+2i)= 3—9l+2 (—3+2i)=
3 3 3
=(3—3i>(—3+2i)=—5+%i+9z‘—6i2=1+3371’
0 2wl _ (1-3)%2—(-3+24) (2)* _1-6i+9:*—(-3+2) (-4) _
2 2 2
_—8-6i—-12+8; _-20 , 2 .__ .
= 2 == +21 10+7
Los puntos A, B, C, D corresponden a los afijos de los niimeros 2
complejos 2y, 25, 23, 24 3
Efectiia y representa.
a) 21+ 24— 2 23 b) (2, - 2)? D
- c
) 5(=1—24) e )
%)+ 23 23+2y,
z1=5+3i 2y =-2+2i 23 =-3i z5=2

a) 2=2 84— 2y 23 = (5+34)2—(=2+24) (=31) =10+ 6i — 6i + 6i* = 4
b) 2'=(2y —2)) 2 =[-2+2i —(5+30)]2 = (-7 — )2 =49 + 14i + i* = 48 + 14i
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O 2= 5(z1—24) _ 5(5+3i—2) 5(3+3i) _(15+15)(-2+7) _ —30+15;—30i+15:*

Zytzy | —2+2i+(3i)  —2—i | (2-i)(2+]) 411 ==
d) grFim2 5-3i=(2-2)  (7-)Q2+3) _14+21i-2i-37 _17+19i
23 +24 2-3; (2-34)(2+3i) 4+9 13
Representacién grifica:
10 e
-10 2]
.z” 2 10 | 20 | 30 @ 40 @ 50
=10
6 Dado el niimero complejo z = —% + gi, prueba que:
a) l+z+22=0 b)l=z2
z
2
2 (L1, By 1,30 93,01 3 B, 2 B 1 B,
a)z'( 2+2’>'4+4’ A R R S S N T
2t L B LBy 1, B B
l+z+z -1+< 2+21>+< 2+2z)-1 Tt 5 iy 21-0
plo 1 1 2 2(-1-434)  _
g1, B, Zle3i —1eBi (1430 (-1-43))
2 2 2
_2(1-83i) _2(-1-43) _-1-y3i __1 43,
1+3 4 2 2 2
zt=— % — gi (lo habiamos calculado en a).
Por tanto; 1_p2
z
7 Calcula m y n para que se verifique la igualdad (2 + mi) + (n + 57) =7 — 24.
Q+mi)+ (n+5i)=7-2i
5 ' 5 2+n=7 |n=5
Q+n)+(m+5)i=7-2i > 52| me—7
8 Determina % para que el cociente I;"': seaiguala 2 -4
+
- ' , kil o 5 k=3
k+i:(k+l)(1—1):k—ki+i+1:(k+1)+(1—k)l:<k+l>+<l—k)i:2_l-_) 2
1+i (1+)(1-4) 1+1 2 2 2 1—/@2_1_>/€:3
2

Por tanto, £ = 3.

9 Dados los complejos 2—ai y 3 — bi, halla a y b para que su producto sea igual a 8 + 4.
(2—ai)(3—bi)=8+4i
6—2bi —3ai + abi* =8 + 4i
6—2bi—3ai—ab=8+4i
(6—ab)+(-2b—-3a)i=8+4i
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6-ab=8
2b-3a=4
_4+3a
b= -2
_ [4+3a)_ 4‘”73“2_
6 ﬂ(—_z )—8%6+ 5 =8
2
4MzSa =2 > 4a+3a*=4 — 3a*+4a—4=0
_4_2 __
_ —4i«/16+48=—4i8 <d_6_3 R
6 6 a==2-2 5 41

Numeros complejos en forma polar

10 Representa estos nimeros complejos, sus opuestos y sus conjugados. Exprésalos en forma polar:

a) 1-¢ b) -1+ o V3+i d)-3-i
e) —4 £ —2i 2) —%i h) 2+2y3i
a) 1—1'2«/5315'3 =1+ 1+
Opuesto: —1+i=«/§135°
Conjugado: 1+i=«/§45° .
b) —1+i=1y2135 ,
Opuesto: 1—i=42315
Conjugado: —1—7=4225 = —t
C) ‘\/§+i:230a NEPY
Opuesto: —y3—i=2,,0 o
Conjugado: «/3—1':23300 P N
—~3-i \3-i
d) _\/g_l.=22100 —\/—3+i '\B‘*i
Opuesto: 3 +i =253 ~N ol
Conjugado: —y3 +i =215 P
N
e) —4=4g) ‘
Opuesto: 4 = 4. ‘ = y

Conjugado: —4 = 4,4,

£) —2i = 24

Opuesto: 27 = 29

Conjugado: 27 = 2.
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_3._(3
® 4" (4>270°

Opuesto: ii=<i> 3il4
’ 4 4 o —31/4
i 33
Conjugado: 7 <4>900
h) 2+2y3i=4 it
Opuesto: —2—243i="4,,0 A
Conjugado: 2 —2y3i="45y v
v \
223 24273

11 Escribe en forma binémica estos niimeros complejos:

a) 2450 b) 37‘[/6 C) ‘/51800 d) 1700
e 1., ) 52700 8 1is0° h) 4,900
a) 2450=2(co:45°+i:en45°)=2<g+ig>=ﬁ+ﬁz’
3(eos v isen ) o3(43 ,;1)_343 3,
b) 3(7[/6)—3(60.\‘ G Hisen 6)_3<2 +12>— AN
©) v2180°=v2 (cos 180° +i 5en180°) = y2 (=1 +7-0)=—y2
d) 17=17
—cos T 4 T _;
€) 1) = cos yrisen—=i
£) 52700=-51
g) 11500:co:150°+isen150°:—£+ilz—ﬁ+ii

2 2 2 2
h) 4,00 =4 (cos100° +7 sen100°)=4(-0,17 +7-0,98)=—0,69 + 3,94

12 Dados los complejos z; = 25005 2, = 412005 23 = 331505 calcula:

a) zl . 22 b) ZZ . 33 C) zl . Z3
23 22 21° %3
D ) .
1 1 2
g 27 h) 23 i) 2}

Comprueba los resultados con la calculadora.

a) z;-2,=83p b) z;-23=12/5 ) 21-23=0655
Z Z Z1°Z

d) =2 =1,5,5 e =2 150=2510° f) ===1,55
21 21

g 21=450 h) 23 =64 D) 23=81
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(245
13 Calcula: TIE
(245°)2 _ 4g¢° _ 4 _ 4 _ 4 2 2 o 1+i

i+ a] T AU+ AU+ d? 2(1+)Q2) 2-2i 1-i 1-i 1+i wie

14 Expresa en forma polar y calcula.

a) (-1-4)° b) 41- /37 <) 464
d) ¥125: ¢) (<243 +24)° B (G- 43

a) (-1-9°=(2225)°=4V21125° = 44245 =4ﬁ(g+gi>=4+ 4i

b) 41— 37="42300= Y200+ 360 w14 = Y2751 900w 7= 0,1, 2,3

Las cuatro rafces son: 42750 42165 422550 423450
¢) 464 =4640. = Y25 360r b1 = 2420043 £=0,1,2,3

Las cuatro raices son: 242¢° =242 2«/590°:2«/§z' 2421800 =242 2«/52700:—2«/51'
d) ¥125i=312590 =530, 12004 para k=0, 1,2

Las 3 raices son:

543 -54y3 ) .
5300 ‘/7 +El 51500 = 52‘/7 +%l 52700 = —51

e) (—2B+2z’)6 =(41500)® =4 09699 = 4 096 gge = — 4 096
£) (3-41)%=(530652)° =125920°36' =125 300 36

15 Calcula y representa grificamente el resultado.

@ (550 b 3y
. i 3 3
e e R A L

11
=§(603135 +7s5en135°%) = : - :
=ﬁ(_ﬁ 2| -1, 1,

4 2 2 4 4

b)S 1+l 3 ‘/—45 ,—180_ —

—Z

Las tres raices son: 1gg0, 11gge, 13000

RN P

Liggo! i1
\

=" 13000
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16 Calcula y representa las soluciones.

a) Y4—-443i b) 4-16 o) ¥-27i
a) V4—443i=308300 =2 300+ 360" /3 = 2100°+ 120043 #=0, 1,2

Las tres raices son: \
21000 = _0,35 + 1,97i 2
. 2
22200 = _1,53 - 1,261 / 2™
2540 = 1,88 — 0,68i
4
b) 4=16 =416 180 = 2 (1804 3600 /4 = 2450k k=0, 1,2,3
Las cuatro raices son:
2450 = N2 +42i 21350 = =2 +42i
2p05= 2420 235=42-2i
o) ¥-27i=327 17032700 360 133 k=0, 1,2

Las tres raices son:

\S}

3900=3i 3
__ 383 3.
0=y T
343 .

17 Calcula pasando a forma polar.

. 275 8
a) (1+4y3) b) TERE
o §-729 d [2-2¢
-3+3i
a) (1+i«/§)5=(2600)5=323000=32(c05300°+z’5€n300°)=32(%—‘/5'):16—16«/51’

b) 8 _ 8¢° _ 8¢° _ % :<8) :<2>
(1-9°  (2315)° 4421575 442135 \442 ) 135 \V2 /05

=y2225 = y2 (cos 225° + i sen 225°) = ﬁ(—% - 721' =—1-i
&) §=729 =8/729150° = 3300, goos para £=0,1,2,3,4,5
Las seis raices son:
3300 = 2,6+ il 3900 =34 31500 = _2,6 + il
2 2
32100 = —2,6 — iZ 32700 = —3l 33300 = 2,6 — i

2
0 (T [ (2) () (2 ke
-3+3i 342135 \3/180° 3 )(180°+360° &) /12 3 )90 +180° &

Las dos raices son:
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18 Expresa en forma polar z, su opuesto —z, y su conjugado z en cada uno de estos casos:
a) z=1-43i b)z=-2-2i
© z=-243 +2i d) z=-5
e z=7i f) 2=-3-4i
a) z2=1-y3i=23005 —z=-1+y3i=2505 2=1+{3i=2¢
b) 2=-2-2i=2y2205 —2=2+2i=2y245; z=-2+2i=242135
Q) 2=-2y3+2i=4 505 —2=243 = 2i=43305 2=-2y3—2i=4,
d) 2=-5=51g05 —2=5=5¢5 2=—5=51g¢
€) 2=7i=7gg; —2=—=7i=7 3705 2=—7i=7 y700

f) Z:—3—4i:5233,130; —Z=3+4i=553’13°§ E=—3+4i:5126,87°

19 Representa los poligonos regulares que tienen por vértices los afijos de las siguientes raices:

a) Vi b) §-1 o 42/3+2i

5(7_5
a) Ni="1og=Li90r 1360 /5= L1g 172045 £=0,1,2,3, 4
Las cinco raices son: 1g; lgges Ligoes 1p34 13060

Representacién del poligono (pentdgono):

6
b) =1 =T 150 =1L (15004 360° /6 = Lzor 0045 £ =0, 1,2,3, 4,5

Las seis raices son: 13005 1gges 115005 12100 127005 13300

\

Representacién del poligono (hexdgono):

— T

O 4243 +2i = 44500 = 22300 360° 014 = 2730 9045 £=0,1,2,3
Las cuatro raices son: v27°305 v297°30% ¥2187°30' V2277230

Representacién del poligono (cuadrado):

A

20 Calcula 3z° y 4«/2, siendo z=—% + gi.

Primero, pasamos z a forma polar:

2 2
(8] -
3
g OL= % =—/3 — 0.=120° porque z esti en el segundo cuadrante.
2
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Luego z =150

20 =(1_150°)° = (140°)° :(15)5.240"=1120°:z:—%+£i

2
= _4
Yz = Vaaor= (VD) 2doe 360745 #=0,1,2,3

Si k=0 — zl=1600=1(60360°+z'sm60°)=%+gi

Si k=1 — z2:1150°:1(cos150°+isen150°):—§+%i
Si k=2 — 23:12400:1(50324O°+i:en240°):—%—§i
Si k=3 — 24:13300:1(cos330°+isen330°)=g—%i

Pagina 149

Ecuaciones y sistemas en C

21 Resuelve y expresa las soluciones en forma binémica.

a) 22+4=0 b)22+2z+4=0
0 22+32+7=0 d)z22-2+1=0
2 2 . Z1:—2i
a) z27+4=0 > z°=-4 — z=iJ—7=121<Z2:2i
zlz_L_Ei
b) zz+z+4=0_)zz_li,/l_m:_li,/_ls=_1¢Bz< 22
2 2 2 1,415,
Zy=——-+ 7
2
Zl=—i—JT9i
Q) 22+3z+7=0 > z=_3i 9-28 -3+ _19=_3iml < 2 2
2 2 2 gy 3,419,
)
lel—ﬁi
2 ~ C1x/1-4  1£y-3 1+43i 22
d) z22—2z+1=0 > z= 2 ) <Z _i+«/§l.
27272
22 Resuelve estas ecuaciones:
a) 2°+32=0 b)iz3-27=0
c)zs+li=0 diz*+4=0

8
a) 22+32=0 > z°=-32
5
=332 =32 150 = 215004 3605 = 23604 72045 k=0, 1,2,3, 4
Las cinco raices son:

2360 21080 21800 22500 23040
b) iz2—27=0 = 22 +27i=0 — 2°=-27i
2=3=27i=%27 1700 = 3270+ 360° 13 = 390412045 % =0, 1,2

Las tres raices son:

3900 32100 33300
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Q) 22+(1/8)i=0 — z=3(=1/8)i=31/8 176 =1/2 (2700, 360 by13 = 112000+ 120045 %= 0, 1,2
Las tres raices son:
12900=2i  1/25100=—V3—i  1/2330.=43 -1
d) izt+4=0 > 24 —4i=0 - z*=4i
2= 447 = 44 g =v2(90° 360° 114 =222 30"+ 90743 k=0, 1,2,3
Las cuatro raices son:
V222030 =1,3+0,5i
2112230 =-0,5+1,3i
V220230 =—1,3-0,5i
V2292°30'=0,5-1,3i

23 Resuelve las siguientes ecuaciones en C:
a) 22+4i=0 b) 22-22+5=0
) 2z2+10=0 d) 2% +1322+36=0
a) 22+4i=0 > z*=—4i > z:‘/——4':\/?700 = 2=2(270°1 360° k) /25 k=01

Las dos raices son: z; =235, 2, =235

. =1-2;
2 ~ 24420 2+y-16 2+4i . 21
b) 27 -22+5-0 = 2= =T _1i21<22=1+2i
5 ) 3 Z1=— Si
2 10=0 — 22°=-10 — 2°=-5 — z=%45i )
c 2z°+ z 2°=-5 — z=%5i <z2=/§z

d) z4+1322+36=0
zt=t
2 +13t+36=0
_—13im 1345 t=—4

2 2 ~ 9
Z2=—4 — z=+2i

22=-9 — z=+3i

Las soluciones son: 27 = 2gp; —2i = 257005 37 = 39ge; —3i =357

24 Obtén las cuatro soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)zt-1=0 b) 2% +16=0 ) z%-82=0
a) 24-1=0 = z%=1 = 2=41=41 g =15300 14 = logeps #=0,1,2,3
Las cuatro raices son:
1p=1 log =i
1ygp0=—1 1y700=—i
b) 24416=0 = 24=-16 - 2*=4-16=416150 =2 (150, 360° /4 = 245-s 0043 #=0,1,2,3
Las cuatro raices son:
2450=«/§+«/§i
2135:=—V2 +42i
2pp5i =2~ 21
2315 =42~42i
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z=0
4 3
_8 _—0 ﬁ _8 _—0
c) z Z z(z ) < 3/g

3*/§=3\/87()“2(360"/@)/3 =2120045 £=0,1,2

Las soluciones de la ecuacién son: 0; 20:=2; 21500 =—1+437; 25400 =—1—43i

25 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

3z—w=1-4 z2+3w=8-3i

a) . b) .
2z—-3w=8-8i 2z2+w=6-1i
S5z+4w=117 2z-5w=-5+2i

V) ) d .
3z-2w=11i 4z - 3w=-3-10;

) 32— w=1—1 —3.(1.9) —9z+3w=—3+3i

Y 22-3w-8-8i 22— 3w=8—8i
Sumando obtenemos: —7z=5-5i — z-= —%+%z’
3<—i+iz‘>—w=1—z’ w15, 22,22,

7 7 7 7 7 7

){z+3w=8—3i —2.(1.8) {—2z—6w:—16+6i

2z+ w=6—1i 2z+ w=6—1i

Sumando obtenemos: —5w=-10+5i — w=2—i
z2+32-47)=8-3/ > 2=8-3i—-6+3i=2

) Sz+4w=117i 2.4 Sz+4w=11;
“ 3z -2w=11i 62 — 4w =22i

Sumando obtenemos: 11z=33; — z=3i

5081 +4dw=11i = 4dw=—-4i — w=—i

" 2z —5w=-5+2i 22.(1.2) —42+10w=10—-4i
4z - 3w=-3-10; 4z — 3w=-3-10;

Sumando obtenemos: 7w=7-14i — w=1-2i

22—5(1-20) ==5+2i > 2z=-5+2i+5-10i > z=-4i

Interpretacion grafica de igualdades y desigualdades
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26 Representa y describe con palabras cada una de estas familias de niimeros complejos:

a) Re (2) =2 b) Im (2) = 1
c) Re(2) <0 d-1<Im(x<3
e) 2<Re(z) <5 P |z|<3
g) Arg (2) = 45° h) 0° < Arg (2) < 90°
a) b)
1
2

35



e)

2

g)

45°

d)

£)

h)

N

AN

l<€ Y\\

27 Representa los niimeros complejos z tales que z+ z =-3.

Llamamos z = x + iy.

Entonces: z=x—1iy

Asl, z+z=x+iy+x—iy=2x=-3 — x=—

Representacion:

3

28 Representa los niimeros complejos que verifican:

a) 3=—-2
b) |z +z|=3
o |z-z|=4

a) z=x+iy = Z=x—1)

z=—2 = x—iy=—x—1iy = 2x=0 — x=0 (es el eje imaginario)

36
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b) z+z=x+iy+x—iy=2x
2x=3ﬁx=3/2
1ol 2x =
levzl=l2el=3 <, "o O .,
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) 2—zZ=x+iy—z+iy=2yi
2y=4 — y=2
—-z|=[2yi|=|2y|=4
==zl 2l < )

2

-2

29 Escribe las condiciones que deben cumplir los niimeros complejos cuya representacién grifica

es la siguiente:

a) b) ) c)
1
‘—3 1 1 1
d) X D f)
wmy 7
1 -3 %2

*En a), b) y f) esunaigualdad. En c) y d), una desigualdad. En e), dos desigualdades.

a) Rez=-3 b) Imz=2
—3<Rez<2
d)0<mz<?2
2<Imz<3

Para resolver

c)-1<Rez<1

£) |2 =2

30 Calcula 2 y b de modo que se verifique: (2 + b7)? =3 + 4i

(a+bi))?=3+4i — a*+bi®+2abi=3+4i —

a*—b*=3

_ _ 4 _
2ab=4 — b= 32

= a2 b*+2abi=3+4i >

2
a

’ 4
42—<g> =3 - az——2:3 — a*—4=32 - 4 -342-4=0

a a



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

PR e R = P24 > a=12

2 —1 (no vale)

a=-2 = b=-1
a=2 — b=1

31 Halla el valor de & para que el producto (3 — 67) (4 + bi) sea un niimero:
b) Real.

a) Imaginario puro.
(3—64)(4+bi)=12+3bi —24i+6b=(12+6b)+ (36— 24) i

a) 12+66=0 > b=-2
b) 36-24=0 — 6=8

32 Calcula x para que el resultado de (x + 2 + ix) (x—7) sea un nimero real.

(c+2+5%) (x— ) =x% — xi + 2 — 20 + x2 7 — xi> =

=x?—xi+2x—2i+ix*+x=(x2+30)+(x2—x—2)i

Para que sea real, ha de ser:

-1
) 1+/1+8 1+3 1
W ox=220 5 x2S <x2:2

33 ;Para qué valores de x es imaginario puro el cociente x—_4-z?
x+i

x—4i_(x—4i)(x—i)_x2—4+ —Sx_;

x+i (c+d)(x—7)  x2+1  x241

Para que sea imaginario puro, ha de ser:

2 _4
x——O — x2_4- 0<x__2

x?+1
34 Calcula el valor que debe tener 2 para que el médulo del cociente a1+ 2{ gea Sf .
—i
a+2i _(@+2)(1+41) a+ai+2i+2i®> _a- 2+(a+2)z’

=T (l—z)(1+z) 1+1

1
7= a 2 a+2> /a2+ | +4 +4 3(

Elevamos al cuadrado los dos miembros de la igualdad:

Z+4 9 2 dl:ﬁ
T

2 2

35 Halla el valor de x en las siguientes igualdades:
a) V4 +20i+/4—20i=x b) V3 +6i—y3 - 6i=12x

a) «/4+mi+\/4—mi:«/;
Elevamos al cuadrado a ambos lados y operamos:
x=4+@i+4—@i+2J3_6
x=20

b) 3+ 167 —3 - J6i=/2x
Elevamos al cuadrado a ambos lados y operamos:
2x:«/7+«/8i+«/3—«/8i—2«/§
2x=2{3-2{9 - x=43-3
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36Si 2= (%+i' +42+ 43+ ... + i1%(3 + ki), halla el valor de % para que el médulo de z sea 5.

10 _ -0

O+ile . +i10= % porque es la suma de los términos de una progresién geométrica de razén i
Z_
i d0-30 M- i1 (-1)G+)  PAoi-i1_ -2i
i—1 i—1 i—1 -1 @GE+1) 21 -2

Por tanto: z=7-(3+ ki)=—Fk +3i
| z|={(A2+32=\k*+9
|z]=5 — VB2 +9=5 > ky=4, ky=—4

37 Halla dos niimeros complejos tales que su cociente sea 3, la suma de sus argumentos 7/3, y la
suma de sus médulos 8.

* Lldmalos 1y y sg y escribe las condiciones que los relacionan.

r-3

s
r+s=8
a+B=X
+B 3
o-pB=0°

Hallamos sus médulos:
r_3 r=3s
;+S:8 - 35+5=8; 45=8; 5=2; r=6

Hallamos sus argumentos:

Los ndmeros serdn: 6,6 v 2.6

38 El producto de dos nimeros complejos es —27 y uno de ellos es igual al cuadrado del otro.
Calcdlalos.

Llamemos z y w alos complejos buscados.

{zw=—27 — w3=—27 — w:3—27 — w:3,/27180«:=3(1300+360%)/3; k=0,1,2

Z=LU2

*Si k=0 — wl=3600=3(€0560°+i5€n60°)=%+ 3fi
943 ;

B z

zy=wi=Bgp) 2= 91200 =9 (cos 120°+i5€n120°)=—%+

*Si k=1 — wy=3,g0-=3(cos180°+7 sen180°)=-3

2y =w5=(350) > =900 =9 (cos 0°+7 sen 0°) =9

3261.

_ 943,
2

*Si k=2 —> ZU3=33000=3(C‘05300°+i5€72300°)=%—

23 =w% = (3300°) > = 9240 = 9 (cos 240° + i sen 240°) = —%

Hemos obtenido tres soluciones del problema.
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39 Halla dos niimeros complejos conjugados sabiendo que su suma es 8 y que la suma de sus mé-

dulos es 10.

z+2z=8 _

_ Como |z|=|z| = |z]=5
|z|+|z]|=10
Si llamamos:
z2=a+bi > z=a—"bi

g+z=a+bi+a—bi=2a=8 — a=4

|z|=|Z|=Aa? +6* =16+ b2=5 — 16+b2=25 — b*=9 — b=+9=13

Hay dos soluciones:
z1=4+3i > z;=4-3i

Z2=4—3i —> Ez=4+3i

40 Representa grificamente los resultados que obtengas al hallar %—2 — 27 y calcula la longitud del

a1

lado del tridngulo que se forma al unir esos tres puntos.

* Usa el teorema del coseno para hallar la longitud del lado.

3-2-2i="{825 = V22250360 /3 =275 41204

Las tres raices son:

1= 1275
2y =42195°
23=42315°
LA
120° \\[

\
7
R

R
L7 23

Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno:
[2=(«/§)2+(«/§)2—2«/§~«/5605120°=2+2—4<—%>=4+2=6
/=6

Dibuja el hexdgono cuyos vértices son los afijos de %—64.
:Obtienes el mismo hexdgono con los afijos de %/64i; %64; 4-64i?

Compruébalo y representa los resultados obtenidos.
m=m=2(180°+360°/e)/6; k=0,1,2,3,4,5

eSi k=0 — zl=23on=2(cos30°+i5€n30°):«/§+z'

*Si k=1 = 2,=290=2(cos 90° +7 sen 90°) = 2i

*Si k=2 — 23=2150:=2(cos 150° + i 5en150°) = —y3 +i
*Si k=3 = 24=25100=2(cos 210° +i 5en 210°) = —{3 —i
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*Si k=4 = 25=2570-=2(cos 270° +i 5en 270°) = —2i
*Si k=5 — z5=2330:=2(cos 330° +i sen330°) = {3 — i

Representacién grafica:

B4 1.

No se obtiene el mismo hexdgono porque las raices sextas de dos nimeros distintos son diferentes. Se
obtienen hexdgonos girados con respecto al primero. Veamos los siguientes casos:

66«/7’: 6"6490°:2(90°+360°/€)/6; k = O, 1, 2, 3, 4, 5

e Si k=0 — ZI=215°

82
*Si k=1 = 2z,=2 Ege=mt
©Si k=2 5 z3=255 e
*Si k=3 > z4=295 4«
*Si k=4 = 2z5=2)55 AS/A N ZG
*Si k=5 — z5=255 i
V64 =640 =20 3600165 k=0.1,2.3,4,5
*Si k=0 — 2, =2
*Si k=1 > zy=2¢ z3 """"" 'f"z
*Si k=2 = z3=2yy
©Si k=3 > 2= 25 - bd
©Si k=4 > z5=2,
©Si k=5 = 2= 230 e o
8=64i = 64370 = 2 2700 36070065 #=0,1,2,3, 4,5
Si k=0 — 2 =2s et .
©Si k=1 z)=2ps e A
*Si k=2 = z3=255 3 3
*Si k=3 = z5=255 ',“ZG
©Si k=4 > z5= 255 I )&
©Si k=5 o z5= 230 5
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42 Halla los nameros complejos que corresponden a los vértices de estos tridngulos equildteros.

3

Calcula en cada caso el niimero complejo cuyas raices ctibicas son esos vértices.
Como los afijos estdn en los vértices de un tridngulo equildtero, los nimeros complejos son:

a) Z) = 3900 =3;

23=3510-=3(cos 210° +i sen 210°)=—¥ %z’
343 _3,
2

23 =33300 =3 (cos 330° + 7 sen 330°) = >

b) Z1:3ou=3

2z, =31200=3(605120°+isen120°)=—%+32—ﬁi

23= 3400 = 3 (cos 240° + 7 sen 240°) = _% _ #i

Pagina 150

43 ;Pueden ser las raices de un complejo z los nimeros 2540, 21990 21720 22440 ¥ 2316°¢ En caso
afirmativo, halla z.

* Comprueba si el dngulo que forman cada dos de ellas es el de un pentdgono regular.
28° +72°=100° 100° + 72° = 172°
172° + 72° = 244° 244° + 72° = 316°
Si son las raices quintas de un nimero complejo. Lo hallamos elevando a la quinta cualquiera de ellas:

z= (228")5 = 32140

44 El nimero complejo 344 es vértice de un pentigono regular. Halla los otros vértices y el nimero
complejo cuyas raices quintas son esos vértices.

Los otros vértices serdn:

31120 31840 3256° 3308°
El ndmero serd: z = (340:)° = 243,00

45 Una de las raices cibicas de un nimero complejo z es 1 + 7. Halla z y las otras raices ciibicas.

1+i= «/5450
Las otras raices ctibicas son:
‘/E4S°+120°=‘/§165° ‘/2165°+120°=‘/§285°

Hallamos z:

z=(1+1)3=(245)3 =8 135° = 8 (cos 135° + i s5en 135°) = «/§<—

=
~.
N‘ﬁ
~———
i
NS
+
K

2"
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46 Busca dos nimeros complejos cuya suma sea —3 + 37 y que una de las raices cuadradas de su
cociente sea 27.

Sean z y w los nimeros complejos buscados. Entonces,

z+w=-3+3i > ~4dw+w=-3+3 > w=1-i

z=—4w

z+w=-3+3i
2 _(21)? %{
z=—4(1-47)=—4+4i

47 Expresa cos 400 y sen 40. en funcién de sen 0. y cos 0, utilizando la fé6rmula de Moivre. Ten
en cuenta que: (@ + b)% = 4* + 4ab + 62202 + 4ab’ + b*.

4 4

oL+ 47 cos> 0L sen OL — 6 cos OL sen® oL — 4i cos OL sen’ o + sen* oL =
4

cos 40+ i sen 40 = (cos O+ i sen ) 4 = cos

4

= cos* 0L — 6 cos® oL sen® o + sen* oL+ (4 cos® O sen OL — 4 cos O sen> L)

De aqui obtenemos que:

4 4

cos 4(1 = (oS 0(—66‘0S2 o 56’7’12 O+ sen” O

sen 40, = 4 cos® oL sen OL — 4 cos O sen’ o,

48 Un pentdgono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de sus vértices en el

punto (V2, ¥2). Halla los otros vértices y la longitud de su lado.
El punto (2,42) corresponde al afijo del nimero complejo z= 2+2i=2 45°-
Para hallar los otros vértices, multiplicamos z por 1-,.:
2 =217 =-0,91+ 1,78; 23 = 2,590 = —1,97 — 0,31
24 = 29610 =031 1,97i 25 = 23330 = 1,78 = 0,91
Los otros cuatro vértices seran:
(-0,91;1,78) (-1,97;-0,31) (-0,31;-1,97) (1,78;-0,91)

Hallamos la longitud del lado aplicando el teorema del coseno:

[2=22+22-2.2.2.¢0572°
?=4+4-8.031

[>=8-2,48 [
=552

/= 2,35 unidades

49 El afijo de 3 + 27 es uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen de coordenadas.
Halla los otros vértices y el drea del cuadrado.

Si tenemos un vértice de un cuadrado centrado en el origen, para calcular los otros vértices tenemos
que multiplicar por 7= 1gg y asi hacer giros de 90°.

z1=3+2i 2y=(3+20)i=-2+3i z3=(-2+3i)i=-3-2i z4=(-3-24)i=2-3i
Los otros vértices serdn: (=2, 3), (-3, -2) y (2, -3).
La diagonal del cuadrado mide: 2|z;|=2v9+4 =213 porque estd centrado en el origen.

El 4rea del cuadrado es (usando la férmula del 4rea de un rombo):

A 2B g
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50 ;Pueden ser los nimeros complejos z; =2 + 4, 2, =-2 + i, 23=-1-2{ y z;,=1-24, las raices

51

de un nimero complejo? Justifica tu respuesta.

No, porque sus afijos no se encuentran en los vértices de un po-
ligono regular centrado en el origen. Podemos comprobarlo en el z,
siguiente grafico:

. 3
Z3 Zy

Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean:
a)l+iyl-i b) 5i y -5
©)2-3iy2+3i d)4-iy 1+2i
a) [x—(1+)][x—Q=)]=x*-Q-)x—1+Hx+(1-i%)=
=x?—(1—i+l+)x+(1-D)=x*-2x+2=0
b) (x—54) (x +57) = x% + 5xi — 5xi — 254 = x> +25=0
o [x=2-3)][x—2+3)]=(x-2+3) (x—2-37)=
=x? —2x+3xi — 2x + 4 —6i —3xi + 6i — 9i* = x* —4x +13=0

d) En este caso, la ecuacién de segundo grado no tendrd coeficientes reales porque las soluciones no
son niimeros complejos conjugados.

x—(4—D)][x—(1+2)]=(x—4+5) (x —1-20)=x*—(5+)x+6+7i=0

52 Halla el valor que debe tener m para que 1 — 27 sea una solucién de la ecuacién siguiente:

2 -mz+5=0

Calculamos las soluciones de la ecuacién:

Comprobamos ahora cudles son las soluciones si 7 = 2.
z= % ty—4=1+2i

Luego, en efecto, 1 —2i es una de ellas.

53 Resuelve estas ecuaciones:

a) 2z2+3i—-2=3+zi b) 5+i)z=3z+4i-2
o (1-d)z%=1+i d) (B -77)z=2i*2 -3

=3 _3; _AN_5_2a; 5-3i _ (5-3)Q2+i) 13-
a) 2z—2i=3-3i+2 > z(2-1)=5-3i > z= 3T 2)0e) 5

b) 5+i)z—32=4i-2 — 2+i)zg=4i-2 — z= 4i-2 _2iQ2+i) =2i

2+1 2+1
_lei V2 42,
- (1+9) (141 (e _— T2 T2 2
o) z’= 1vi 2 40)04s) 2 Ute <
1-i (1-4)(1+3) 2 1+i V2 42

d) (i—i)z=2(-1)=3 (i) = —2iz=-2+3i —> z:‘z_—;fi:—%—i
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54 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

) {z+w=—1+2i b) {z—w=5—3i

iz+(1-7)w=1+3i Q+i)z+iw=3-3i

iz+w=5+5¢

z+w=-1+2i 2+2w=2+1
c) d
2—w=-3+4i

a) Multiplicamos por —i la primera ecuacidn:
{-z‘z —iw=i+2

) . . — Sumamos miembro a miembro:
iz+(1-)w=1+3;

—iw+ (1 -Dw=i+2+1+3i > (1 -2)w=3+4i

_3+4i_ (3+4)(1+27)  —5+10i _ .
W 2T 2. T 5 Tl

z=—1+2i—w=-1+2i+1-2{=0
Solucion: z=0; w=-1+2i

b) Multiplicamos por i la primera ecuacidn:
Zi—wi=5+3
. )  Sumamos miembro a miembro:
QR+ z+wi=3-3i
zi+(2+40)z=5+3+3-3i > (2+2{)z=6+2i

_6+2i _(6+2)(2-2) _16-8i _,
2+2i 4 — 442 8

w=z-5+3i=2—-i—-5+3i=-3+2;

z —1

Solucion: z=2—i; w=-3+2i

z+w=—1+2i

) ¢ Sumando miembro a miembro:
z—w=-3+4i
22=—4+6i > z=-2+3i
w=(-1+2i)—(-2+3i)=1-:

Solucion: z=-2+3i; w=1—-1i

Zz+2w=2+i
‘ . Multiplicamos por -2 la 2.2 ecuacién y sumamos:
iz+w=5+5i

Z+2w=2+i

—2iz—2w=-10-10¢

} (1-2i)z=-8-9i — z==3=91_9_5;
1-2;

o 24i=(2-5) _6i

2 P

Solucién: z=2—5i; w=3i

55 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 22+22-2=0 b)2>-322+2+5=0
0 z4-722-144=0 d) z4+222+2=0

a) Usando el método de Ruffini, obtenemos:
P+z2-2=(2—-1)(z%+22+2) = z =1

—2+44-38

22 +22+2=0 — z= 5

——14i = zy=—1+i, z3=—1—i
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b) Usando el método de Ruffini, obtenemos:
22 —322+2+5=(2+1) (2> —42+5) — z,=—1

22—4Z+5=0 - z:@

) =2ii_>22=2+i, 2322—i

o 24722 -144=0
Se trata de una ecuacién bicuadrada. Haciendo el correspondiente cambio de variable, obtenemos:
22=-9 — z=+y9=+3i - z,=3i, z,=-3i
72216 »> z=+y16=+4 > z3=4, z4=—4

d) 2%+222+2=0

Se trata de una ecuacién bicuadrada. Haciendo el correspondiente cambio de variable, obtenemos:

2 —Zi«/j
z S T—

22=—1+i={2135 — Z=V‘/§135°=4‘/§(135+360°/e)/2; k=0,1 — 2z1=4267,5 2,=42247,5

Z22=—1—i=y225 — Z=vﬁzzs°=4ﬁ(225°+360°/@)/2; k=0,1 — zl=4ﬁ112,5°; z2=4ﬁ292,5°

=—1+i

56 Halla los niimeros complejos cuyo cuadrado sea igual a su conjugado.

2

Buscamos los nimeros tales que z°=7%.

En forma polar, (roc)2 =7
e [ S
207007 a0 |300=0°4360%  |ou =0° 01, =120°, 013 =240°
71=0 — z; =0 esuna solucién
{rz =1 = z,=1(, 23=1150% 24=1,4¢ son lasdemds soluciones
Los nameros son:

z21=0 2z =1p z3=1ljp0 2z4=1y

Cuestiones tedricas

57 :Se puede decir que un nimero complejo es real si su argumento es 0°?

No, también son reales los niimeros con argumento 180° (los negativos).

58 Si z=ry ;quérelacién tienen con z los nameros 7, 1500 ¥ 7360°_ %
To s 180° = —2 (opuesto de 2)

360° o = 2 (conjugado de z)

59 Comprueba que:

a) s+w =3 +w

b)z.w=z-w

c) kz =kz,con ke R

Z=a+bi=ry = z=a—bi=ryge_g

w=c+di=ry > w=c—di=r35_g

a) z+w=@+0)+b+d)i > zvw=(a+c)—(b+d)i

zrw=a—-bivc—di=(a+co)—(b+d)i=z+w
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b) z-u/:(r-r')OHB - M=(7-r')3600_(a+3)
z-w=(r-7)360 360"~ p=(77") 360 (0 p) = Z W
C) kz=ta+kbi — kz=ka—kbi
kz = ka — kbi=kz

60 Demuestra la siguiente identidad:

61 El producto de dos niimeros complejos imaginarios, ;puede ser real? Acldralo con un ejemplo.
Si. Por ejemplo:
z=1i, w=1i

z-w=i-i=it=-1€ R

62 Representa el nimero complejo z = 4 — 3i. Multiplicalo por i y comprueba que el resultado
que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de 90°.

iz=4i—3i%=3+4i

63 ;Qué relacién existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto?
Se diferencian en 180°. Si el argumento del nimero es @, el de su opuesto es:

180° + o

64 ;Qué condicién debe cumplir un niimero complejo z = a + bi paraque z = 1,
z

* Halla i, eigualaa a-— bi.
z
1 1 a—bi a—bi

;=ﬂ+5i=(4+bz’)(¢—[7i)=42+bz=d_bl
ﬁ:a £=a’+b* > a2 +4=1 (médulo1)
a+

ﬂz_isz:_b Ha de tener médulo 1.
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65 Sean z y w dos nimeros complejos tales que:
-2 Jwl- 2

Determina cudles de las siguientes igualdades son verdaderas y cudles son falsas:

a) |z +w| =242 b) 32| = 342
O |z-w|=2 d)‘%’=%

Para resolver este problema debemos tener en cuenta que |z =z - z:
z=a+bi —> z-z=(a+b)(a—b)=a?+b*=|z}

a) Falso, porque z + w representa la diagonal del rectdngulo cuyos lados son z y w. Por tanto, su
longitud no puede ser la suma de las longitudes de los lados.

b) Verdadero.
Si z=a+bi = 3z=3a+3bi
13z |=|3a+3bi|={(3a)2+(3b)2=3ya> +b*=3|z|=342

¢) Verdadero. El médulo del producto de dos niimeros complejos es el producto de los médulos, tal
como hemos visto en las operaciones en forma polar.

|z-wl=|z|-|w|=y2-42=2

d) Verdadero. En forma polar 1_1e =<l> y, por tanto, el mdédulo del inverso de un nimero
z -0

7o r

complejo es el inverso del médulo.

L)L L 2

zl |z] 2 2

66Si z=7, y w=sp ;qué relacién debe existir entre 00 y B para que ocurra cada una de las si-
guientes afirmaciones sea verdadera?
a) z- w es imaginario puro.

z
b) €S un ndmero real.

¢) z-w se encuentra en la bisectriz del primer o tercer cuadrante.
a) z-w=ry-53=(r5g.,p

Por tanto o0+ 3=90° o o+ =270° esdecir, B=90°—a,=450°-0a o B=270°-aq,
B =630°-o0.

b) i=&=<1>
w s s/o-PB
Por tanto, ot —B=0° o o0 — P = 180° esdecir, B=0c o B =0 —180°
c) Z-LU=V(X'SB:(7‘5)0L+B
Por tanto, o + B =45° o o+ [ =225° esdecir, f=45°—0, B=405-0a o B=225-q,
B =585 -o0.

1. 43

67 Sea z= 0 un niimero complejoy w =— 2t 71’. Justifica que los afijos de z, zw y zw? son

los vértices de un tridngulo equildtero.

w4 (4]
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Elafijo de zw=z- (1,5() esel punto que se obtiene girando z un dngulo de 120° respecto del origen
de coordenadas.

De la misma forma, el afijo de zw? = z - (1,4 es el punto que se obtiene girando z un dngulo de
240° respecto del origen de coordenadas.

Por tanto, los afijos de los tres nimeros complejos estdn en los vértices de un tridngulo equildtero.

Pagina 151

Para profundizar

68 Cualquier ecuacién ciibica (aunque no tenga ninguna raiz entera), 2> + a2 + bz + ¢ = 0, se pue-
de resolver mediante el método de Cardano, aplicando esta férmula:

_ 3[4 3\/_1_ _a
o= L84

3
2 3
3b-a® 243 —9ab+27c _(g) (g)
conpsTTzTT 4T 27 yA=12)+\3

Si A >0, laecuacién tiene una solucién real y dos complejas; si A =0, tiene dos soluciones reales,
una de ellas doble y la otra simple (aunque también pueden coincidir); y, si A <0, se obtienen tres
soluciones reales simples. Este ultimo caso resulta muy interesante, pues resulta necesario pasar
por los niimeros complejos para obtener las soluciones reales.

Resuelve, usando el método de Cardano, esta ecuacién:
P+22-2-2=0
1 .
—1i.
V3

Para calcular las raices de la ecuacién, expresa % +/A y _Z_q — A en forma polar y halla to-

Para ello, aplica la f6rmula anterior. Obtendras A = %, por lo que JA =

das sus raices.
Para la ecuacién que nos piden solucionar tenemos 2=2, b=-1, c=-2.
Busquemos los valores de p, g y A:

_3.4_ 7 _16+18-54 _ 20
=73 3 1 27 27

A=<_ﬂ>2+<i>3= 100 343 _ 243 _ 1 x_[1_ i
27 9 729 729 729 3 3 3
Por tanto: —%+«/Z=§—2+%
Buscamos la forma polar de —%+ﬂ=§—2+%=%+%:
r= 100 +l=0,69
729 3
1
B _ 27 e, 10, i
go=—"=—""— — 0=57,3" > ——+—==0,6957 3
4 10 1043 273 57.3
27
Para encontrar la forma polar de é—g—é calculamos 7 y o
e 1001 _ g 69
729 3
_ L
V3 _ 27 oy 10, i
go=—>"=—2" — o=-57,3" = = +--==0,69_5; 3
27
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Para hallar el valor de z con el método de Cardano nos falta hallar las raices cibicas de estas dos
expresiones:

3/10 . 7 _3
— + L =72/0,69<5 5. = 0,889 360° ara £=0,1,2
27 + 3 57,3 19 +T/e p

Sus 3 raices son: 0,88 9:, 0,8839:. 0,88,55° que en forma binémica se escriben como:
2,=-0,17 — 0,87

2,=0,83+0,29i

23=-0,67 +0,58

3/10 i _3
29 2 _3/0,69 c=0,88 9o, 360° k=0,1,2
27 3 73 1k par

Sus 3 raices son: 0,88_19:, 0,881, 0,88,,1- que en forma binémica se escriben como:
z4=2,=—-0,17+0,87i

25=2,=0,83-0,29i

26 =23=—0,67 +0,58i

Buscamos ahora las raices de la ecuacién aplicando la férmula:

3 3
-1 \/1_ _a__2
Z‘\/fﬁ* 2= 5=5

Como A <0, sabemos por el enunciado que habrd 3 soluciones reales, por lo que al sumar las raices
encontradas, lo hacemos de forma que la parte imaginaria sea 0. Hemos visto que cada raiz z, 2,, 23
tiene una raiz conjugada en 2y, 25,25 por lo que sumando una raiz y su conjugada obtendremos la
parte imaginaria igual a cero como queremos:

2, +24=—0,17 - 0,87i +(~0,17 +0,874) —% -1
2y +25=0,83+0,29i +(0,83 — 0,291) —% -

23+ 25 =— 0,67 +0,58i + (0,67 +0,581) —% =2

69 Halla los niimeros complejos cuyo cubo coincide con el cuadrado de su conjugado.

Si el nimero complejo es 7, tenemos que:

7 =

300=—

(V(x)3=(7_q)2 - (73)30(:(72)_20( — {
r —7' =
500 = O°+360°k

o
{72(7_1) 0
s

%

\J

500=0°+ 360°/e

0 72 1
0y =0, 0y =72%, 013 =144%, 0, =216°, 015 =288°

l

{”1 =0 — z;=0 esunasolucién
H

rp=1 = zy=1p, 23=1750, 24=1 144 25=1716 26=12gg°

son las demds soluciones.

LOS nl’lmel‘os son: O, 100, 1720, 11440, 12160 y 12880.
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70 Si el producto de dos niimeros complejos es —8 y dividiendo el cubo de uno de ellos entre el otro
obtenemos de resultado 2, ;cudnto valen el médulo y el argumento de cada uno?

Z=ry
w=rp , ' o r-r'=8
—8=8150° r“'rﬁ'(r'r)ouﬁ— 180° o+ p=180°
2=2
3

(r,)3 s 3 =

:f =r—,a= - =2g0 —> 7

B B 30— 3a_B=00
Asi:

o =45°

o+ P=180°
B-135°

— 0+300=180° —» 400=180° —
3a.=f

Por tanto, z =245, w=4135

71 Calcula el inverso de los nimeros complejos siguientes y representa grificamente el resultado
que obtengas:

a) 33
b) 2i
c) -1+

:Qué relacién existe entre el médulo y el argumento de un nimero complejo y de su inverso?

e,
31[/3 3n/3 3 —n/3 3 5n/3

H3z3 =T/3

—1/2i
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Q) —l+i=y2135

1 __lo (1) (1> 11,
“l4i 2135 \V2) 350 \V2 )50 2 2

1_(1

Si z=r, entonces —= (—) .
Z  \T/360°-a

72 Representa grificamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada caso?
a) [z-(1+4)|=5 b) |z— (5 +2{)| =3

a) Circunferencia con centro en (1, 1) y radio 5.

(11

[

b) Circunferencia con centro en (5, 2) y radio 3.

15, 2)

73 Escribe la condicién que verifican todos los niimeros complejos cuyos afijos estén en la circunfe-
rencia de centro (1, 1) y radio 3.

|z—(1+4)]=3

52



MNAYABACHILLERATO

Matematicas |

74 La suma de los nimeros complejos z=a + 3i y w=b-5i dividida por su diferencia es un nd-
mero imaginario puro. Prueba que z y w han de tener el mismo médulo.

grw=a+b—2i
z—w=a—b+8i

M:ki con £ nimeroreal — 2+ b—-2i=(a—b+ 8i)ki —
a—b+8i

avb=-8k  [evb=-8k
— a+b-2i=-8k+ka-b)i — {—2=/e(a—b) - d_b:_%

Multiplicando miembro a miembro obtenemos: «? —6%=16

Por otro lado:
|z]|=a?+3%=ya?+9
lw|=yb%+(=5)2 = b + 25

Para que los médulos sean iguales, deberia ser:

Va2 +9=4b?+25 — a*+9=b6>+25 — 4*>—b*>=16 vy esto es exactamente lo que hemos obtenido
a partir de los datos del problema.

75 Sea z un niimero complejo cuyo afijo estd en la bisectriz del primer cuadrante. Comprueba que
LH es un nimero real.
z+1+1

El ndmero complejo que estd en la bisectriz del primer cuadrante es de la forma z = a + 4i.

avai—1—i a-1+(a-1)i [a-1+(@-1)d-[a+1-(a+1)i]

avai+l+i  a+l+(a+1)i  [a+l+(@+1)d]-la+1-(a+1)i] B

_ (@a-1D)@+)=@-D@+Di+@=D(a+1)i—(a—1)(a+1):* _
(@+1)2+@+1)2

_2@-1)(a+l) a-1
2(a+1)? a+l1

, que es un numero real.
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Pagina 151

1 Efectiiay representa la solucién.

3-2i)*-(1+4)(2-1)

-3+7
(B3-2)2-(1+)(2—-4) 9+4i>-12i—(2—i+2i—i®) 5-12i—3—i _
—3+i - —3+i - —3+i -
_(2-13)(3-49) _—6+13/2-2i+39i _-19+37i __19 37,
(-3+4)(-3-1) 9_;2 10 10 10

2 Calcula z y expresa el resultado en forma binémica.

4 —V3+i
Vz= 72

7= —«/3+z')4
-\

Pasamos numerador y denominador a forma polar:

r=y(=y3)%+12=2

i< rgo=—L - 0=150°

NE}
2i = 2o

4
z= <21i) =({260) 4= dpg00 —> 2 =4 (cos 240° + i sen 240°)
290

3 Halla a y b para que se verifique la igualdad:
5(a-2i) =3 +i)(b-1i)
5a—-10i=3b—i*-3i+bi — 52—10i=3b+1+(-3+b)i

Toualando | Sa=36+1 b 4
gua anqao las COmpOnentCS _10=_3+é — :_7> a=—
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4 Resuelve la ecuacién:

22-10z2+29=0
1=5+2i
,=5-2i

Zlei;—N3:10;4i<<::z
z

Soluciones; z; =5+ 2i, z,=5-2i

Calcula el valor que debe tomar x para que el médulo de LZI sea igual a 2.

x+2i (0420 (1+d) _ x+2i%4xi+2i  x—2+&+2)i x-2 x+2;
1-i  (1-9)(1+9) 12 1+1 2 2

2 2
. _ (x=2 x+2\ _ x2+4 x*+4
i o3 e 0

x1=2
— x?+4=8 — x2=4< :

Xp = -2
Soluciones: x; =2, x,=-2

Halla el lado del tridngulo cuyos vértices son los afijos de las raices ctibicas de 443 — 4.
2=43 - 4i

Expresamos 443 — 4 en forma polar:

A=z
r=y(443)% +(-4)*=8
43— 4i=8,,
tga=—%—>0€=330° 13- 4i=8530
0

z1=2110° B=z
2 =83300 = ¥8330° 1 3603 23 =2230°

23=2350° C=2

En el tridngulo AOB conocemos dos lados, OA=0B=2, y el dngulo comprendido, 120°. Aplican-
do el teorema del coseno, obtenemos el lado del tridngulo, AB:

AB*=22422-2.2.2¢0s120°=12 — AB=y12=33 u

Representa grificamente.

a)1<Im(z) <5 b) |z| = 4 c)z+z=—4
a) 5 b)

o] 1
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& Halla dos nimeros complejos tales que su cociente sea 2,5¢. y su producto 18¢..

&221500 4 122, OL—B=150°
s s
B
ra-55=18900 — r-5=18; o+ =90°

Resolvemos los sistemas:
r_n {(x -B=150°
s
7‘5:18 (X+B=9OO

Obtenemos:

r=06 oa=120°
s=3 B=-30"=330°
Los niimeros son 65g- y 3330. Otra posible solucién es: 630p- y 315¢--
9 Demuestra que z- 3 = |z]%

Supongamos que z = a + bi. Entonces:

z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®—abi+bai— b2 =a? +b*=| z ]

10 Calcula el valor de cos 120° y de sen 120° a partir del producto 1ggo - 1.
Lgge - 1300 =1 (cos 90° +7 sen 90°) - 1 (cos 30° + 7 sen 30°) =

1900-1300:11200:1(605120°+isen120°):—%+§i - 505120":—%' seanO":@

11 Halla el nimero complejo z que se obtiene al transformar el complejo 2 + 37 mediante un giro
de 30° con centro en el origen.
Multiplicamos por 13, =1 (cos 30° + 7 sen 30°).
2+ 3i

z=(2+3i)-1300:(2+3i)<§+i%>

_ i.z . 3«/3
z= 3+2z +z+—2 i
_2J3-3 2+343.
z= 7 + > i
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