38 EJERCICIOS de LOGARITMOS

Funcién exponencial y logaritmica;:

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, se pide: i) Tabla de valores y representacion
grafica. (Cada apartado en los mismos ejes. Se recomienda utilizar Graph o similares) ii) Signo de f(x).
iii) Cortes con los ejes. iv) Intervalos de crecimiento. v) Dom(f) y R(f). vi) Asintotas. vii) lim f(X) y lim f(X)
viii) Continuidad. o o

a) f(x)=10" y f(x)=log x b) f(x)=0,1" y f(x)=log,,x c) f(x)=e* y f(x)=Inx
Xx-1 .
e* si x<0 X sl x<0
d) f(x)=3" y f(X)=log;x € f(x)=Ix®+x+1 sio<x<3 0 f(x)={ Lnx si0<x<e
2X . x+1l-e Si x>e
—_— si Xx=3
X—-5

2. El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783) obtuvo en 1743 las siguientes formulas:

eie +e—i6 i0

cosf=———— seng==> —¢
2 2i
Comprobar que verifican sen®6+cos®0 =1
Definicion de logaritmo: |loggN=x < a* =N (donde a>0, a=1)
Sistemas de logaritmos mas utilizados:
NOMBRE BASE | NOTACION DEFINICION
Logaritmo decimal a=10 log log N=x < 10X =N
cte. de Euler; es un nimero irracional.
3. Utilizando la definicién, hallar los siguientes logaritmos:
a) logs 9 e) log, 2 i) logs64 m) logs 256 q) log21024
b)logs 81 ) |ng\@ j) 100100,01 n) logs1/64 r) Iogzb@l
c) logs1/9 g) log101000 k) logs1/16 0) log20,125 S) logs V27
d) logs(-9) h) loga2 ) logs0,2 p) logsl t) logzlog24

(Soluc: a)2; b)4; c)-2; d) A; e)1/2; )3/2; g)3; h)1/2; i)3; j)-2; k)-2; 1)-1; m)4; n)-3; 0)-3; p)O0;
q) 10; r)-6; s) 3/2; 1) 1)

4. Calcular los logaritmos decimales de los siguientes nimeros (sin calculadora) y comprobar el resultado:

a) 10.000 b) 1.000.000 c) 0,001 d) 1/1.000.000 e) 108 f) 107

1 En honor a John Napier (Neper, en latin), matematico inglés (1550-1617) inventor de los logaritmos.
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g) 10 h) 1
(Soluc: a) 4; b) 6; c)-3; d)-6; €)8; f)-7; g)1; h)0)

5. Utilizando la definicion de logaritmo, hallar el valor de x en cada una de las igualdades siguientes:

a) logz 8=x f) logsx=-2 k) logx25=-1 p) logx2=0 u) logx1=0
b) log21/8=x g) logx49=2 [) 1091/100100=x g) logo.2sx=2

¢) log 100=x h) logx 8=3 m) logx 0.01=2 r) logz(-16)=x

d) logsx=3 i) Ine3=x n) Inx=-1/2 s) logx125=-3

e) Inx=2 j) logx64=1 0) loguzex=2 t) logslogs 3=x

(Soluc: a)3; b)-3; c)2; d)27; e)e% )1/9; g) 7, h)2; i)3; j)64; k) 1/25; I) -1; m)0,1; n) ‘&le; o) 1/1296;
p) 3; q)0,0625; r) ; s)1/5; t)0 u) VR)

Célculo logaritmico:

B Férmulas del calculo logaritmico: |log(p:q)=logp +logq

=logp-logq

(p
log P
q

1
logp" =n-logp||log Qf = - logp| (todas son validas en cualquier base)

aIogax _

X IneX =x "X — x

. X —
Casos particulares: |09aa =X

Iogaa=1 Ioga1=0 fine=1] [In1=0]

6. Aplicando las férmulas anteriores, calcular (y hacer doble comprobacién, algebraica y con calculadora):

1. log 1 10. log, 2 19.  log, ¥32 27. n-< 34. 2Iog2+log§+logi+log§
® 36 e 2 73 4
. 11. log4v/32 20. log,~27 .
2. log, {27 J10 35. log, ———=
3. o \243 ) '
22, L e - IS
4. jog = 14. log, = Ye? ©
e o 1 30 tog = | 37 log (10 §10)+In-
3 . lo +In—
5. Ine? 3 23. '093E 3427 9 ( ) e?
15. log, 5/81 31. log,, 125
6. Iog4i 1 24. log /20 +log 5 ' e
V64 J3 32. log 1 38. log, 3/64 +log, 3/64
V3 o— . -
7. log, 39 16. log, 9 25. Iog% ° 5325
1
8. |n1 17. |n£ 26. |Og 1 33. In ez\/g
e e 3 27 3/5
9. log, 2 18. log,(-4)
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(Soluc: 1) -2; 2)3/4; 3)3/2; 4)-1/2; 5)2; 6)-3/5; 7)2/3; 8)-1; 9)1/2; 10)1/3; 11)5/6; 12) 1/3; 13) 6;
14) -3; 15) 1/5; 16) -3/2; 17) -1/2; 18) A; 19) 5/3; 20) 3/2; 21) -9/5; 22) -2/3; 23) -5/2; 24)1; 25) -1/3;
26) -11/3; 27) 3/4; 28) 3/2; 29) 1/3; 30) -7/4; 31) -3; 32) -5/3; 33) -5/2; 34) 1; 35) 1/6; 36) 5/6; 37) -2/3; 38) 1)

7. Volver a hacer el ejercicio 3, pero esta vez aplicando las férmulas del calculo logaritmico.

8. Expresar en funcion de log 2 los logaritmos decimales siguientes, y comprobar con la calculadora:

a) log 16 d) log 0,25 g) log 1/40 j) log 0,32 m)log 3/0,08
b) log 5 e) log 0,625 h) log 16 k) log 0,08

n) 3 4 5
log2 +log—=+log— +log—
c) log 32/5 f) log 250 i) log 16/5 ) log $/80 2 3 4

(Soluc: a) 4log 2; b) 1-log 2; c) -1+6log 2; d) -2log 2; e) 1-4log 2; f) 3-2log 2; g) -1-2log 2; h) f/og 2 i) -1+5log 2;
3

j)-2+5l0g 2, K)-2+30092; ) K1+35092) i M) -Z +10g 23 ) Llog 2)

9. Expresar en funciondeIn2oln 3:

3 3
a)Ins b) In& O Dt e noe f) In+/2e 9) In_2 h) 1n 28"
2 4 Je Y3e f3e

(soluc:a)3In2; b)1-In2; ¢)3-2In2; d) -7 s opmo; e3+2in3 f1*N2. 5,5,2 - né,5,3)
2 2 3 3 33

10. Expresar en funcion de log 2 y log 3 los logaritmos siguientes, y comprobar con la calculadora:

a)log 25 d) log 9/4 g) log 162 i) log 90 m) log /3,6
b)log 24 e) log 3/6 h) log 3,6 k) log 0,27
c)log 4/3 f) log 30 i) log 1,2 ) log 0,72

(Sol: a) 2-2log 2; b) 3 log 2+log 3; ¢) 2 log 2-log 3; d) 2 log 3-2log 2; €) M; f) 1+log 3; g) log 2+4 log 3;
3

h) -1+2 log 2+2 log 3; i) -1+2 log 2+ log 3; j) 1+2 log 3; k) -2+3 log 3; ) -2+3 log 2+2 log 3; m) -1/2+ log 2+ log 3)

11. Expresar en funcién de log 2, log 3 y log 7 los logaritmos siguientes:

a) log 84 b) log 0,128 c) log 0,125 d) log 14,4 e) log 312
12. Calcular: a) e*"? (Sol: 32) c) 22 (Sol: 3)
b) e"? —5e¥" 1+ 5e”"? + 5" (Sol: 6) d) 9% -8e™ +e™  (sol:-2/9)

13. Justificar las siguientes igualdades:

a) |096 + |Og 2 =1 b) |Og 125=3(1_|0g 2) C) |Og 6 +|Og 3"09 2 -2 d) 1072 log 2 =1
log9 +log8-log 6 log 9-log 3 4

o) _1tlog8 _, () ) 4oz =g g) 4log 380 ~1=log 4 +log (2 log 380
log5+2log4

14. Sabiendo que log 7,354=0,866524..., hallar (sin calculadora):
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a) log 735,4 b) log 0,007354 c¢) log 7354

15. Utilizando las formulas del calculo logaritmico, desarrollar al maximo las expresiones siguientes:

a) log (2x)? 5) log™P ) Ve a) log(10 ¥X)
b) log (2x°) ¥ m)log (¢-y?) N o [
2 h) lo 3% . log
c) Iog[zxj ? N) log | P
Y ) 1og [an P s) log (x"ym)
d) In (ax?) P 0) logVm? —n? ) 2m*n®
E) In (aX)2 J) 1 2 2 09 ¢
In& p) log m* — X
) log ¥ Jm? 4 u) X
K) log~/mn X

(Sol: a)3log 2+3log x; b)log2+3logx; c)2log2+2logx-2logy; d)Ina+2inx; e)2Ina+2inx; f) 7 log ¢
3

g) log m+log n+log p-log g-log r; h) g/og a; iyrlog m+rlog n-rlog p; j)-1-Inx; k) w; ) %/,7 X
m) log(x+y)+log(x-y); n) /7 logm-log p-rlogq : 0) log (m+n)+log (m-n) ' p) log (M + x)+ log (M — X) —Elog (m? +x?)
2 2 2

q) 74/09% vy 2lega+3logb+5logc—logm-10g p;s)nlog x+m log y; t) log 2+2 log m+3 log n-log p-4 log g
3 2

u) —glnx)

16. Obtener x en las siguientes expresiones:

a) e*=3 (So/uc .'x=Ln3)
b) logx=1+2loga (So/uc.'x=7032)
1 a2b6
€) log x=2(log a+3log b) — E(Zlog c+log d) Soluc : x = -
(o
b
d) Inx=123*2I0D 505 1h a_Inb) (SO’UC'X‘ e )
2
17. Sabiendo que x=7 e y=3, utilizar la calculadora para hallar:
a) log x2 b) log (2x) c) log2x d) log (x+y) e)logx +vy f) log % ty g) lodx+y)
2 2
18. a) Hallar a sabiendo que log, §+ log;,b=2 (Soluc: a=49)
IN
b) Si logsN=3, ¢cuanto valelog, N ? ¢ Cuanto vale N? (Soluc: -8; N=64)
19. a) ¢ En qué base a se cumple que loga 12+loga 3=2? (Soluc: a=6)

b) ¢ En qué base x se verifica que logx2=100? (Soluc - x =199 2")

20. ¢V o F? Razonar la respuesta:

a) log (A+B)=log A + log B
b) log (A%+B?)=2log A+ 2log B
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d) In§=|nx f) El logaritmo de un ndmero siempre da como
resultado un nimero irracional.
e) | AB _ logAB) g) Los logaritmos decimales de numeros <1 son
9 C " TlogC negativos; en caso contrario, son positivos.

21. CURIOSIDAD MATEMATICA: Comprobar la veracidad de la siguiente férmula, debida al fisico britanico
Paul Dirac (1902-1984), que permite escribir cualquier nimero N empleando solamente tres doses:

N=-log, log,

22. ¢ Cudles son los nimeros cuyos logaritmos decimales estan comprendidos entre 0y 2? (Y entre 0 y -2?
(Soluc: 1y 100; 0,01y 1)
23. a) Razonar entre qué dos ndmeros enteros esté log,1000. Comprobar el resultado con la calculadora.
b) idem con log 650.

¢) Sin usar calculadora, razonar que log7 y logl/7 son opuestos. Una vez resuelto, compruébese
mediante calculadora.

d) ¢V o F? Ni la base ni el argumento de un sistema de logaritmos pueden ser <0.

e) ¢Es lo mismo an(x2 +1) y Ln(x2 +1)2? Razonar la respuesta.

3

24. TEORIA: Justificar (sin usar decimales) que 1<Ln % < 2. (Ayuda: Utilizar que Lne=1y Lne?=2,y

utilizar a continuacién desigualdades)

Ecuaciones exponenciales:

25. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales por el método mas apropiado, y comprobar el resultado
en cada caso:

1. 3*=48 (Soluc: x23,5237) 12. 100-10* =4/1000° (Soluc: x=3)
8 13. 392 =768 (Soluc: x=12,0949)
2. X=_—_ (Soluc: x=-1,7549)
27 14. 4¥+2 =22 (Soluc: 7 soluc.)
3. 2%44=80 (Soluc: x=5,2479) 15. 325 =37 (Soluc: x=1)
4., 2:3*-3*+3=0 (Soluc: x=1) 1
16. — =27 (Soluc: x=-3,2958)
5. 3 1+3*1_3=63  (Soluc: x=3) e”
6. 2x°%=g" (Soluc: x=-6) 17. 546 =4 (Soluc: x1=2, x2=3)
7. 3*24+9%7=810 (Soluc: x=2) 18. 3x_(32 )x = gs (Soluc: x=2)
8. 23°=_3 (Soluc: 7 soluc.)
19. e* -2 +e”=0 (Soluc: x=1)
3 o
% §=2+5 (Soluc: x=2) 20. 2°-10-2* +16=0 (Soluc: x20,8301)
10. 2e**=3 (Soluc: x=4,4055) 21, 297 4200 4 200 427 4+ 2% =31 (Soluc: x=-2)
11. 2+e*4=3 (Soluc: x=4) 22. e —5e* +5e* +5e* -6=0 (Soluc: x1=0, x2=In2; x3=In3)
23. 2 =gxH (Soluc: x=3)
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32.
33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.
40.
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e '=0 (Soluc: 7 soluc.)

x?e* —5xe* +6e* =0 (Sol: x1=2, x2=3)

Ox-3 = gx+1 (Soluc: x=-7,8380)
32,31 = gx+ (Soluc: x=1)
e = g3 (Sol: x1=1, x2=3)

2% _3.22"+8=0 (Soluc: x1=1, x2=2)

374 =729 (Soluc: x=5)

62 =36*

(Soluc: es una identidad i.e. se verifica Vx €R)

e =73 (Soluc: x=11,1452)

2X0 = 3% (Soluc: x=15,3856)

o =] (Soluc: x=#2)
8

10°> =1 (Soluc: x=3)

3 +3™ =4 (Soluc: x1=0, x2=1)

(*) e*? +e*" =e* +e (Soluc: x1=-1, x2=2)

2¥2 =768 (Soluc: x=19,7699...)
ia =a* (Soluc: x=1)
e” -2e*+2=0 (Soluc: 7 soluc.)

26. idem (mas elaboradas):

724+ 7"
a f—— =7 Sol: x=7
) 75 +7°2 ( )
b) 256%+256%+16% =1
c) 3% =11
d 3[4 = i
) (5)
e) 3 -3*=18 (Sol: x=2)
f) 8*+4=4%42"2
g) Xl/lnx — 1
v (3] -
27. Considérese la siguiente férmula:

41.
42.
43.
44.
45.

46.
47.
48.

49.
50.

51.

52.
53.
54.

55.
56.

U=pP

4 -1427+12=0

22>< _ 4><2

9*+2-31=27
4x—2:2"=6
11-3* —9* =18
*) =0

(*) Xx2+1 =1

3)(71 _ (1]2x1
3

221 _1p =2
e*=e"+6

e* +e=(e+1)e
e =2-¢"

e =2¢*

) 0,01 =11

20

) (3] s

k) (Y8T-3/24) =27

) V25" =16

m) (V75 -427-3) =9

n) xyx =(Vx)

O (<) () =() (')’

x2-10x+21 __ 1

p) X

(p+V)*°

Despejar p (Ayuda: no es necesario utilizar logaritmos)

del autor (alfonsogonzalopez@yahoo.es)

2x- 1.3 =522 gjn usar calculadora

2X*1.3%1 = 4% gjn usar calculadora

(Sol: x=2, x=log 3/log 2)
(Soluc: x=1)
(Soluc: x1=0, x2=1)

(Soluc: x=1)

2" =3*"4* se puede convertir en el 1" caso(Soluc: x=1)

(Soluc: x=1)

(Soluc: x=1,5850)

(Soluc: x=2, x=log 2/log 3)
(Soluc: x=0)

(Soluc: 7 soluc.)

(Soluc: x=-2)

(Soluc: x=3)
(Soluc: x=In 3)

(Sol: x=0, x=1)

(Soluc: x=0)

(Soluc: x=In 2)

(Sol: x=7/9)

(Sol: x=16)

(Sol: x=4)
(Sol: x=3)
(Sol: x=11)

(Sol: x=11)

(Soluc: p=-v+pPP-U ")
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28. Sin necesidad de operar, razonar que ecuaciones del tipo:
2X+3* =0
42429 41220
x?+5* =0, etc.

no pueden tener solucion.

Ecuaciones logaritmicas:

29. Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas, comprobando siempre que sea posible la validez de las
soluciones obtenidas:

1) 2log x-log (x+6)=3 log 2 (Soluc: x=12)
2) 4 logz(x2+1)=log2625 (Soluc: x=#2)
3) log(x?+1)—log(x? —1)=log g (Soluc: x=45)
4) log(x-1)=2 (Soluc: x=101)
5) In(x+2)=1 (Soluc: x=e-2)

6) In (x-3)+In (x+1)=In 3+In (x-1)  (Soluc: x=5)

7) 2log2x+7logx-9=0 (So/uc cx =100 x = N 705) +— Ayuda: aplicar un cambio de variable
8) 2logx2+7logx-9=0 (sowc : x =%10°)

9) 2In (x-3)=Inx-In 4 (Soluc: x=4)

10) log (x+3)-log (x-6)=1 (Soluc: x=7)

11) 2Lnx—3=0 (sol:Ve?)

12) In2x=Inx (Soluc: x1=e; x2=1) « Ayuda: aplicar un cambio de variable

13) log 10%-1=2 (Soluc: x=3)

14) log (x+9)=2+log x (Soluc: x=1/11)

15) log (x+1)+log (x-1)=1/100 (Sotc : x =+1+"%10)

16) log?x=1 (Soluc: x1=10; x2=1/10) «+ Ayuda: puede ser Gtil un cambio de variable
17) Iogx/m + Iog\/;=1 (Soluc: x=5)

18) log (x?-7x+110)=2 (Soluc: x1=2; x2=5)

19) 2In x+3 In (x+1)=31In 2 (Soluc: x=1)

20) log (x?+3x+36)=1+log (x+3) (Soluc: x1=1; x2=6)

21) In x+In 2x +In 4x=3 (Soluc: x=€/2)

22) log3x- log?x-logx2=0 (Soluc: x1=1; x2=100; x3=-1/10) «— Ayuda: aplicar un cambio de variable
23) 4 log x-2 log (x-1)=2 log 4 (Soluc: x=2)

24) In(x-1)+In(x+6)=In(3x+2) (Soluc: x=2; x>=2)

25) 2 log x+log (x-1)=2 (Soluc: x=5)

26) 2 log (x+9)-log x=2 (Soluc: x1=1;x2=81)
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27) log (2x+6)-1=2 log(x-1) (Soluc: x1=2; x2=1/5)
28) log (x+11)-2 log x=1 (Soluc: x=11/10)
29) log (6x-1)-log (x+4)=logx (Soluc: x=1)
30) log x?+log x3=5 (Soluc: x=10)
31) Ln(x2+x):Lnx2+Lnx (50|;1+*/§)
2

32) inX--3

2

Sistemas de ecuaciones exponenciales y/o logaritmicas:

30. Resolver los siguientes sistemas, comprobando la validez de las soluciones obtenidas:

aa =1 e logx +logy :1} (Soluc: x=10, y=1)
a) ax (Soluc: x=1, y=-1) 3logx—2logy =3
=a
ay
log, (2-y) =2
f 9,(2-v) (Soluc: x=3, y=-7)
log, (5x+2y)=0

(Soluc: x=3, y=-5)

Xy _
oy V3 —81}
5x+2y=15
%Iogx+|ogy =log35

) 3¥l_o.5v = 1 (s , 0 g) (Soluc: x=49, y=5)
c oluc: x=2,y= _ _
2.9" 425" =163 log(x +1)—logy = 1
d) 320 =24 (Soluc: x=3, y=-2)
uc: x=3,y=-
41 3.7 =235

Problemas de aplicacién:

31. Se deja a temperatura ambiente una muestra de café, y se observa que su temperatura en °C disminuye
con el tiempo de acuerdo con la siguiente funcion:

T(t) = 24 +51e

donde t viene dado en minutos.
a) ¢,Cudl es la temperatura inicial del café?

b)Si la temperatura 6ptima para tomar el café es de 56°, entre qué minutos se debera tomar el café.
(Soluc: entre 4'y 5"
¢) ¢, En qué temperatura se estabilizara el café?

d)Dibujar la grafica de dicha funcién.

32. a)Demostrar que la funcion que permite calcular en cuanto se convierte un capital Co acumulado al cabo
de t afios con un interés i es:

. t
|
C(t)=C, | 1+— ,en€
W=y (1105
donde: Cg es el capital inicial, en €

i es el interés anual, en %
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b) ¢ Cuénto dinero tendremos al cabo de 6 afios si colocamos a plazo fijo 20000 € al 2%? (Soluc: 22 523 €)

¢) ¢Cuantos afios debemos mantener 100000 € en una entidad bancaria a una tasa del 2,5% si
gueremos duplicar el capital? ¢ Es relevante el dato del capital inicial? (Soluc: 28 afios; NO)

d) Una persona que tiene depositada en una caja de ahorros 30000 € a una tasa del 3% quiere llegar a
tener 40000 € ; Cuanto tiempo debera mantener intacto el capital? (Soluc: 9 afios y 9 meses)

33. a) Demostrar que la funcién que expresa el volumen de madera que tiene un bosque al cabo de t afios
es:
M(t)=M, - (1+I)t ,enm?’

donde: My es el volumen inicial de madera, en m*

| es el crecimiento anual, en %

b) Se calcula que un bosque tiene 12000 m3 de madera y que aumenta el 5% cada afio ¢ Cudnta madera
tendra al cabo de 10 afios si sigue creciendo en estas condiciones? (Soluc: ~19546,7 m3)

¢) ¢ Cuanto tiempo tardard en duplicarse el bosque? (Soluc: 14,21 afios)

34. Algunos tipos de bacterias tienen un crecimiento de sus poblaciones muy rapido. La escherichia coli
puede duplicar su poblaciéon cada hora. a) Supongamos que hacemos un cultivo en el que inicialmente
hay 5000 bacterias de este tipo. Construir una tabla para razonar que la funcién que nos da el nimero de
bacterias al cabo de t horas es:

f(t)=5000- 2!

b) ¢Cuantas habra al cabo de 16 horas? c) Dibujar una grafica que represente el crecimiento en las 8
primeras horas. d) Si tenemos un cultivo de 100 bacterias y queremos conseguir un millén, ¢cuanto
tiempo ha de transcurrir? (Soluc: b) 327680000 bacterias; d) ~13 horas y cuarto)

Cambio de base: |09bX = |09ba'|OQaX (férmula del cambio de base)

35. Utilizando la férmula del cambio de base se pide:
a) Demostrar que log, b-log, a=1
b) Hallar la relacién entre el logaritmo neperiano y el logaritmo decimal.

c) Expresar log,x en funcion de logx (Soluc: log,x=3,3219logx)

36. a) Supongamos que nuestra calculadora solo dispone de logaritmos decimales. Usando la formula del
cambio de base, hallar log,5

b) Razonar que log,5 es irracional.
37. Volver a hacer el gjercicio 3, pero utilizando esta vez la calculadora y la formula del cambio de base.

38. (*) Resolver la ecuacion logaritmica siguiente: log, X +log, x =1 (Ayuda: utilizar la férmula del cambio de
base para expresar ambos sumandos en funcion de logz, operar a continuacion y despejar) (50| TX= 1/54)
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