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1.Geometria en el plano
En cursos pasados estudiamos la geometria del plano, con los siguientes elementos fundamentales:

- Punto: Posicion en el plano. Para representarlo algebraicamente utilizamos letras
mayusculas, por ejemplo hablamos de un punto A, y se caracteriza mediante dos valores que
denominamos x e y, representados por el par ordenado: (x, y). y que llamamos coordenadas del
punto.

- Vector (o vector libre): Viene dado por un par de valores llamados componentes (o
coordenadas) del vector que escribimos como (v,,V,) . Lo caracteriza su modulo, direccion y

sentido.
- Recta: figura en el plano que unicamente tiene longitud, no tiene anchura ni profundidad. Se
suele representar con una letra minascula, habitualmente r, y se define a partir de un punto P

(XP, yp) y un vector v, = (v;,V,). Se puede expresar con las ecuaciones:

o Vectorial: (X,Y) =(Xp, Yp ) +A(V;,V,)

X=X, + AV
y=Y, +Av,

Paramétricas:

O

X=X, _ Y=Y,
Vl V2

o Continua:

o General oimplicita:Ax+By+C=0

Punto P(x,,Y,)

o

Punto-pendiente: . —v-v =m(x=x
P pendiente =m = V2 Y=Y ( p)

Vi
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En la imagen vemos el punto A, de coordenadas (2, 1), el vector v, de componentes (2, —1), y la

recta r, de ecuacion y = —% X+6.

En este capitulo y los siguientes ampliaremos esos elementos hacia las tres dimensiones,
generalizando los conceptos anteriores y afiadiendo otros nuevos

2.Vectores en el espacio

Un vector fijo en el espacio es un segmento orientado que viene determinado por un
par de puntos, el origen A y el extremo B.

Los elementos de un vector son los siguientes:

- Mddulo: Es la longitud del segmento orientado que lo define. El mddulo de un vector sera
un namero positivo, a excepcién del vector nulo, que tendrd modulo cero.

- Direccion: Es la direccidn de la recta que contiene al vector o cualquier recta paralela a ella.

Dos vectores tendran la misma direccion si estan situados sobre la misma recta o sobre rectas
paralelas.

- Sentido: Es la forma de recorrer el segmento AB, fijando el punto origen y el extremo.

Tema 4. Vectores en el espacio 5
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Dos puntos A y B determinaréan dos vectores fijos AB y BA , con el mismo médulo, la misma

direccion y sentido opuesto. Un segmento AB es la linea gue une ambos puntos sin especificar
sentido.

Todos los vectores fijos de igual modulo, direccion y sentido forman un mismo vector
libre.

3.0Operaciones con vectores

3.2. Suma de vectores

Existen dos métodos para sumar dos vectores graficamente:

1. Se toman vectores equivalentes a ellos de manera que el extremo del primero coincida
con el origen del segundo. El vector suma tiene origen en el origen del primer vector y
extremo en el extremo del ultimo.

~ v

u+v
2. O bien se utiliza la técnica del paralelogramo

H+v

Este procedimiento se puede usar para sumar varios vectores. En este caso, se toman
vectores equivalentes tales que el extremo de cada uno coincida con el origen del siguiente.
El vector suma tiene como origen, el origen del primer vector, y como extremo, el extremo
del dltimo vector.

3.3. Opuesto de un vector
Dado un vector en el espacio U, su vector opuesto se denota por —U y es otro vector con
el mismo médulo, la misma direccién pero sentido contrarioa U .

3.4. Resta de vectores
Restar un vector es lo mismo que sumar el vector OpUEStO.

UV =u-+(-v)

Tema 4. Vectores en el espacio 6
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3.5. Producto de un vector por una constante

Dada una constante K y un vector u, su producto es otro vector con la misma direccion,
el mismo sentido si k > 0 o sentido contrario si kK < 0, y cuyo mddulo es Kk veces el
madulo del vector u .

4.Sistema de referencia

Un sistema de referencia en el espacio de dimension tres es

I, z

un par formado por un punto fijo O y una base B = {u,v, w} : ‘

Se escribe R = {O,{G,Q,Vv}} > a
Un sistema de referencia nos permite asociar a cada punto l & ,/'

del espacio P un vector OP, llamado vector de posicion o

del punto.
Las coordenadas del punto P seran las coordenadas del

- = —

vector OP respecto de la base B = {u,v, W} .

El sistema de referencia canonico en el espacio de dimension 3 es aquel cuyo punto fijo es el
origen de coordenadas O(0, 0, 0) y cuya base B= {T, ] E} estd formada por vectores de
modulo 1y perpendiculares entre si.

Lo representamos por R = {O,{T, ], R}}

X

4.1. Componentes (o coordenadas) de un vector

Consideramos el sistema de referencia candnico R = {O,{T, ], R}}

Dados dos puntos A=(a,,a,,a;) yB=(b,,b,,b;), sus vectores de posicién son OA=(a,a,,a) y

OB = (b,,b,,b;), entonces las componentes del vector AB son las coordenadas del extremo
menos las coordenadas del origen:
AB=0B-OA= (b, b,,by)—(a;,a,,8;) =(b,—a,,b,~a,,b;—a;)
Ejemplo:
Los puntos de coordenadas (4, 8, 7), (9, 2, 7) y (4, 8, 10) se dibujan como sigue:

Tema 4. Vectores en el espacio 7
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--------------------- 208,7)

" (4,8,10)
i
i (9,2,7)
E b\
_i_ (0,8,0) y
.’ x \
(4,8,0) i

4.2. Médulo de un vector

Dado el vector v=(v,,V,,v;), el médulo de v viene dado por la siguiente expresion:

|v| = V2V, vy

resultado de aplicar el teorema de Pitagoras en tres dimensiones.

Ejemplo:
Calcula las componentes y el modulo de un vector de origen A= (-2, 3, 7) y extremo B=(0, 2, 4).

Las componentes del vector AB son: AB=0B-0A=(0,2,4)—(~2,3,7)=(2,-1,-3)

El médulo del vector AB es [AB|= /07 + (1)’ +(-3)° =0

5.0peraciones con vectores usando componentes

A partir de ahora se supone que se ha fijado el sistema de referencia canonico:

5.1. Suma, restay opuesto de vectores

Dados dos vectores en el espacio u= (u,,u,,u,) y\7 =(V,,V,,V,)
e SU sUMa es Otro Vector U-+V cuyas componentes son:
U+ = (U, Uy, ug) + (v, vy, V) = (U +Vy, Uy +V,, Uy +Vy)
e El opuesto del vector —V es:
V= —(Uy, Uy, Ug) = (=Uy, —Uy, —Us)
e La resta es otro vector U—v cuyas componentes son:
u-v = (Uy, Uy, Ug) = (V3 Vy, V) = (U —Vy, Uy =V, Uy —Vs5)

Tema 4. Vectores en el espacio
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5.2. Producto de un vector por una constante

Dada una constante k y un vector u= (u,,u,,u;), su producto sera otro vector ku cuyas
componentes son:
ku=(k-u,,k-u,,k-u,)

5.3. Suma de un punto mas un vector

Dado un punto A=(a,,a,,a,) y un vector u= (u,,u,,u,), para sumar el punto Ay el vector u

trabajamos con el vector de posicion del punto A y el vector u.Lo que obtenemos es otro punto
B, cuyo vector de posicidon es la suma del vector de posicion de Ay el vector u:
OB= (@;,8,,85) + (Up, Uy, Ug) = (8, + Uy, 8,+ Uy, 85+ Ug)
Ejemplo:
Dado el punto A=(1, 2, 3) ylosvectoresu=(2, 5 0) yv=(-9, 5, 3),tenemos:
e -3.u=-3-(2 5 0)=(-6,-15,0)
o u+v=(2 5 0)+(-9, 5 3)=(-7,10,3)
o A+tu=( 2 3)+(2 5 0)=(37,3)
e 2u-3v=2(2, 5, 0)—3(-9, 5, 3)=(31-5-9)

6.Estudio de la dependencia e independencia lineal de
vectores mediante sus componentes

VECTORES INDEPENDIENTES

¢Son realmente independientes los 3 vectores de la fotografia?

¢ Un conjunto de n vectores son linealmente independientes cuando la matriz que
forman sus componentes tiene de rango n.

¢ Un conjunto de n vectores son linealmente dependientes cuando la matriz que
forman sus componentes tiene un rango estrictamente menor que n.

En un tripode o caballete de pintor, si consideramos cada pata como un
vector en qué posicidn son independientes y en cual dependientes las
tres patas o vectores? éplegado o desplegado?

Tema 4. Vectores en el espacio 9
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Ejemplos:
1. (,ﬁ =@ 2 3, V= 301Dy W= (3,—6,—7) son linealmente dependientes o independientes?
Planteamos el determinante formado por las componentes de los tres vectores:

1 2 3
3 0 1|=6-54-(-42-6)=0
3 6 -7

Por lo que el rango de la matriz de las componentes es menor que 3, y los vectores del
sistema son linealmente dependientes.

2. z,a =@ 2, 93, \7=(3, 0,1y Vv=(2, 2, 2)son linealmente dependientes o independientes?
Planteamos el determinante formado por las componentes de los tres vectores:

1 2 2
3 0 2/=12-36-(12-12)=-24+0
3 6 2

Por lo que el rango de la matriz de las componentes es 3, y los vectores del sistema son
linealmente independientes.

3. z,ﬁ=(1, 2, 3), \7:(3, 0,1, Vv=(2, 2,2)y f:(—l, 0, 2) son linealmente dependientes o
independientes?

En este caso no podemos plantear directamente el determinante, sino que debemos plantear la
matriz del mismo:

1 2 3

3 . . .

) 5 Es una matriz de dimensidn 4x3, su rango nunca puede ser 4, luego son
-1 0 2

linealmente dependientes.

‘ 3 vectores de R® 0 mas de 3 SIEMPRE seran linealmente dependientes.

4. iu= (2,1, 3y V= (2, 1, 1) son linealmente dependientes o independientes?

En este caso no podemos plantear directamente el determinante, sino que debemos plantear la
matriz del mismo:

-2 1 3
( > 1 1] tiene rango 2, pues hay un menor de orden 2 con determinante no nulo .

Por tanto es un sistema de vectores linealmente independientes.

Dos vectores U= (U, U,,U,) YV =(V,,V,,V,) son linealmente dependientes si sus

coordenadas son proporcionales, es decir, si son paralelos.
ul u2 _ u3

Vi Vo Vg

Ejemplo:
Comprueba si los vectores u= (-2, 3)y V= (4, —2, —6)son paralelos.

Tema 4. Vectores en el espacio 10
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=2_1_3_ —0,5 Luego son paralelos.

4 2 -6

Un vector en el espacio define una direccién (una recta)

Dos vectores en el espacio pueden ser paralelos y definir una Unica direccion (recta)
Dos vectores en el espacio pueden no ser paralelos, definen dos direcciones distintas y

constituyen un plano.

Tres vectores en el espacio pueden ser paralelos todos ellos y definir una Unica
direccion (una recta) o ser 2 paralelos y uno no paralelo volviendo a definir dos
direcciones distintas y constituir un plano (los tres vectores estan en dicho plano) o ser
no paralelos entre si y por tanto definir 3 direcciones distintas formando un tetraedro.

7.Aplicaciones de los vectores
7.1. Punto medio de un segmento

Dados dos puntos del espacio A=(a,,a,,a,) yB=(b,,b,,b;), el punto medio del

segmento AB es:
(a,+b,a,+b,, a,+b,)
2

PM ; =

Ejemplos:

1. Dados los puntos A=(4,-2,6) y B=(3,8,—5)calcula el

punto medio del segmento AB:

Solucion:
(4+3,-2+8,6-5)

2

PM = =(7/2,3,1/2)

2. Dados los puntos A(-3, 5, 11) y B(3, 5, —1):
a) Halla el punto medio del segmento AB.
b) Halla el simétrico de B respecto de A.
c) Obtén un punto M de AB tal que AM = 2MB.

d) Obtén un punto N de AB tal que NB = 3AN.

Solucion:
a)
i
p—t—
A B
-3+3 5+5 11-1
PM ;= , , =(0,5,5
A8 ( 2 2" 2 j (055)
b)
B(abo) A 51D 36,5, 1)

Tema 4. Vectores en el espacio
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Sea B’=(a,b,c) el simétrico de B respecto de A. Por ello debe cumplirse que A sea el
punto medio del segmento que une By B’:

3+a 5+b —-1+c
PMBB,=( 12 5b b ):(_3,5,_1)

2ta_ 3
2 3+a=-6->a=-9
5+b "
T=5 =15+b=10>b=5 =|B=(-9,523)
-1+¢c=22—>c=23
—1+c:11
2
c)
A(-3,5, 11) E(3,5.-1)
Si M tiene componentes M (X, Y, z) se debe cumplir:
AM = 2MB — (X, , z)-(-3,511)=2[(3,5,-1)—(x, y, z)]
(x+3,y-52-11)=2(3-x,5-y,-1-7)
X+3=6-2X AX=3—-x=1
y-5=10-2y ={3y=15—y=5=[M =(15,3)
72-11=-2-2z 3z=9—>27=3
d)
. N . .
Al=3,5,11) ' B35, -1

Si N tiene componentes N (a, b, ¢) se debe cumplir:
NB = 3AN = (3,5-1)—(a, b,c)=3[(a, b,¢)—(-3511)]
(3—a,5-b,-1-c)=3(a+3b-5,c-11)

-6 -3
3—a=3a+9 | *=b-a==—
5-b=3b-15 =<{-4b=-20—>b=5 = N(_—3 5,8)

-1-¢c=3c-33 -4c=-32—>c=8

7.2. Condicion de puntos alineados

Se dice que tres puntos A=(a,,a,,a;), B=(b,,b,,b;) y C=(c,,c,,c;)en el espacio estan

alineados si los vectores ABy AC son proporcionales, es decir: |
!

bl_al :bz_az :bs_as
G- GC—-a GC—a -‘

En el plano se pueden dibujar los puntos y comprobarlo visualmente.

En el espacio la representacién en papel es dificil y recurriremos al célculo
o “-——55

nUMErico. -

Tema 4. Vectores en el espacio 12
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Ejemplos:

1. Comprueba silos puntos A(3,2,1), B(4,4,—2) y C(4,—1,6) estdn alineados.
Determino los vectores AB =(4-3,4-2,-2-1)=(12,-3)y
AC=(4-3,-1-2,6-1)=(1,-3,5)

1 2 -3

c'_i = 3 = ?? Son todos los cocientes distintos, aunque bastaria con que fuesen distintos

dos de ellos. Los puntos no estan alineados.

2. Comprueba silos puntos A(3,2,1), B(4,4,-2) y C(6,8,—8) estan alineados.
Determino los vectores AB =(4-3,4-2,-2-1)=(12,-3)y
AC =(6-3,8-2,-8-1)=(3,6,-9)

é % = % = _—g ? Si, Todas valen 1/3. Los puntos estan alineados.

10 4

3. Calcula my n para que los puntos P(7, -1, m), Q(8, 6, 3) y R(10, n, 9) %W e
estén alineados. ' %

PQ=(1, 7,3-m), QR=(2, n-6, 6)

P, Qy R estdn alineados si @ y@ son vectores de componentes
proporcionales:

:L6—>n—6:14—>
n_

1
7 2
n-6 6 %=3_Tm—>6=6—2m—>

Luegom =0y n=20.

1
2

Ejercicios

1. Calculalas componentes y el médulo de un vector de origen A (1, 1, 2) y extremo B(3, 1, — 4).

2. Dados los puntos P (2, 2,3), Q(1, 0,5) yR(-2,3,4)y los vectores
V= @ -13), W= (0,—2,1) calcula, indicando si el resultado es punto o vector:

a) QP b) 3Vv-2w ¢)V-RP d)P+V e R+PQ+w

3. Dados los vectores G:(]_,—S,S), Q:(—6,3,0)va=(7, 2, —1) calcula:
a) 3u-2v+5w
b) 2U—2v+2w
o) 3(u—2v)+3w
d) 3u-2(v+w)

4. Dados los puntos A (0,—2, 6) y B (4, 8, -4) , determina el punto medio del segmento AB.

5. Compruebasilos puntos A (3, 2, 1), B (4, 4,-2) y C (4,-1, 3) estan alineados.

Tema 4. Vectores en el espacio 13
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6. Determina sison linealmente independientes o no los conjuntos de vectores siguientes:
a) u=(, 2, 0),v=(3, 0, ) yw=(4, 2,-7).
b) u=(L 2, 0)yv=(2, 4, 0).
o u=@ 2 0)v=(4 1 3),w=(4 2,-7) yx=(0,0,1)

Soluciones:
1. AB= (2,0,-6); E‘ = m 2. a) Vector @ = (1, 2, —2) b) Vector3v — 2w = 3.147)
c¢) Vector (-3,0,4) d) Punto=(3,1,6) e) Punto (-3,-1,7) 3. a) (50,-5,10) b) (28,-8,8) c) (60,-21,12) d) (1,-

14,17) 4. PM(2,3,1) 5. No estdn alineados. 6. a) L. Independientes (mismo plano) b) L. Dependientes
(paralelos) c) Linealmente dependientes (>3)

8.Producto escalar de 2 vectores

El angulo que forman dos vectores libres es el menor de los angulos que forman dos de sus
representantes con un origen comun.

Dados dos vectores u YV, se llama producto escalarde u y v,y se denota por u -V
, al nimero real que resulta al multiplicar el producto de sus médulos por el coseno del
angulo que forman.

G-\7:|ﬁ|-|\7|-cos(ﬁ ,\7)

Ejemplo:
Dados los vectores U = @ 3,0), = (@4, 1, -2), que forman un dngulo de 43'1°, calcula su
producto escalar.

u-v =\G\ .M.cos(a V) =N 43407 17 417+ (<1)° - cOs431°= 4

8.1. Interpretacion geométrica

El producto escalar de dos vectores no nulos u y\7 es igual al producto del modulo de
uno de ellos por el médulo de la proyeccion del otro sobre él.

Observamos en la figura un triangulo rectangulo, donde la hipotenusaes u yVv yuno de los
catetos es la proyeccion de v sobre u . Aplicando la definicién de coseno de un dngulo agudo:

Proy.v = M .Cosa
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El producto escalar de dos vectores no nulos u y Vv vale:

u -v=|u| ‘Proy.v

El producto escalar de dos vectores U y Vv no nulos es cero si y solo si los vectores son
perpendiculares (forman un angulo de 90°).

c0s90°=0 §.v=0

El producto escalar de dos vectores U Yy Vv no nulos es positivo si y solo si los vectores
forman un angulo agudo (forman un dngulo entre 0°y 90°).

coso>0 u-v>0

El producto escalar de dos vectores U y Vv no nulos es negativo si y solo si los vectores
forman un angulo obtuso (forman un angulo entre 90° y 180°).

v
cosa<0 u-v<0o0

8.2. Expresion analitica del producto escalar

Consideramos el sistema de referencia canonico en el espacio de dimension tres:
2

Sean dos vectores U= (u,,U,,U;) YV =(V,,V,,V;), el producto escalarde u yv es:

u '\7:(u1'u2’u3)'(V1!V21V3):u1 VU -V, +U; -V

Tema 4. Vectores en el espacio
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Ejemplos:
a) Dados los vectores u=(3,2,—4) y v =(-1,3,7) calculasu producto escalar.

u-v=(32-4)-(-1,37)=3(-1)+23+(-4)7=—3+6-28=—-25
Podemos afirmar que estos vectores forman un dngulo entre 90° y 180° (obtuso).

b) Dados los vectores u=(3,2,4) y v =(-13,7) calculasu productoescalar.

u-v=(324)-(-13,7)=3(-1)+23+47=-3+6+28=31
Podemos afirmar que estos vectores forman un &ngulo entre 0°y 90° (agudo).

c) Dados los vectores u=(3,2,3) y v =(-13,—1) calcula su productoescalar.
u-v=(323)-(-13 -1)=3(-1)+23+3(-1)=-3+6-3=0
Podemos afirmar que estos vectores forman un angulo de 90°, son vectores ortogonales o perpendiculares.
8.3. Aplicaciones del producto escalar
Angulo entre dos vectores

A partir de la definicion del producto escalar, tenemos:
U'VI‘ ‘ M COS(U V):>COS(U V) ‘ ‘ ‘
v

Esto nos permitird determinar el dngulo formado por 2 vectores a partir de su producto
escalar y sus componentes.

Vectores ortogonales

Dos vectores u y\7 son ortogonales cuando determinan un angulo de 90°, es decir, son
perpendiculares. Y por tanto, cos 90° = 0, es decir, su producto escalar es 0.

u Lvsiysolosiu-v=0

Ejemplo:
Calcula un vector ortogonal al vector u=(3,—-2,1).

Llamemos a dicho vector V. Para que u y\7$ean perpendiculares se debe verificar que
u-v=0. Como hay muchos vectores ortogonales a l], pongamos a las dos primeras
coordenadas de V unos valores cualesquiera, por ejemplo \7=(1, 2, k). Y planteemos la
ecuacion:

:(3,—2,1)-(1,2,k):3—4+k=0:>k:l

“Un” vector ortogonal a U= (3,-2,1) es V= (1,2,1)

9.Producto vectorial de 2 vectores

Se llama producto vectorial de u y v, y se denota por u x v, a otro vector con las siguientes
caracteristicas:

Tema 4. Vectores en el espacio 16
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e Modulo: ‘ﬂ‘ M : sen(ﬂ ,\7).

e Direccion: es la perpendicular a ambos vectores.

¢ Sentido: es el de avance de un sacacorchos (o tornillo) que gira del primero al segundo

vector del producto (regla de Maxwell).

abe

-~
'l

Sean u=(u,,u,,u;) yv=(v,V,,V,)dos vectores expresados en el sistema de referencia

9.1. Expresion analitica del producto vectorial

canonico en el espacio, el producto vectorial de u y V se puede expresar mediante el

siguiente determinante:

i j k
UXV=(U Uy Ul = (UVg —UgV, )i+ (U — UV )+ (U, —u,v, )k
v, V, V,
Ejemplo:
a) Halla el producto vectorial de los vectores U= (3,10 y V= (-14,2) .
i j k
uxv=3 1 0|=2i+12k—(-k+6j)=2i-6]+6k =(2,-6,6)
-1 4 2

b) Halla el producto vectorial de los vectores v =(-1,4,2)y u=(3,10) .
i J k| [Como es el mismo del anterior
vxu=|-1 4 2|={intercambiadas las filas 22y 3* = (2i—6j+6k)= (-2,6,-6)
3 1 0| |eldeterminante cambia de signo

9.2. Propiedades del producto vectorial

a) El producto vectorial de un vector por si mismo es cero.

P
- - - J Como hay dos filas iguales L.
S|u=(3,1,0):>u><u=3 1 0= . =O|+Oj+0k=(0,0,0)
el determinante es 0
31
b) El producto vectorial de dos vectores no nulos es el vector cero si y sélo si los vectores

son paralelos.

Tema 4. Vectores en el espacio
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Siu=(310)yv=(6,20)=uxv=|3

k
0:
6 0

N P

Hay dos filas proporcionales
_ | 7oy €105 TS Prop ~0i+0j+0k =(0,0,0)
el determinante es 0

—

XV ==V XU

—

=k

—

c)
d) ix
9.3. Aplicaciones del producto vectorial

Vector perpendicular a otros dos vectores

Si deseo hallar un vector perpendicular a otros dos basta con calcular el producto vectorial
de ambos.

Area de figuras planas en el espacio

Area de un paralelogramo
El médulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area del paralelogramo que

tiene por lados esos vectores.

En el paralelogramo ABCD podemos calcular su area:
C

Area de ABCD = ‘ﬁx E‘

El drea no variard de los vectores elegidos (AB, AD, ...). La Unica condicion es que partan
de un vértice concreto. Area de ABCD = ‘ﬁxﬁ‘ = ‘@x(ﬁ‘ = ‘ﬁx FC‘

Area de un triangulo
Dado un tridngulo ABC, el area viene dada por la siguiente expresion
B

.

AB

, [ABxAC
Area de ABC = S

€

Ejemplo:
Halla el 4rea del tridngulo de vértices A(1, 2, 3), B(1,-2, 1) y C(2, 1, —4)

18
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T Consideramos dos vectores con origen Ay extremos By C

ti te.

,«f"’/. “ respectivamente

B | | -6 -
. & / AB=(1,-2, 1)—(1, 2, 3)=(0,-4,-2)
——-'—.______‘_ Ll - 4 3

.j;(F'vTh,'_"“‘ AC=(2, 1, ~4)—(L, 2, 3)=(1,-1,-7)

241
' El drea del tridngulo es la mitad del mdédulo del producto
vectorial de ambos vectores.

Calculamos el producto vectorial:
i ] Kk
ABxAC =|0 -4 -2|=28i-2j—(—4k+2i)=26i-2]+4k=(26,-2,4)
1 -1 -7

El area del tridngulo se obtiene:

, ABxAC| [262+(-2)+4% 758
AreadeABC=‘ > ‘=\/ +(2)+ - 72‘L36=3\/Z=13,74u2

10. Producto mixto de 3 vectores

Dados tres vectores U ,v yw , se llama producto mixto de u,v y w, y se denota por

[u WV, WJ al nimero que se obtiene al calcular el producto escalar del primer vector

por el producto vectorial de los otros dos.
[U , V ,W]ZU -(V XW)

Ejemplo:
Calcula el producto mixto de los vectores U = (1,3,-2) V= (-1,0,4)y W= (2,1,-5).

Primero calculamos el producto vectorial de v x w:

i ] k
vxw=|-1 0 4(=8j-k—(5]+4i)=—4i+3j—k=(-4,3-1)
2 1 -5

El producto escalar de u y V x W serd el producto mixto pedido:
(v, w]=u-(vxw)=(13-2)-(-43-1)=-4+9+2=7

10.1. Expresion analitica del producto mixto

Consideramos el sistema de referencia candnico en el espacio y tres vectores U ,vV y w

de componentes U = (U, Uy, Uy ),V = (V;, V5, V3 ) Y W= (W, W,, W) .

Tema 4. Vectores en el espacio
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El producto mixto [ﬁ , v , \7(/] se puede expresar mediante el siguiente determinante:

Ejemplo:
Calcula el producto mixto de los vectores U = (13,-2), V= (-1,0,4)y W= (2,1,-5).

Ya sabemos que vale 7, pero tenemos una nueva forma de obtener este valor, usando los
determinantes.

1 3 -2
[G,x?,vﬂ:—1 0 4|=24+2-(15+4)=26-19=7
2 1 -5

10.2. Aplicaciones del producto mixto

Volumen de un paralelepipedo
l

Sea el paralelepipedo definido por los vectores AD, AC y AD , entonces su volumen viene
dado por el valor absoluto del producto mixto de los 3 vectores:

Volumen de un tetraedro
El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C y D es igual a un sexto del volumen del

paralelepipedo definido por los vectores E,A_Cf y AD.
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Ejemplos:
1. Calcula el volumen del tetraedro de vértices A(1,0,-1), B(-2,3,1),C(0,-3,1) y D(0,4,-1) .
Determinamos el valor de los vectores que conforman las aristas del tetraedro:
AB=(-2,31)-(1,0,-1)=(-33,2)

AC =(0,-31)-(1,0,-1)=(-1-3,2)

AD =(0,4,-1)—(1,0,-1)=(-14,0)
-3 3 2
S -1 -3 2
AB , AC , AD _ —6-8—(6-24
Volumen del tetraedro:‘[ ]‘ = 1 40 =‘ ( )‘ :ﬂzgu3
6 6 6 6 3
2. Calcula el volumen del tetraedro de vértices A(1,1,1), B(3,0,0), C(0,2,0) y D(0,0, 6).
AB=(3,0,0)-(111)=(2,-1,-1)
AC =(0,2,0)-(1,1,1) =(-1,1,-1)
AD =(0,0,6)—(111)=(-1,-1,5)
2 -1 -
S -1 1 -
AB,AC,AD| |1 — 10-1-1—-(1+5+2
Volumen del tetraedro=‘[ 5 ]‘z ! 61 > = 6( o )‘zg:0u3

Si el volumen del tetraedro es 0 significa que los puntos que nos dan no forman ninguna figura
tridimensional, sino que todos pertenecen al mismo plano (son coplanarios).
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Ejercicios

1. Si G(—B, 5.1), \7(7, 4, —2), halla las coordenadas de:

a)2u  b)0-v ) —u d) 2u+v e)u —v f) 5u —3v
2. Dados los vectores de R®: 1i(3,3,2), V(5,-2,1), W(1,—1,0).

a. Hallalosvectores G —2v +3w, —20+V—4w.

b. Calculaay btales que: U =av +bw.
3. Sean los vectores: x(1,-5, 2), y(3, 4,-1), z(6, 3,-5), w(24,-26,—6)

Halla a, b, c para que se cumpla ax + by + cz=w .

4. Respecto de una base ortonormal, las coordenadas de tres vectores son l](3,—l, 5),
v (4, 7,11), w(-2, k, 3).

a) Calcula u-v.
b) Halla k para que v y W sean perpendiculares.

5. Dados los vectores G(S,—l, 2), \7(—1, 2,-2), calcula:
a) u-v
o) o]y [
c) (l] \7)
d) ¢ Cuanto tiene que valer x para que el vector (7, 2, x ) sea perpendicular a u?

6. Halla un vector perpendicular a estos dos vectores: G(S, 7,—6) y \7(4, 1,—2).

7. Halla el area del triangulo determinado por los siguientes vectoresl](3, 7,—6) y \7(4, 1,—2)

8. Halla el volumen del paralelepipedo definido por los siguientes vectores:
u(3,-5, 1), v (7, 4, 2)y w(0, 6, 1)

9. Halla el valor de x para que los vectores ﬂ(3,—5, 1), 9(7, 4,2)y 2(1, 14, x) sean

coplanarios, es decir, que el volumen del paralelepipedo que determinan sea cero.

10. Comprueba si los vectores 5(2,—1, 0) vy 5(1,—2,—1) son ortogonales.

Halla un vector unitario que sea perpendicular a a ya b.
11. Hallar el 4rea del tridngulo determinado por los vectores 5(2,0,0) y 5(2, 2,0) .
12. Dados los siguientes vectores: a =i + m]+R b=—2i+4j+ mk

Halla m para que los vectores a y b sean...
a) paralelos.
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b) ortogonales.

13. Dados los puntos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0), C(0, 0, —1) y D(-1, 1, 1), halla los vectores AB ,

BC y CD. Comprueba si son linealmente dependientes o no. Da una interpretacion
geométrica del hecho.

14. ¢Cudles de los siguientes vectores tienen la misma direccion?
a(,-3,2); b(2.0,1); c(-2,6,-4); d(5-1510); e(10,-30,5)

15. Dados los puntos P1(1, 3, -1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, O, 2), se pide:
a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.
b) Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en P1, P2, P3, P4 tenga
volumen igual a 7.

16. Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del tridangulo cuyos vértices son los
puntos A(1, -3, 5), B(0, 7, 2) y C(-1, 5, 6).

17.Dados los puntos A=(2,1,3) B=(1,3,4) C=(0,2,-1) y D=(1,2,a), calcular a para que sean
coplanarios.

18. Comprobar que los vectores 5=(1,1, 3), 5=(—1,2,0) y E=(1, 3,5) son linealmente

dependientes.

19. Encuentra un punto D, para que el poligono ABCD sea un paralelogramo. Siendo A(0, 0, 0)
B(2,-1,3)C(-1, 2, 1).

20. Dados los siguientes vectores: a=-2i+3j+k ; b=4i—3j+3k y c=—]j+4k . Determinar:

a. \5—6\
b. a-3b+2c
. (5—26)-36

d. —(4b—3c)x2b
e. EIl angulo que forma el vector a con cada uno de los ejes coordenados.
f.  El angulo entre los vectores: 3b y —2c

21. Dados a=(5,3,4) y b=6i— j+2k , calcular su producto escalar y el ngulo que forman.

22. Determinar el valor de t para que los puntos A(1,1,1), B(3,0,2), C(5,-2,2) y D(2,1,t) sean
coplanarios. Para el valor de t calculado anteriormente, obtener el area del poligono ABCD.

23. Probar que los puntos P(2,1,6), Q(3,5,-2), R(-4,6,8) y S(5,7,-1) son no coplanarios, y hallar el
volumen del tetraedro que forman.
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Soluciones:

1. a)(-6,10,2) b)(0,0,0) c)(3,-5-1) d)(1,14,0) e)(-10,1,3) f)(-36,13,11)

2. a.(-4,40) y(-5-4-3) b.a=2yb=-7

3. a=6b=-2,c=4

-25

4. a)60 b) k -—

5. a)-11  b)|i=548y[y|]=3 ¢)132° d) X:—733

6. uxv=(3, 7,-6)x(4, 1,-2)=(-8,~18,-25) o cualquier vector proporcional a él.

7. 15,914°

8. Volumen =53 u?

9. x=0

10. No lo son. El vector perpendicular es E(L,L,_ij

14 14 14
11. 2 u?

12. a)m=-2 b)m=2/5

13. Son linealmente independientes y significa que los cuatro puntos no son coplanarios.
14. Los vectores a, cy d son paralelos.

15. a)a=4/3 b)a=10/30a=-4/3

. (1+o -3+7 5+2j_(1 sz
2 ) 2'7'2

2
po(SE T8 258) ()

O
Il

Ci-1.5.8)

17. a=2

18. Sison linealmente dependientes. El rango de la matriz que definen es 2.
19. No es unica la solucion, pues depende del orden en que tomes los vértices del poligono.
Considerando ABy AC los lados del poligonoy CDy BD los otros lados debe ser D = (1, 1, 4)
20. a) 87 b)-14i+10j c¢)-87 d) 54i+96j + 24k e) Con el eje X: 122°; con el
eje Y: 36° con el eje Z: 74° f) 128,6°

21. Producto escalar vale 35 y el dngulo es 39°.

22. Forzamos a que el determinante formado por los vectores

AB(2,-11), AC(4,-31) y AD(1,0,t-1) sea Oy se obtiene t = 2. El drea del
poligono debemos hallarla dividiendo la figura en 2 trigngulos (no sabemos
que sea paralelogramo). Asi tomamos el triangulo ABD y BDC y obtenemos

cada uno. Areaz@ u? - B, Cy D estdn alineados y la figura es un triangulo
2

de vértices ACD. | I
23. No lo son pues el determinante de los vectores %(1 4,-8), ﬁ(—6,5,2)

y P—S(3,6,—7) es no nulo y por tanto son linealmente independientes (no estdn en el mismo
plano). Volumen = 217/6 u>.
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Una de vectores: ;”direccion” prohibida o “sentido” prohibido?

A veces, cuando nos expresamos en el lenguaje coloquial, solemos relajarnos y perder el rigor a la hora
de hablar, incluso, en ocasiones, podemos generar confusiones y conflictos innecesarios. Estas
confusiones suelen aparecer, por ejemplo, cuando nos referimos a los términos: direccion y sentido.
Habitualmente, solemos decir que vamos en “direccion contraria o direccion prohibida”, cuando vemos
la siguiente sefal de trafico:

Sentido prohibido

Esta afirmacion es incorrecta, esa sefal indica “sentido prohibido” no “direccion prohibida”. Indica que
no se puede continuar hacia adelante, en el sentido de la marcha que llevamos.

No podemos decir que vamos en “direccion contraria” porque simplemente no existen direcciones
contrarias. Hay mdltiples, infinitas, direcciones. Podemos llevar la misma direccion que otro vehiculo,
persona, calle o se puede llevar una direccion distinta pero no podemos llevar nunca una direccion
contraria a otra. Dos calles paralelas tienen la misma direccion, es decir, la direccion es la recta sobre
la que estan. Cuando en esa linea colocamos una flecha, entonces estamos definiendo el sentido.

Asi, mientras hay infinitas direcciones posibles, sentidos s6lo puede haber dos, asi que si se puede
hablar de sentido contrario. Por ejemplo, en la siguiente situacion:

Dos vehiculos que circulan por la autovia, circulan en la misma direccion pero en sentidos contrarios.

Miswma. Dipeiin
==
===

Dinvbinte Sewntideo
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Tema 5. Rectas y planos en el espacio.

1. Ecuacion de la recta en el espacio

Una recta viene determinada por un punto P(xo, Yy zo) y una direccion. La direccién

esta marcada por un vector libre v llamado vector director de la recta.
A partir de estos datos se determina las coordenadas de cualquier punto de la recta

(ecuacidn de la recta).

Ecuacion vectorial:
P(Xo'yo’zo) .
= (X, ¥,2)=(%,, Y9, 2o ) +t(V;,V,,V;) SiendoteR

—

V=(V,,V,,V;)

Ecuacion paramétrica:

X=X, +tVv.
P(Xo'yo’zo) ° ! .
- ( ) =Yy=Y,+tv, Siendote R
V=(V,V,,V
e =17, +tv,

Ecuacion continua:

P(XO’yO’ZO)}: X—X% — Yy—Y, _ Z—1,

v =(V,,V,,V,) A v, Va

Y por altimo la ecuacion general o implicita:
P(Xo'yo’zo)}:}AX+By+CZ+D=O }

—

v=(V,V,,v,)| AXx+B'y+C'z+D'=0

En la ecuacion general se expresa la recta como interseccion de dos planos no paralelos (cada ecuacion
representa un plano). Existen infinitas parejas de planos cuya interseccion es la misma recta.
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Nota. Una recta también queda definida por 2 puntos P y Q. Basta considerar uno de

IES VICENTE MEDINA

los puntos (P 0 Q) y el vector director como el vector que los une V= P_(j

Ejemplos:
1. Calcula en todas las formas anteriores la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(l, 2,3)

y con vector director v =(4,5,6).

P(12,3

. ( ) =|(x,y,2)=(1,2,3)+t(4,56)| Siendote R  (Ecuacion vectorial )
v=(4,56)

P(l,2,3) X:1+4t - -

- =|y=2+5tSiendot e R (Ecuacion paramétrica)

v=(459)] |,_3.6

P(12,3 _ _ _

. ( ) — X 1 y-2_z2-3 (Ecuacion continua)

V= (4,5,6) 4 5 6

Y por ultimo la ecuacion general o implicita la obtenemos a partir de la ecuacion continua:

x-1 y-2
x—l_y—2_z—3:> 4 5 5x-5=4y-8 - 5x—4y+3=0
4 5 6 y—2 z-3 |6y-12=5z-15 ||6y—5z+3=0
5 6
2. Calcula en todas las formas anteriores la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(l, 2, 3)
Convertimos la informacion proporcionada de 2 puntos en punto y vector:
P(1,2,3) P(1,2,3)
= =
Q(4,0,-1)] v=PQ=(4,0,-1)-(12,3)=(3,-2,-4)
P(1,2,3) _ ) _
. =|(x,y,2)=(1,2,3)+1t(3,-2,-4)| Siendote R (Ecuacion vectorial)
v=(3-2,-4)
P(1,2,3) X=1+3t _ - |
. =|y=2-2t;SiendoteR (Ecuacion paramétrica)
=029 | 5
P(1,2,3 _ _ _
. ( ) = X 1_y-2_z-3 (Ecuacion continua)
v=(3-2,-4) 3 —2 —4
Y por ultimo la ecuacion general o implicita la obtenemos a partir de la ecuacién continua:
x-1 y-2
x—1:y—2:z—3:> 3 -2 . —2X+2=3y-6 .
3 -2 -4 y-2 7-3 —4y+8=-22+6
-2 —4
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—2x-3y+8=0 —2x-3y+8=0
= =
—4y+2z2+2=0 —2y+z+1=0

Ejercicios

1. Determina la ecuacion continua y las ecuaciones implicitas de la recta que pasa por los puntos
A(2,-31) y B(4,5,-1).
Xx-2 y+3 z-1 {4x—y—11=0

Solucioén: Aunque las ecuaciones implicitas no tienen una

8 -2 X+2-3=0

expresion unica.

2. Determina la ecuacién continua y las ecuaciones implicitas de la recta que pasa por los puntos
A(111) y B(2,1,2).

X=1+1
- x-1 y-1 z-1 y=1
Solucion: (x,vy,z)=(1,1,1)+t(1,0,1) =< y=1 = = = =
(y.2) =11 +t(L01) =1y 1 0 1{x—z:0
z=1+t
3. Obten 6 puntos de la recta gz yT+3 = z_—21 . Averigua su vector director.

Solucidn: un punto puede ser P1(0,-3,1), pero el resto de puntos pedidos pueden ser muchos. Una recta

contiene infinitos puntos, las soluciones al ejercicio son infinitas. V =(2, 8, —2) .

X+y+z=3
4. Dada la ecuacion de la recta y
X—y+z=1

Solucién: P(0,1,2) y Q(3,1,-1). v =(1,0,-1).

} Averigua dos puntos y su vector director.

2.Ecuacion del plano en el espacio

Un plano t en el espacio viene determinado por un punto P(xo, Yy zo) y 2 vectores

u y v no paralelos (Ilamados vectores directores).

Ecuacion vectorial:
P(Xm yo’ Zo)
(Uy, Uy, Uy) e = (XY, 2) = (X5, Yo Zo ) +@(Ug, Uy, Ug )+ b (v, V,,v;) Siendoa,beR

[j:
v =(V,,V,,V;)

Ecuacion paramétrica:
P (X5 Y01 2,) X =X, +aU, +bVv,

—

u=(u,u,U;)r=y=Y,+au, +bv, ;Siendoa,be R

_ z=17,+au,+bv
V=(Vy,V,, V) | o TaU; +bv,
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Ecuacion general o implicita:
Ax+By+Cz+D=0

Se obtiene despejando del anterior sistema y eliminando los parametros a 'y b.

Esta ecuacion también se puede obtener del determinante siguiente:
P (X, Yo12,) X=X, Y-y, 2-1

U=(Uy,Uy,U) p =y, u, u, |=0

V=(V,,V,,V;) Vi v,

0

P

X
Nota. Un plano también queda definido por 3 puntos P, Q y R. Basta considerar uno de
los puntos (P, Qo R) y los 2 vectores directores como los vectores que unen los tres

puntos, por ejemplo de P a Q ( ﬁ:@)ydePaR(V:ﬁ).

Ejemplos:
1. Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,—2,3) y tiene como vectores directores

u=(123)yv=(-542).
Calculamos directamente la ecuacion general del plano pedido:
x-1 y+2 z-3
1 2 3 [=0
-5 4 2
4(x—1) —15(y+2) +4(z—3) -[ -10(z-3)+2(y+2)+12(x-1) | =0
4(x—1)—15(y+2)+4(z—3)+10(z—3)-2(y+2)-12(x-1)=0
-8(x-1)-17(y+2)+14(z-3) =0
|-8x—17y+14z-68=0)

2. Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,-2,3); Q(-1,0,2) y R(0,2,2).
Determinamos los vectores directores del plano y luego su ecuacion general:

P@,-2,3) P,-2,3) x—1 y+2 z-3
Q(-10,2);=u=PQ=(-10,2)-(L,-2,3) =(-2,2-1)(=|-2 2 -1|=0
R(0.22) | v=PR=(0,22)-(L-2.3)=(-14,-1) 14 A
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~2(x-1)+y+2-8(z-3)-[-2(2-3)+2(y+2)-4(x-1)]=0
—-2(x-1)+y+2-8(z-3)+2(z-3)- (y+2)+4(x 1):0

—6(z—-3)—(y+2)+2(x-1)=0
2x—y—-62+14=0|

Ejercicios
1. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,0,0) y es paralelo a las rectas:
x-1 vy z+2 x-2 y+1 z-3
1 2 3 2 1 -1
Solucién: 7 :-5x+7y—-3z+5=0

2. Halla la ecuaciéon del plano que pasa por el punto A(1,0,0) y contiene a la recta
XLy _z+2
1 2 3
Solucion: 7:2x—-y-2=0

3. Indica si el punto P(-2,1,0) pertenece a alguno de los planos:

x=1-3a+p X=9-3a+pf
m:3Xx=-5y+72-8=0 7x''sy=a-p 7" y=a-
Zz=5—-q Z=5-«a

Solucion: Solo esté en el plano 7z’

4. Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,1,0); B(0,1,1) y C(1,0,1).
Solucion: 7:—x-y-z+2=0

2.1 Vector normal del plano

Se llama vector normal del plano 7z: Ax+By+Cz+ D =0 al vector:

n=(AB,C)
Este vector es perpendicular al plano. Como la pata de una mesa respecto del tablero de
dicha mesa.

Nota: Este vector al ser perpendicular al plano es perpendicular a los vectores directores del plano,
por lo que se puede obtener a partir del producto vectorial de ambos. Evidentemente, vectores
normales hay infinitos, aunque todos son paralelos, pues indican la misma direccion.

= (4,B,0)

</

n/l_j

. Ax+By+Cz+D=0

Tema 5. Rectas y planos en el espacio 30



\’E 1
IES VICENTE MEDINA CURSO 2021/22 v
7C

Ejemplos:

1. Determina el vector normal al plano 7:2x+y—-z-2=0.
A=2B=1yC=-1>n=(21-1)

2. Calcula el vector normal del plano que pasa por el punto P(1,—2,3) y tiene como vectores
directores u =(1,2,3) yv=(-5,4,2).
Para determinar el vector normal calculemos el producto vectorial de los vectores directores
(da igual el orden en que se haga dicho producto uxv 0 vxu):

i j ok
uxv=|1 2 3[=4i-15j+4k—(-10k+2j+12i)=-8i 17 j+ 2k
5 4 2
n=(-8,-17,2)

2.2 Ecuacion del plano dado su vector normal y un punto

Determinar la ecuacion del plano z: Ax+By+Cz+ D =0, a partir de su vector normal
n= (A,B,C) y un punto P(a, b, c) es muy sencillo. Solo falta determinar el valor de D y para ello
basta sustituir en la ecuacion y resolver una sencilla ecuacion.

Ejemplo:
Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P(1,0,2) y tiene como vector normal
n=(1-12).
Como n=(1,-1,2)el plano debe tener la ecuacién x—y+2z+D = 0. Solo falta determinar el
valor de D, para ello utilicemos el hecho de que el punto P(1,0,2) esta en el plano, sustituyendo

sus coordenadas en la ecuacion del plano:
P(,0,2)

=1-0+4+D=0=D=-5
X-y+2z+D=0

‘La ecuacion del plano pedidaes x—y+2z-5=0

Ejercicios

1. Determina la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas O(0,0,0) y tiene como
vector normal n=(-1,2,0).
Solucién: 7:—x+2y=0

2. Determina la ecuacion del plano que pasa por el origen y es perpendicular a la recta
. _y_z+2
1 2 3
Solucién: 7:x+2y+3z=0
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3.Posiciones relativas
Las posiciones relativas entre puntos, rectas y planos los separamos en varios casos.

3.1 Posiciones relativas de 2 planos
Las posiciones relativas de 2 planos z, : Ax+By+Cz+D=0y 7,:A'X+B'y+C'z+D"'=0

con vectores normales respectivos n, y n, se reducen a tres:

Planos comcidentes Planos paralelos Planos secantes

recta comun

e Planos coincidentes:

T = T2
A B C D . N .
Se cumple que — =—=—=— . Las ecuaciones de los 2 planos son idénticas si
A" B'" C'" D'
e . A B C
simplificamos ambas ecuaciones. Los vectores normales son paralelos 2B

e Planos paralelos:

v

T2
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Se cumple que AA = BE = CE # R Las ecuaciones difieren en el termino independiente de la
C

2 A
ecuacion de ambos planos. Los vectores normales son paralelos A B o

e Planos secantes:

. A B C .
Se cumple que alguna de las igualdades ORI no es cierta. Los vectores normales no

son paralelos.
Se cortan en una serie de puntos que constituyen una recta r.

Ejercicios

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de planos:
a) m:Xx=3y+z=0ym,:-3x+9y—-3z+4=0

b) 7z :2x—y+3z-2=0yx,:-3Xx+y—-22+1=0

c) m:Xx—5y—-z+3=0yr,:—2x+10y+22-6=0

Solucion: a) Paralelos b)Secantes  c¢) Coincidentes

3.2 Posiciones relativas de 2 rectas

Dadas las rectas:
X—X = z-12 : —
: I T L que pasa por el punto A:(xr, Y, z,) y vector director u = (u,, u,,u,)

r

U, U, U,
X—X - z-12 :
ys: s Y 7Y _ > que pasa por el punto B =(X,,Y,,z,) Yy vector director
Vl V2 V3
V=(V,V,,V,)

para estudiar las posiciones relativas entre ellas vamos a estudiar la relacién entre los vectores
u,Vvy AB. Las posiciones relativas de las 2 rectas pueden ser:
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Se cumple que los vectores directores de ambas rectas son paralelos y el punto P, esta en la recta s.
Se comprueba que los 3 vectores u,v y AB son paralelos.

Ejemplo:

Estudia la posicion relativa de las rectas:
. X y+1 z-3 S_x+2 y _z-1

4 2 4 T2 a1 2
Para ello obtenemos sus vectores directores respectivos: I =(-4,2,-4) y E =(2,-12).
Los vectores directores son paralelos, ya que _?4 = il = _74 :

Luego las rectas son paralelas o coincidentes.

El vector que une un punto de r con un punto de s es:
P.=(0,-13) y P, =(-2,0,1), entonces P.P, =(-2,0,1)—(0,-1,3) =(~2,1,-2), que es paralelo a
—4

u, =(2,-1,2)ya que _—jzgz?. P.P, es paraleloa u,

Las rectas son coincidentes.

e Rectas paralelas (no tienen puntos en comun y sus vectores directores son paralelos):

- — s

£l

} L
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Los vectores directores son paralelos, pero AB no es paralelo a ellos. El punto P no pertenece a
larectas.
Ejemplo:

Estudia la posicion relativa de las rectas:

l’:x—2:y+2:z—4 y S_x+2_ y z-1

—4 2 4 T2 a1 2
Para ello obtenemos sus vectores directores respectivos: uT =(-4,2,-4) y @ =(2,-12).
Los vectores directores son paralelos, ya que _74 = 31 = _74 :

Luego las rectas son paralelas o coincidentes.

El vector que une 1 punto de r con 1 punto de s es:
P.=(2,-2,4)y P,=(-2,0,1), entonces P.P, =(~2,0,1)—(2,-2,4) =(-4,2,-3), que no es

paralelo a u, = (2,-1,2) ya que _74 = 31 # _73 . PP, noes paraleloa u,

Las rectas son paralelas.

e Rectas gue se cortan (tienen un punto en comun y sus vectores directores no son paralelos):

-

.E .

h&

Se cumple que los vectores directores no son paralelos, pero los vectores u, vy AB son
linealmente dependientes (estan en el mismo plano).

Ejemplos:

1. Estudia la posicion relativa de las rectas:
:x—2:y+2:z—4 y S;XLZZIZZ__l
2 -1 1 2 -1 2
Para ello obtenemos sus vectores directores respectivos: uT =(2,-11) vy @ =(2,-1,2). Estos

r

2 -1 1
vectores no son paralelos, ya que E = _l * E . Entonces las rectas se cortan o se cruzan.

El vector que une un punto de r con un punto de s es:
P =(2,-2,4)y P, =(-2,0,1), entonces P.P, =(-2,0,1)—(2,-2,4) =(-4,2,-3)
Calculemos el determinante formado por los 3 vectores:
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2 -1 1
2 -1 2|=6+8+4—-(4+6+8)=0
4 2 -3

Los 3 vectores son linealmente dependientes y por tanto las rectas se cortan.
Para hallar el punto de corte de ambas rectas planteamos el sistema formado por ambas
ecuaciones. Transformamos las ecuaciones en paramétricas:

X=2+2a
=-2-a
LXx-2_y+2_z-4_ ) Y 2+2a=-2+2b) 2a-2b=-4
2 -1 1 Zz=4+a
5 i = 249b =-2-a=-b =-a+b=2 =
X+ Z— =—
s XFe_Y _ZI72 X=—et 4+a=1+2b a-2b=-3
2 -1 2 — b
y
z=1+2b
a-b=-2 123 y 22 ecuacion a-b=-2 a=b-2
=-a+b=2 y_ = - = =>hb-2=2b-3=>-b=-1=b=1
son iguales a-2b=-3 a=2b-3
a—-2b=-3
Xx=—2+2=0
El punto de cortees y =—-1 =|P(0,-1,3)
z=1+2=3

2. Estudia la posicion relativa de las dos rectas:
:x—2 zZ—- S;X+1:X:Z_4
-2 2 -1 3 -1
Los vectores directores de las rectas son u =(-2,1,2);v=(-13,~1) que no son
proporcionales, luego las rectas no son paralelas ni coincidentes. Si consideramos un tercer
vector definido por un punto de cada recta, por ejemplo A(2,-4,3) y B(—1,0,4). El vector

AB =(-1,0,4)—(2,-4,3)=(-3,4,1).

-2 1 2
-1 3 -1=-6 +3—8—(—18—1+8) =0 Los tres vectores son coplanarios y por tanto
-3 4 1

las rectas se cortan.

¢ Rectas que se cruzan (no tienen puntos en comun y sus vectores directores no son paralelos):

/ !
1

]

j/ ////
— ﬁ
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Se cumple que los vectores directores no son paralelos y los vectores u,v y AB son linealmente
independientes.

Ejemplo:

Estudia la posicion relativa de las rectas:
l’_x—?,_y_z+4 X+2 y z-1
S 2 2

Para ello obtenemos sus vectores directores respectivos: I =(2,-11) y @ =(2,-1,2).
2 -1 1

Estos vectores no son paralelos, ya que 5= # >

Entonces las rectas se cortan o se cruzan.

El vector que une 1 punto de r con 1 punto de s es:
P =(3,0,—4) y P, =(-2,0,1), entonces ﬁ =(-2,0,1)—(3,0,-4)=(-5,0,5)

Calculemos el determinante formado por los 3 vectores:

2 11
2 -1 2/=-10+10+0-(5-10+0)=5%0
5 0 5

Los 3 vectores son linealmente independientes y por tanto las rectas se cruzan.

Ejercicios

1. Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:

2 r X-3z+2=0 [x=2y-5=0
ly-2z-1=0 |-y-2z-4=0
X=2-4
b) risy=1+3%2 y s:(x,y,z2)=(01-1)+u(-2,62)
z=-1+1

c) r:(xy,z)=(435)+4(30,-6) y s:(xy,z)=(239)+x(10,-2)

X+2 y-1 X—3 z+3
d)ri—="-=zysi—-=y+l=—r
) 3 2 y 2 y -1
X=14+24
z-1
e) risy=2-1y s:x—2:y:—4
z2=3+21
Solucion: a) Se cruzan b) Paralelas  c) Coincidentes d)Se cruzan e) Secantes

2. Halla el punto de interseccion de las rectas:
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x=14+21
z-1
rqy=2-4y s:x—2:y:T
z2=3+21
Solucion: P(3,1,5)

3. Halla el punto de interseccion de las rectas:
2x—2+2=0 [x=y+z+1=0
X+y+2z-3=0 13x—y+3=0

Solucion: P(_—l,g,lj
2 2

3.3 Posiciones relativas de 1 plano y 1 recta

X-a_ y-b z-c
Vl V2 V3

Las posiciones relativas del plano 7: Ax+By+Cz+D =0y larecta r: son:

Recta contenida en el plano ~ Recta paralela al plano Regcta corta al plano

Se puede estudiar la posicion relativa de ambos considerando el vector director de la recta y el
vector normal del plano o bien resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de ambos.

e Recta contenida en plano (Tienen en comun todos los puntos)

—_—

n

Ly

Se cumple que el vector normal del plano n= (A, B,C) es perpendicular al vector director de la

recta v= (v,,V,,V,) y ademas el punto P(a,b,c) de larecta pertenece al plano.
También se puede comprobar viendo que hay 2 puntos de la recta que pertenecen al plano.

Ejemplo:

x-1 y-1 z-1
-1 0]

Veamos si vector normal al plano n= (1, 2, —3) y vector director de recta V= (2,-1,0) son

ortogonales (su producto escalar es 0):

n-v=(42-3)-(2,-10)=2-2+0=0

Estudia la posicién relativa del plano 7 :x+2y—-3z=0y larecta r:
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Son perpendiculares, luego son coincidentes o paralelos.

¢Pertenece el punto P(1,1,1)de larecta al plano 7 :x+2y—-3z=07?
P12

T X+2y—-32=0
estan en el plano. Recta y plano son coincidentes.

} = ¢1+2-3=07? Si es cierto. El punto P y todos los puntos de la recta

e Recta paralela al plano (No tienen en comdn ningun punto)

KLy

Se cumple que el vector normal del plano n= (A, B,C) es perpendicular al vector director de la

recta v= (v;,V,,V,), pero el punto de la recta P(a,b,c) no pertenece al plano.

Ejemplo:

x-1 y-1 z+1
-1 2 1
Veamos si vector normal al plano n =(1,2,~3)y vector director de recta v =(~1,2,1)son
ortogonales (veamos si su producto escalar es 0):

n-v=(42-3)-(-12) =-1+4-3=0

Son perpendiculares, luego son coincidentes o paralelos.

Estudia la posicion relativa del plano 7 :x+2y—-3z=0y larecta r:

¢Pertenece el punto P(1,1,—1)de larectaal plano 7:x+2y—-3z2=07?
P@1-1)

T X+2y-32=0
El punto P no pertenece al plano. Recta y plano son paralelos.

}:>(;1+2+3=6¢0? No es cierto.

e Recta corta al plano (Tienen en comdn un punto)

r

Tema 5. Rectas y planos en el espacio 39



1

IES VICENTE MEDINA CURSO 2021/22 \-/
T

El vector normal del plano n = (A,B,C) no es perpendicular al vector director de la recta

= (v;,V,,V,) . Recta y plano se cortan en un punto.

Ejemplo:

Estudia la posicion relativa del plano 7 :x+2y—-3z=0y larecta r: X_ll = y2—1 -z +11 .

Veamos si vector normal al plano n=(1,2,-3)y vector director de recta v =(~1,2,~1)son
ortogonales (veamos si su producto escalar es 0):
n-v=(12-3)-(-12,-1)=-1+4+3=6=0

No son perpendiculares - La recta y el plano son secantes.

Si deseamos hallar las coordenadas del punto de corte de recta y plano hay que resolver el sistema
formado por ambas ecuaciones:

TiX+2y-32=0 x+2y-32=0 X+2y-32=0 X+2y-3z=0
x-1 y-1
x-1 y-1 z+1 :>—1:T = 2X—2=-y+1;=2X+Yy =3
r: = = -
-1 2 -1 y-1 z+1 -y+1=22+2 -y-2z=1
2 -1

¢Puedo resolverlo por Cramer?
Determinante| |1 2 -3

de los =2 1 0|=-2+6-(-8)=12=0
coeficientes | [0 -1 -2
Puedo utilizar el método de Cramer para resolver el sistema:

0 2 -3
31 0
1 -1 -2 9+3+12 24
X = = = —= 2
12 12 12
0 -3
0
01 -2 -6-6 -12
y= - _f_
12 12 12
2 0
1 3
0 -1 1] 1-4+3
L= = = 0
12 12

El punto de corte es P(2,—1,0) . Comprobemos que el punto hallado pertenece a recta y al plano:
P(2,-10)ex

= 2+2(-1)—0=0 Es cierto. El punto esta en el plano
T:X+2y-32=0
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P(2,-1,0
( Jer 2ot A 041 1 22 1 e dierto. B punto esta en la
p Xyl e T, T T T T T |
-1 2 -1
recta
Ejercicios
1. Determina la posicion relativa de las rectas y los planos siguientes:
mr:2X+y—-4z+1=0 m:X=3y+2-2=0 r:X+y+z=0
a) iy X+2y-2z+1=0; b) - 2X+y—-2z=0 c) [x-3y+2z-5=0
ly+2=0 Ix-y+z+2=0 12x+2y+22=0
Solucién: a) Paralelos b) Secantes  c) La recta contenida en el plano

2. Determina la posicion relativa de la recta y el plano siguiente:
m:X=2y+7-4=0

r:—2:—:z+3

Solucién: Secantes

. ., -1
3. Halla el punto de interseccion entre larecta r: x+2 = y_2 =zyelplanoz:x-2y+z-8=0

Solucion: P(0,-3,2)

4. Determina el punto comdn a la recta r:X;;:%: z+3 yelplano 7:x-2y+z-5=0

Solucion: P(5, —2,-4)
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Ejercicios

Xx=1+2t x=t
1. a) Demostrar que las rectas L={y=1-t L,={y=0 Secortanen un punto. ¢Cual es ese punto?

z=t 7=4-t

b) Encontrar la ecuacion del plano determinado por dichas rectas.
PAU 2005. Sol: a) P(3,0,1) b) x+3y+z-4=0

x=1-t
2. Encuentre el plano que contiene a larecta | =)y -2 ¢ Y esparalelo a la recta determinada por los
z=3
puntos P(1,1,1) yQ(-10,2). PAU 2001. Sol: x+y+3z-12=0

3. Estudie, seglin los valores de a, la posicion relativa de las rectas:

Xx=1+at
. [ X+y+z=2
L=qy=-1-at L'=
3Xx—-y+az=5
z=1+t

1
PAU 1999. Sol: Si a # % secruzan,si a= E se cortan

4. Encontrar la ecuacion del plano que es paralelo al que tiene por ecuacion x+y+z—-1=0 Yy que pasa

por el punto (1,2,3) . PAU 1998.Sol: x+y+2-6=0
o X=1+2t ] ] ]
5. Estudiesilasrectas: | _Jy_1_ ¢ | = {X‘iz =03 determinan un plano y, en caso afirmativo,
+7Z=
z=3+t y
encuentre su ecuacion.. PAU 2002. Sol: L y L, son paralelas y determinan el plano z:x+2y—3=0
6. a) Demuestre que las rectas siguientes se cortan en un punto. ¢Cual es ese punto?
X=2—-1 x=1+1
n:iy=3+4 r,ay=6+4
z2=1+22 Z2=6+41

b) Calcule la ecuacion general del plano determinado por ambas rectas.
PAU 2006. Sol: a) El punto de corte es (0, 5, 5). b) —x+3y—2z-5=0

X+y=

7. a)Estudiesilarecta r E{ yelplano 7=x+y+z=4 sonono paralelos.

b) Encuentre la ecuacion general del plano 7' que contiene a ry es perpendicular a = .
PAU 2000. Sol: a) Son paralelos b) r'=-x—y+2z-2=0

Tema 5. Rectas y planos en el espacio 42



\r’rf 1
IES VICENTE MEDINA CURSO 2021/22 v
7C

Tema 6. Geometria métrica en el espacio.

¢Doénde aparecen los vectores independientes o no en el posicionamiento de un dispositivo GPS?
¢Qué relacién guarda con el angulo, area o volumen?

Satellite 2

Satellite 1 ‘

-~

Satellite 3

Vamos a calcular angulos y distancias entre puntos, rectas y planos. También areas y voliumenes de
figuras geométricas sencillas (triangulos, paralelogramos, tetraedros y paralelepipedos).

1. Angulos
1.1 Angulo de dos rectas
A(a,b,c) B(d,e, f) )
Dadas las rectas r:< - e , se define el angulo de ry s como el
u=(u,u,,u;) V=(V,,V,,Vs)

angulo agudo que forman sus vectores directores:

Angulo(r,s) = Angulo(u,v)

el

gl

r

Nota: Si obtenemos el angulo obtuso («), el angulo que forman las rectas sera 180° — .
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Si las rectas son paralelas el dngulo que forman es de 0°.
Ejemplos:

1. Halla el angulo que forman las rectas:

r:X;:y+4:Z; S:X_-i-l:l:Z;Ll-
-2 2 -1 3 -1
Utilicemos el producto escalar de los vectores directores para hallar el angulo formado por las
rectas:
~ o u-v  (-212)-(-13,-1 -
cos(i,v)= UV - (222 (13D _2+3-2_ 3 _ 1

_|ﬁ|-|\7|_J4+1+4-J1+9+1 9.y11 311 A1

(ﬁ , \7) =arc cos (ij =72,4°

J11

El angulo formado por las rectas es de 72,4°.

2. Halla el angulo determinado por las rectas:

3 ) X=1-4
r:i:y—lzi y s:qy=-2+34
5 -1
72=24

De las ecuaciones obtenemos los vectores directores U = (5,1,-1); V= (-13,2)

|ﬁ|=\/25+1+1=\/§
|\7|=M:J1_4 — COSa =

u-v=(51-1)(-132)=-5+3-2=—-4

4

4 _
J27 14~ 378

arc cos =102° hemos obtenido el angulo obtuso, entonces
(\/378 j J

angulo(r,s)=180°-102°= 78°
1.2 Angulo de dos planos

Si los dos planos son coincidentes o paralelos forman un dngulo de 0°.
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Dados los planos 7, : Ax+By+Cz+D, =0y x,: AXx+B,y+C,z+ D, =0 secantes.
El &ngulo formado por ambos planos es el &ngulo agudo que forman sus vectores normales

Ez(AL’Blicl) ya:(%’BZ'CZ)

B —

—_— — .

. . n -n,
angulo(ﬂl,zzz):angulo(nl,nz)=arc cos |ﬁ 2
[

\ 1o

Ejemplos:

1. Halla el dngulo que forman los planos: 7, : X—2y+z2-2=0y 7, :—=2X+3y+2+1=0
Necesitamos obtener de la expresion de la ecuacion los vectores normales:
n=(1-21) yn,=(-231)
E . E _ (1a _211)'(_213;1) _2_6+1 _ _7

n| [ S +4+14449+1 Je14 B4

arc cos(ij =139,8°

N

é.ngU|0(7T1, 722) =180°-139,8°=40, 2°

2. Halla el angulo que forman los planos: 7, :X—-2y+z2-2=0y 7, :—2X+4y—-22+1=0
Necesitamos obtener de la expresion de la ecuacion los vectores normales:
n=(1-21) yn,=(-2,4,-2)
n-n,  (L-214-24-2) -2-8-2 -12

— = = - =_1
‘nl‘ -‘nz‘ JI+4+184+16+4 624 144

arc cos(—1) =180°

angulo(7,, ,) =180°-180°=0°

Los planos son paralelos.

3. Halla el angulo que forman los planos: 7, : X+2y+2z2-2=0y 7, :-2x+3y—-2z+1=0
Necesitamos obtener de la expresion de la ecuacién los vectores normales:

Tema 6. Geometria métrica en el espacio 45



a
IES VICENTE MEDINA CURSO 2021/22 U
T

n=(122) yn,=(-23-2)
non _ (122{(232) 2+6-4_ 0
‘n]-‘nj‘ +4+1/4+16+4 624 144

arc cos(0) =90°

angulo (7, z,) = 90°

Los planos son ortogonales.

1.3 Angulo de recta y plano

e Si larecta esta incluida en el plano 0 ambos son paralelos, recta y plano forman un angulo de
a=0°.

o a=10°

e Silarectay el plano son secantes, el angulo de la recta

A(a,b,c)
r:<- y el plano 7: Ax+By+Cz+D =0

U= (U, U,,Uy)
es igual al angulo que forma la recta r con la recta r’ que es la proyeccion de la recta r sobre
el plano .

De todos los angulos formados por r con las rectas contenidas en 1, el dngulo «(r,r’) es el
menor posible, y por eso se le define como el angulo formado por la recta y el plano.

El dngulo que forman una recta y un plano es igual al complementario del angulo agudo que
forman el vector director de la recta y el vector normal del plano.

A(a,b,c)
Sealarecta r:< - y el plano 7: Ax+By+Cz+D =0
u = (u,u,,u;)

El dngulo que forman el vector director de la recta U = (ul,uz,US) y el vector normal del plano

n= (A, B,C) se obtiene a partir de la formula del producto escalar:
S, u-n
COS(U , n) S=ren
Juf -

El &ngulo entre recta y plano es 90° —(G, ﬁ)
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Ejemplos:

x-=1 -y-2
1. Determina el angulo que forman la recta r:—3 :yT:_Z_l y el plano

T:X—y+22-6=0.
La recta tiene como vector director U = (—3, —2,—1) , aunque lo podemos cambiar por

l]=(3, 2,1) y el vector normal del plano es ﬁ=(1, —1,2), el angulo entre estos vectores es:
cos(ﬁ ﬁ): u-n _ (3,21)-(1-12) _3-2+2_ 3
’ \GHH\ JO+4+11+1+4 84 84

(ﬁ : ﬁ) =cos™ (%) =70,9°

El angulo entre recta y plano es de 90° —70,9° =19,1°

X+y—-2z-1=0
—X+3y-2+4=0
La recta tiene como vector director el producto vectorial de los vectores normales de cada
uno de los planos que la definen:

2. Halla el angulo que forma el plano 7:3x—-2y+2z2—-2=0 ylarecta r:{

ik
u= (L1L-2)x(-1,3-1)=|1 1 -2/=5i+3j+4k=(5,3,4)y el vector normal del plano T
-1 3 -1

es N=(3,-2,1), el angulo entre estos vectores es:

cos (i, 1) = i-n_ (534):(3-21) 15-6+4 13
’ _‘GHH‘_J25+9+16-J9+4+1_ J700 700

(G , ﬁ) =cos™ (%} =60,5°

El dngulo entre recta y plano es de 90° —60,5° =29,5°

Ejercicios

x-1 y-3 z+1 S_x+2_y—1_z+1
-2 -1 -1 3 =2
Solucion: El angulo es 180° — 122°18°41 =57°41°18,5”’

1. Calcular el angulo que forman las rectas r:
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2. Calcular el &ngulo que forman plano z:x—y+z=0 ylarecta r: XT_l = y_+12 :%
Solucioén: 67° 47' 32,44"

3. Calcular el angulo que forman los planos 7, : Xx+y—2z2=3 Yy 7, :—X+y+2z=2
Solucién: 48° 12'12,9"

2. Distancias
2.1 Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos A(a,,a,,a,) Yy B(b,,b,,b,), definimos la distancia entre los dos puntos A 'y
B como el médulo del vector AB:

d(A,B) = |ﬁ|

Ejemplo:

La distancia entre el punto A(1,2,3) y el punto B(1,4,3) sabemos que es 2. Con la férmula:
AB=(14,3)-(1,2,3)=(0,2,0)=d(AB)=+/0+4+0=2

2.2 Distancia de un punto a una recta

A(a,b,c)
Dado un punto P(a,,a,,8;) y unarecta r:q- la distancia desde P a r es el minimo del
u = (U, U,,Uy)
conjunto de distancias desde P a un punto cualquiera de la recta. Este minimo es Unicoy
corresponde a la perpendicular trazada desde P hasta r.

A(a,b,c
Dado un punto P(a,,a,,a;) y unarecta r: {#( ) la distancia desde P a r se calcula:
u = (U, U,,U,)

AP
d(P,r)= |ﬁ|

Este cociente es la division entre el area del paralelogramo definido por el vector director de la recta
y el que vade A aP y el modulo del vector director (base del paralelogramo), queda como resultado
la altura que es la distancia buscada.

AP d(P,r)
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X=-2-31
1. Halla la distancia desde el punto P(-3,1,-1) alarecta r:<y=-3+24
z=1-1

Un punto de la recta es A(—2,-3,1) y el vector director es u=(-32-1).
AP =(-31-1)—(-2,-31)=(-14,-2)

i ] k
UxAP=|-3 2 -1=-5j-10k =(0,-5,-10)

-1 4 -2
ux AP|=+/0+25+100 = /125 [5E
‘a ‘ :>d(P,r):—125u
‘u‘:\/9+4+1=\/1_4 V14

2. Halla la distancia desde el punto P(2,-1,0) ala recta r:x—lzyTJrl:ZT_l

Vamos a hallar la distancia sin formula. Vamos a determinar las coordenadas del punto P’ de la
recta mas cercano a P. Con ese punto la distancia de P a r es la distancia de P a P’.
Para hallar ese punto P’, hallamos la ecuacion del plano con vector normal = vector director de

la recta y que pasa por el punto P. El punto P’ serd la interseccion del plano con la recta.
El plano tiene la ecuacion:

_ P(2,-10) P(2,-10)ex
'{ﬁ:(1,2,3):>7z:x+2y+3z+D=0
El plano mes x+2y+3z=0

El punto de corte de recta r y plano se obtiene del sistema:

}:>2—2+0+D:0:>D:O

X+2y+3z=0
mT:X+2y+32=0
:>x=1+a = (1+a)+2(-1+2a)+3(1+3a)=0=
r:x—lzy—Jrlzz—_1 y=-1+2a
2 3
z=1+3a

x:1+_—l X=
7

:>2+14a:0:>a=_71:>El punto de corte es y=—1+2-_71 =>y=

~N |~ | ~Nlo

\1|©

-
7 N\

N o
\‘|©

~N |~
N—

z:1+3-_—1 7=
7
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SOTICED

Distancia (P, r )= Distancia(P,P’) :‘P—P" = '/461_3+4%+% = \/%: \/gu

2.3 Distancia de un punto a un plano

Dados un punto P(a;,a,,8;) yunplano 7: Ax+By+Cz+D =0, ladistanciadePamnesla

minima distancia desde P a un punto cualquiera del plano 1. Este minimo coincide con la
perpendicular trazada desde P a . La formula para hallar el valor de esta distancia es:

_ |Aq, +B-a,+C-a,+D|
JAZ+B2+C?

d(P,7)

—-———— = = = = —
=11

d(P, )

Ejemplos:

1. Halla la distancia desde el punto P(1,-2,3) al plano 7:2x+3y—-2z+1=0.
Aa +B-a,+C-a,+D| [21+3(-2)-23+1
d(p,x)- A8 B2+ Ca+D] 21+3(2)-23+Y 9
JA2+ B2+ C? J4+9+4 J17

2. Halla la distancia desde el punto P(1,0,2)al plano 7z :2x+3y—-2z+1=0.

e SIN FORMULAS:
1° Determinamos la ecuacidn de la recta perpendicular al plano que pasa por P:

e =r:y=3a
u:n:(2,3,—2) Zz=2-2a

2° Determinamos el punto de corte de recta y plano:
x=1+2a
r-y=3a
Z=2-2a
m:2X+3y—-2z+1=0

= 2(1+2a)+3(3a)-2(2-2a)+1=0=-1+17a=0
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x:1+2i=E
17 17
1 1 3 (19 3 32
a=—=Yy=3—=— =P —=,—=,—
17 17 17 17 17 17
222_2i=2
17 17

3° La distancia pedida es la distancia de P a P’:
PP gzgj_(m): 232
17 17 17 17 17 17

d(p,ﬂ):d(p,p'):\p—v\:‘(i,i,ﬁj‘\/ 4,04 :\/17 YRR
17 17 17 ))\289 289 289 289 17

e CON FORMULA:

4 (P, ) |Aa, +Ba,+Ca,+D| [21+30-22+1 1 .
!ﬂ- = = =
JA2 + B2+ C? V4+9+4 17

Cada cual que elija el método que prefiere utilizar.

2.4 Distancia entre dos rectas

La distancia entre dos rectas r y s, d(r, s) es la minima distancia de un punto cualquiera de r y un
punto cualquiera de s.

Segun sea la posicion relativa de las 2 rectas la distancia se calcula de forma distinta.

o Distancia entre rectas que se cortan o son coincidentes

Si las rectas se cortan o son coincidentes, su distancia es cero.

d(r, s)=0.

Distancia entre rectas coincidentes

Distancia entre rectas que se cortan

r

r

d(r,s)=0

d(r,s)=0
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Ejemplos:

1. Halla la distancia entre las rectas siguientes:

r:X—_21: y—zzz—*;1 s:(%,y,2)=(411)+A(10,-3)
) AL 2,-1) B(4,11)
El punto y vector director de cada rectaes r:- - S:q.
u=(-21-5) v=(10,-3)

En primer lugar estudiamos la posicion relativa de las rectas. Para ello vemos si sus vectores

. . -2 1 -5 . L
directores son proporcionales: T # 0 #— No son rectas ni paralelas ni coincidentes.

Estudiemos si se cruzan o cortan:

AB=(4,11)-(1,2,-1)=(3,-12)

3 -1 2
-2 1 -5/=-9+5-(2-6)=0 Las rectas se cortan y la distancia entre ellas es 0.
1 0 -3

2. Halla la distancia entre las rectas siguientes:
X=1 y+2 z+1
2 4 2

r

s:(xy,2)=(-121)+1(1-2,-1)

) AL -2,-1) B(-1,2,1)
El punto y vector director de cada rectaes r:- - S:q.
u=(-242) |v=(1-2-1)

En primer lugar estudiamos la posicion relativa de las rectas. Para ello vemos si sus vectores

. . 2 4 2 .
directores son proporcionales: 1T- 5" Las rectas son paralelas o coincidentes.

¢Paralelas o coincidentes?

Basta ver si A (punto de la recta r) pertenece a la recta s o que el punto B (punto de la recta s)
pertenece a la recta r. Parece mas facil ver esto ultimo:

B(-12.)
r_x—l_y+2_z+1 =¢
S 2 4 2

Estas igualdades son ciertas y B esta en la recta r. Las rectas son coincidentes y la distancia
entre ellas es 0.

—1—1_ 2+2_1+1,)
-2 4 2

e Distancia entre rectas paralelas

A(a,b,c) B(d,e, f)
Sean r:<- ysSi<- dos rectas paralelas.
u = (U, U,,Uy) V=(Vy,V,,Vs)

La distancia de r a s es la distancia de un punto cualquiera de r a s, o la distancia de un punto
cualquieradesar.
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[ixAB| [ixAB|
d(r,s)=d(As)=d(B,r)= |ﬁ =l
L
B a4 s
- x
/ JH
A G
d(r,s)=d(A,s)=d(B,r)
Ejemplo:
Halla la distancia entre las rectas siguientes:
r_x—2_y+4_z—2 S-X+3_X_Z_+1
3 2 4 3 2 4
) A(2,-4,2) B(-3,0,-1)
El punto y vector director de cada rectaes r:- - S:q.
u:(31214) V=(3,2,4)

En primer lugar estudiamos la posicion relativa de las rectas. Para ello vemos si sus vectores
directores son proporcionales. En este caso son iguales. Las rectas son paralelas o coincidentes.

¢ Paralelas o coincidentes?
Basta ver si B (punto de la recta s) pertenece a la recta r:
B(-3,0,-1
( ) _,83-2_0+4 -1-2, -5 4 -3
P XT2 _YHA Z 2T T T T T T3 T
3 2 4
Estas igualdades no son ciertas y B no esta en la recta r. Las rectas son paralelas y la distancia

entre ellas la obtenemos:
AB=(-3,0,-1)—(2,-4,2)=(-5,4,-3)

i j ok
VxAB=|3 2 4|=-6i-20]+12k —(~10k —9j+16i)=—22i —11j+22k = (-22,~11,22)
5 4 -3

~ _‘me‘_ 1089 33
4(ris)=d(As)= v " orai16 29

e Distancia entre rectas que se cruzan

A(a,b,c) B(d,e, f)
Sean r: ) yS:ia. dos rectas que se cruzan.

u=(u,U,,u, V=(Vy,V,,Vs)
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La distancia entre las rectas se obtiene del cociente entre el volumen del paralelepipedo
definido por los vectores u,v y AB y el area de la base (definida por los vectores u'y v).

u,v, AB
d(r,s)= Altura del paralelepipedo = ,Volumen = [ — ]
Area de base |u x v|

- distancia

Ejemplo:
Halla la distancia entre las rectas siguientes:
5 . Xx=1-21
p X Yz sidy=-2+31
3 2 4
z2=3+41

) A(2,-1,0) B(1-2,3)
El punto y vector director de cada rectaes r:- - Siq.
u=(324) v=(-2,31)
En primer lugar estudiamos la posicion relativa de las rectas. Para ello vemos si sus vectores

. . 3 2 4 L
directores son proporcionales: — # — # 1 Las rectas no son paralelas ni coincidentes.

Estudiemos si se cruzan o cortan:

AB =(1,-2,3)-(2,-10)=(-1-13)
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-1 -1 3
3 2 4=-2+8+ 27—(—12—3—12)=33+ 27 =60 = 0 Estos vectores son linealmente
-2 3 1

independientes y las rectas se cruzan.

Utilicemos la formula para calcular la distancia entre ellas:

-1 -1 3
[UV,AB|=|3 2 4/=-2+8+27—(-12-3-12)=33+27=60
2 31
ik
uxv=|3 2 4[=2i-8j+9k—(—4k+3j+12i)=-10i-11j+13k = (~10,-11,13)
2 31

Juxv] =|(~10,-11,13)| = V100+121+169 = /390

- - ——

[U,V,AB:”_ 60 !
|Gx\7| 390

d(r,s)=

2.5 Distancia entre dos planos

e Distancia entre dos planos que se cortan o son coincidentes.

La distancia entre dos planos que se cortan o son coincidentes es cero.

d (7, m:)=0

T2

d(my,m) =0

d(‘ﬂ'l, '.Tl.'g) =0

Ejemplos:

1. Halla la distancia entre los siguientes planos 7, =X—y—-z+3=0y 7, =—2X+2y+22-6=0
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En primer lugar estudiamos la posicidn relativa de ambos planos. Para ello relacionamos los
coeficientes de las ecuaciones:

1 -1 -1 3

—= =— -> Los planos son coincidentes > d (7, 7,)=0
-2 2 2 -6

2. Halla la distancia entre los siguientes planos 7, =x+3y—-z=0y 7, =-2X+y-4z2-2=0
En primer lugar estudiamos la posicidn relativa de ambos planos. Para ello relacionamos los

coeficientes de las ecuaciones:
1

571 > Los planos se cortan > d (7;,7,) =0

Distancia entre dos planos paralelos.

Sea el plano 7, : Ax+By+Cz+ D=0 yel plano r,: Ax+By+Cz+D"'=0 paralelo a 1.
La distancia entre dichos planos es la distancia de un punto del plano t; al plano Tr,.
[D-Df
Hm)md @) ) e

&

™

_-————
- - TS

d(Pz, 71'1) :

d(Pl, 71'2)

d(Pl, 71'2) = d(Pz, 7['1)

Ejemplo:

Halla la distancia entre 7, :3X—y+22+3=0Yy 7, :6x-2y+4z+1=0.

En primer lugar estudiamos la posicidn relativa de ambos planos. Para ello relacionamos los
coeficientes de las ecuaciones:

3 -1 2

= # — —>Los planos son paralelos
6 2 4 1

Determinamos un punto de 71, por ejemplo le damosay =0,z=0y nos queda3x +3=0 >
= -1. El punto P1(-1,0,0).

6(-1)-20+40+1] 5
d(z,7,)=d(P,z,)= = u
(7,7,) =d (R.,) 36+4+16 J56

2.6 Distancia entre recta y plano

e Larectay el plano se cortan o son coincidentes.
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Si la recta estd incluida en el plano o si la recta corta al plano en algun punto,
su distancia es cero.
d (r, n)=0

=1}

/

d(r,7)=0 d(r,mw) =0

Ejemplos:

1. Calcula la distancia entre el plano 7:x—2y+z—-1=0 y la recta de ecuacion

. X-2 y+4
-3 -1
Primero debemos estudiar la posicion relativa de ambos elementos. Para ello consideremos el

vector director de la recta u =(3,-1,1) y el vector normal del plano n=(1,-2,1). Su producto

escalar es u-n=(3,-11)-(1,-2,1)=3+2+1=6=0 Larectay el plano se cortan >d (z,r)=0

. Calcula la distancia entre el plano 7 :x+2y—-z+4=0 y la recta de ecuacion
. X+2 'y 1-2

2 -1 0

Primero debemos estudiar la posicion relativa de ambos elementos. Para ello consideremos el

vector director de la recta u=(2,-1,0) y el vector normal del plano n=(1,2,-1). Su producto

escalar es u-n=(2,-1,0)-(1,2,~1)=2-2+0=0->Recta y plano son paralelos o coincidentes.

Averigiiemos si el punto P(—2,0, 2) de la recta esta en el plano:

P(-2.02) o , _
= ¢—2+20-2+4=07 Siescierta la igualdad y la recta esta contenida

TX+2y—-2+4=0

en el plano, por lo que d(7,r)=0

La recta y el plano son paralelos.

Si larecta y el plano son paralelos, la distancia se calcula tomando un punto P cualquiera de la
recta y hallando su distancia al plano.

d(r,n) =d (P, n)
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P e e = = =

d(r, ) =d(P, )

Ejemplo:

x+1:y_—3:Z

Calcula la distancia entre el plano 7:-2x+y—-3z+2=0 y la recta de ecuacion r: — 1

Primero debemos estudiar la posicion relativa de ambos elementos. Para ello consideremos el

vector director de larecta u =(-2,-1,1) y el vector normal del plano n =(-2,1,-3). Su producto

escalar es u-n=(-2,-11)-(-2,1,-3)=4-1-3=0 Larectay el plano son paralelos o
coincidentes.

Averigilemos si el punto P(—1,3,0) de la recta esta en el plano:

P(-13,0)
m-2X+y-32+2=0
paralela al plano. La distancia de recta a plano sera la distancia de un punto de la recta, por
ejemplo P(-1,3,0)al plano:

}:> ¢—2(-1)+3-30+2=0?=7 =0 Es falsa laigualdad y la recta es

|2(-+3-30+2 7

d(r,z)=d(P,7)=d(P(-13,0),7:-2x+y—-3z2+2=0) u

V4+1+9 J14
Ejercicios:
X =22 +1
1. Calcular la distancia entre el punto P(-2,4,3) y larecta r: 22
y=4-=

Solucién: d(P,r)=381u

2. Hallar la ecuacién del plano paralelo a 7 :3x+2y—-6z+3=0 y que dista 4 unidades de la recta

Xx=2-3t
r:qy=-t
z=-3

Solucion: Si estudiamos la posicidn relativa del plano y la recta, veamos que se cortan, luego cualquier otro
plano paralelo cortara también a la recta dada, y por lo tanto, no puede distar 4 unidades de la misma. Es
imposible encontrar el plano pedido.
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3. Hallar la distancia del punto A(1,2,3) a cada uno de los ejes coordenados
Solucién: d (A Eje X)=+13u ; d(AEjeY)=+10u;d(AEjeZ)=+5u

— X+y+z=1
4. Hallar la distancia entre las rectas r: X—2 _Y_ Z—+1 S: y

3 2 2 —X+y+2z=1
Solucién: d(r,s)=109u

5. Hallar la distancia entre la recta que pasan por los puntos A(1,0,0) y B(0,1,1) y el eje OY
Solucion: d(r,0Y)=0,7071u

Xx—2=0

6. Calcular la distancia entre el punto P(1,-1,3) y larecta r: {y 4-0
+ 4 =

Solucién: d(P,r)=+11u

X=t
. . x—=2=0
7. Hallar la distancia entre las rectas r:<y=1-t vy s:{
y+4=0
z=1+2t

Solucién: Las rectas se cruzan > d (r, s) :£ =3,46u

V3

8. Calcular la distancia entre el plano 7: 2x+3y—z+3=0y 7’: —4X—-6y+22+6=0

3
7

Solucién: Los dos planos son paralelos > d (7, 7")

3. Areas y volimenes

3.1 Caélculo de areas de triangulo y rectangulo

€ En el paralelogramo ABCD podemos calcular su area:

Area de ABCD = ‘ﬁx E‘

Dado un triangulo ABC, el area viene dada por la expresion:

] ABx AC
Area de ABC = T—
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3.2 Célculo de volumenes de tetraedros y paralelepipedos

El volumen de un tetraedro de vértices A, B, Cy D es igual a un sexto del producto mixto de los
vectores AB, AC y AD , en valor absoluto.

‘[AB AC, AD]
6

Volumen del tetraedro =

Sea el paralelepipedo definido por los vectores AD, AC y AD , entonces su volumen viene
dado por el valor absoluto del producto mixto de los 3 vectores:

Volumen del paralelepipedo = ‘[ﬁé ,AC , ﬁ]‘

4. Proyecciones

Las proyecciones de un punto P sobre en un plano o una recta son los puntos situados en éstos y
que distan la menor distancia de P. Para proyectar una recta se proyectan dos puntos de la
misma.

4.1 Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

La proyeccion de un punto P sobre un plano 7 : Ax+By+Cz+ D =0 , es el punto M situado en

el plano a la menor distancia de P. Calculando este punto podremos determinar la distancia entre
el plano y el punto como la distancia entre P y su proyeccion M.

El punto M es tal que la recta que pasa por P 'y M es perpendicular al plano. Asi obtendremos M,
como interseccion del plano © con la recta normal a T que pasa por P.

Pasos para obtener M:
1. Calculamos la recta perpendicular a 7 : Ax+By+Cz+ D =0 y que pasa por P.

vector director v=n = (A,B,C)
2. La proyeccién es el punto interseccion del plano T con esta recta.

|
-
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4.2  Proyeccidn ortogonal de un punto sobre una recta

La proyeccion de un punto P sobre una recta, es el punto M situado en la recta a la menor
distancia de P. Calculando este punto podremos conocer la distancia entre la recta y el punto
como la distancia entre P y su proyeccion M.

Pasos para obtener M:
1. Calculamos el plano perpendicular ary que pasa por P

vector normal n=v =(v,,v,,V,)
2. La proyeccion es el punto interseccion del plano m con esta recta.

4.3 Proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano

La proyeccion de una recta r (vector director vy punto P) sobre un plano Tt (vector normal n 'y
punto Q), es otra recta s situada en el plano y tal que la proyeccion de cualquier punto de r sobre
T S€ encuentra en s.

Dos formas de obtener la proyeccion:

a) Dos pasos:
1. Obtenemos la proyeccion de dos puntos de r, P1y Py, sobre T (M1 y M)
2. Calculamos la recta que pasa por M1y M.

b) Dos pasos:
1. Hallamos el plano m” que pasa por r y es perpendicular a .
Dos vectores directores del plano son v y el vector normal n del plano. Un punto del plano
es el punto P de la recta.
2. La proyeccidn s es la recta interseccion entre los dos plano y m’
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1. Calcula la proyeccion del punto P(4,-2,1) en el plano 7: 3x—2y—-2z=-2

Paso 1: Calculemos la recta r que pasa por P y perpendicular a T

P(4,-2.1) X=4+3t
=r:
)}

- y=-2-2t
=(3,-2,-2
! ( z=1-2t

Paso 2: Interseccion de larectary el plano
X=4+3t

ry=-2-2t
z2=1-2t

m 3X-2y-22=-2

x=4+3-0_86-48_20
17 17 17
t=__16:> y=_2_2.__16=__2 =M 20 -2 49
17 17 17
z=1—2-_—16:4—9
17 17

2. Calcula la proyeccion del punto P(4,-2,1) sobre a la recta r:

171717

= 3(4+3t)-2(-2-2t)-2(1-2t)=—2=17t=-16

J

x-1 y-1 z-7
S -1

Paso 1: Calculemos el plano Tt que pasa por Py perpendicularar: 7:3x+5y—-z+D=0.

Pasa por P(4,-2,1) >12-10-1+D=0 = D=-1.
Luego 7:3x+5y—-z-1=0

Paso 2: interseccion de recta y plano:
x=1+3t

r:qy=1+5t
z=7-t

m:3X+5y—-z-1=0

35t:2:t:£
35

El punto interseccion es:
Xx=1+3t

y=1+5t

z=7-t
m:3Xx+5y—-2-1=0

= 3(1+3t)+5(1+5t)—(7-t)-1=0=9t+ 25t +t =-3-3+7+1

= 3(1+3t)+5(1+5t)—(7-t)-1=0=9t+ 25t +t =-3-5+7+1
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x=1
B/t=0=>t=0=>y=1=>M(L17)
z=7
-2 z+1

3. Calcula la proyeccién de larecta r: X3 =y= 1 enelplano 7:x+2y+z=1

Lo haremos por el segundo método:

1

Paso 1: Calculamos el plano que contiene ar, es decir pasa por P(2,0,-1) y vectores directores: el

normal al plano y el director de larectar:
P(2,0,-1) X—2 Yy 7+

\7=(1,2,1) =1 2 1|=0=>-2x+4+3y+z+1-(62+6-y+x-2)=0=>

u=(31-1) 3 1 -1
' -3x+4y—-52+1=0

Paso 2: Larecta s es la interseccion de my m’:
_{—3x+4y—52 +1=0

X+2y+z=1
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. L o X— Z-6
1. Considerael plano 7 de ecuacion 2x+y—-z+2=0 y la recta de ecuacion > = y = :
- m
(a) Halla la posicién relativa de ry = segln los valores del parametro m.
(b) Para m =-3, halla el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano = .
(c) Param =-3, halla el plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano = .
Solucién
X=5-2a
(a) Larectaren paramétricas: r =JY =« a € R. La posicion relativa de ry 7, se determinard
Z=6+Ma
mediante el estudio de la ecuacion: 2-(5—2a)+a—(6+ma)+2=0
2-(5-2a)+a—(6+ma)+2=0=>10-4a+a—-6-ma+2=0=6-a(3+m)=0=>a = o
+

Si m # —3recta y plano se cortan en un punto cuyas coordenadas se determinarian sustituyendo el
valor de « correspondiente.
Sim =-3, la ecuacion no tiene solucion por lo que recta y plano serian paralelos.

(b) Como vectores direccionales del plano podemos utilizar el director del plano r, (2, 1, -1), y por
contener a la recta r, el direccional de la recta r: (-2, 1, -3). El punto P(5, 0, 6) es un punto del plano
pedido. Su ecuacion implicita:

X-5 'y z-6
2 1 -1|=0=>-2(x-5)+8y+4(z-6)=0=>-2x+8y+4z-14=0=>x-4y-2z+7=0
-2 1 3

(c) Elplano que se pide en este apartado es paralelo a 7, su ecuacion serd:2X+Yy—z2+D =0.

Puesto que debe contener a la recta r, debe verificarse la ecuacion del plano para cualquier punto de r,
en particular para P(5, 0, 6):
2X+y-2+D=0=2-5+0-6+D=0=D=-4.

La ecuacidn del plano es: 2X+y—2—-4=0

X+y—-z-3=0
X+2z+1=0

(a) Halla la ecuacion del plano que contiene al punto P y a la recta r.
(b) Determina las coordenadas del punto Q simétrico de P respecto de la recta r.
Solucién

2. Considera el punto P(3, 2, 0) y la recta r de ecuaciones {

(a) Expresamos r en paramétricas: );;;1;320( 2 eR
I=a

La ecuacion del plano pedido la construimos considerando como vectores direccionales del mismo

E =(-2,31) PTDr = (-4, 2,0). Pudiendo considerar vectores de componentes proporcionales que

tendrdn la misma direccion:

X-3 y-2 2z
Ecuacidn del plano: | —2 3 1=0=>x+2y-4z-7=0
-2 1 0

(b) UNA FORMA DE HACERLO. Buscamos un punto Q tal que cumpla lo que aparece en la imagen.
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Determinamos el plano 7z perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
n=u =(-231)| #:-2x+3y+z+D=0
= =-2:3+3:2+0+D=0=D=0
P(3, 2, 0)672' } P(3, 2, O)Eﬂ' }
m.—2x+3y+z2=0
El punto M es el punto de corte de la recta y el plano hallado.
m:-2X+3y+2=0
X=-1-2«a
y=4+3a «aeR
I=x

= -2(-1-2a)+3(4+3a)+a=0=2+4a+12+9%a+a=0=

x=-1-2(-1)=1
>lda=-1l4=a=-1=y=4+3(-1)=1 =>M(L1,-1)
z=-1

El punto Q(a, b, c) es el punto medio del segmento PQ.
(3,2,0)+(a,b,c) _(11-1)= (3+a 2+b Ej (L1-1)=

2 2 2 2

3+a_,

2 3+a=2 [a=-1
2+b

= T=1:> 2+b=2=1b=0 =|Q(-1,0,-2)
c=-2 c=-2

S
2

OTRA FORMA DE HACERLO. Sea M el punto medio del segmento PQ, M es un punto de la recta que

verifica la siguiente condicion: PM u = 0. Desarrollando la condicion del producto escalar nulo
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obtenemos:

PM -u, =0=(-4-22,2+3c,a)-(-2,31)=0=8+4a+6+9a+a=0=a =-1
Sustituyendo este valor en las ecuaciones paramétricas de r obtenemos el punto M:
M = (1,1, —1) . Puesto que M es el punto medio del segmento PQ, se tiene:

3+
2 1o =1
2
2+
qu —1=q, =0 Qi-1,0,-2)
s
==-1=q,=-2
5 s
x=0
3. Determina los puntos de la recta r de ecuaciones = —3 que equidistan del plano 7 de
2
ecuacion x + z =1y del plano 7~ de ecuaciony —z = 3.
Solucion
Sea P un puntoder: P(0,c,2c +1)
|2a +1—1| _ 4 —
d(P’”)ZT 2a:—a—4:>3a=—4:>a=—4;F’1[0,—4,—5J
|2a|=|—a—4|:> 3 3 3
d(P, ) o —2a-1-9 2 4 4 4P, (0,4,9
)= 2a=-a-4=>a=4=a=4 4,
7 a=-a a a , ( )
x=1+t
4. Encontrar la distancia del punto P(1,11) alarecta | =Jy— ¢ PAU 2005. Sol: ﬁu
3
z=1-t

5. Encuentre la distancia del punto P(1,0,1) a la recta determinada por los planos z,, que pasa por

los puntos A(1,1,1), B(0,1,1) y C(-1,0,0) y 7, de ecuacion x+y =2.
PAU 2003. Sol: \/6/3 u

Xx+3 y+5 z+4

6. Determine el punto de la recta r: que equidista del origen de coordenadas y

3
del punto A=(3,2,1). PAU 2011. Sol: P =(11,2)
X=1+t
7. a)Demostrar que lasrectas | =)y-343 L= -y +4=0 5on paralelas.
P 27 x  -z+4=0

b) Encontrar la ecuacion del plano paralelo al determinado por dichas rectas y que diste de él J6u.
PAU 2005. Sol: b) Hay dos planos: 7 :x—y+27+42=0 z,:x—y+22-10=0

8. a) Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que es interseccion de los planos
T X+y—-2-1=0 y 7x,:2x-y+z=0.
b) Encontrar la distancia del punto (1,0,1) a dicha recta.
PAU 2004. Sol: a) x=1/3 y=2/3+t z=t b) Distancia= ./66/6 u
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X=t
X+y—-2=0 .
9. a) Demostrar que las rectas. | =1y =t l, = se cruzan en el espacio.
2X+y+1=0
z=2+t
b) Encontrar la distancia entre dichas rectas. PAU 2004. Sol: b) Distancia = /1714 u
x= t
10. a) Estudiar si lasrectas | =)y t _ {“ y=2+1=0" g cryzan.
2
o4t X+2y +3=0

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) Encuentre la distancia entre dichas rectas.
PAU 2005. Sol: a) Sise cruzan b) Distancia = 314 /7

x=1-t X=t
a) Estudie si lasrectas | =)y -1t L,={y=1+t secruzanen el espacio.
z2=2 z=2-t

b) Encuentre la distancia entre dichas rectas.
PAU 2003. Sol: a) Sise cruzan b) Distancia = 2/2 y

Encuentre la distancia del punto P(0,6,1) al plano determinado por el punto A(0,1,3)y la recta L
que pasa por los puntos B(1,0,1) y C(0,0,2). PAU 2003. Sol: 7.3/3 u
X=1+t
a) Encuentre la distancia del punto P(1,1,1) alarecta | ={y=-1+t
z2=3+2t
b) Compruebe si los puntos A(1,—1,3) y B(0,—2,1) pertenecen a la recta L y determine el area del
triangulo PAB. PAU 2002. Sol: a) Distancia = ./g6/3 u b) Si pertenecen. Area = J11u?
Encuentre la distancia del punto P(1,1,1) al plano 7 determinado por las rectas
x=1+t L 3
X+ y z-
L=y (L1
z=t

PAU 2002. Sol: 7 :—x—-5y—4z+11=0 Distancia= ./22/42 u

X+y-z=2
2x+y=1
PAU 2001. Sol: /2976 u

Encuentre la distancia del punto P(1,1,1) a la recta de ecuacion: {

a) Determine la distancia del punto A(12,-1,1) a la recta r que pasa por el punto P(1,1,1) y tiene

como vector direccion al vector v = (3,4,0).

b) Encuentre qué punto (o puntos) de la recta r determina (o determinan) junto con A 'y P un
triangulo de area igual a 50 unidades cuadradas.
PAU 2000. Sol: a) 10 u b) Q(7,9,1) y Q'(-5,-7,1)

Determinar el valor de t para que los puntos A(1,11), B(3,0,2),C(5-2,2) y D(2,1,t) sean
coplanarios. Solucién: t=2
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18. Probar que los puntos P(2,1,6), Q(3,5,-2), R(-4,6,8) y S(5,7,-1) son no coplanarios, y hallar el
volumen del tetraedro que forman.
Solucién: Averiguando las coordenadas de los vectores PQ, PR y PS calculamos el
determinante con sus coordenadas y sale distinto de O, por lo que no son coplanarios. El
volumen del tetraedro que forman es 217/6 u®.

19. Calcular el &ngulo entre las rectas r y s:

x=1-t X=2+A4
r=qy=2 s=1y=21 Solucidn: 71,56°
z=t z=3

20. Calcular el angulo entre los planos 7, :x+Yy+z=3; 7,:X+y=-1  Solucion: 35,26°

X=1+t
21. Calcular el angulo entre el plano 7 : x+3y+2z-3=0 y larectar =]y =t
z=-1
Solucion: 49,1°
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Geometria en el espacio en pruebas EBAU de Murcia

Resueltos con todo detalle en www.ebaumatematicas.com

— o = 2010«—>2021

Rectas

[EXTRAORDINARIA 2021]

5: Considere las rectas de ecuaciones
x—-1 z-1 x-2y=-1
r:Tz%z—_l Y S:{y+zy:1 '
a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.
b) [1 p.] Determine el &ngulo que forman las dos rectas.
c) [0,75 p.] Calcule la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.

Solucion: a) El punto de corte de las rectas es C(3, 2,—1) b) Las rectas forman un angulo de
19°.¢) z=y+z-1=0

6: Los puntos A=(2,0,0) y B=(-1,12,4)son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice C se
encuentra en la recta r dada por
| 4x+3z2=33
'{y=0

a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es
perpendicular a la recta que pasa por Ay C.

b) [1p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en A'y calcule su area.

Solucién: a) El punto C tiene coordenadas C(6,0,3) b) Area=32.5u?

IORDINARIA 2021]

5: Considere los planos de ecuaciones 7z, :x—y+z=0 y 7m,:X+y—-z=2.

a) [1 p.] Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacidn de la recta r determinada
por la interseccion de ambos planos.

b) [1,5 p.] Compruebe que el punto A = (3, 2, 1) no estd en 11 ni en 2y calcule la ecuacion
del plano 13 que contiene a la recta r y pasa por el punto A.
x=1

Solucién: @) r:qy =1+t b) 7,:y—z—-1=0
z=t

6: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
Considere los puntos A = (a, 4,3),B=(0,0,5) yC=(0, 3, -1).
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a) [1 p.] Calcule los valores de a para los cuales el triingulo ABC tiene un angulo recto en el
vértice A.
b) [1,5p.] Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacion del plano que pasa por los

X-y+z=0

puntos Ay By es paralelo a la recta dada por
2X+y=3

Solucién: a) a=+2 b) 7:-16x+7y—-10z2+50=0

[EXTRAORDINARIA 2020

5: Considere los puntos P=(5,6,1) y Q(-3,-2,5),y larecta

r_1_y—1_z+1
11 4

a) [1,5 p.] Determine el punto R de la recta r para el cual el area del triangulo PQR es 182
unidades cuadradas.

Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con encontrar uno de
ellos.

b) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P y Q y compruebe que dicha
recta corta perpendicularmente a la recta r.

X=5+2t
Solucion: a) R (0,1,-1)y R,(2,3,7) b) 5.Jy — g2 Las dos rectas se cortan en el punto
z=1-t

A(1,2,3) y el producto escalar de sus vectores directores es cero: \75\7r =0

6: Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
.{5x+3y:19 ¢ X"1_y_12-5
0

y—5z=3 11
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,25 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el angulo que
forman. En caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a larecta ry es
paralelo a la recta s.

Solucion: a) Las rectas se cruzan. b) 7z:—x—-y+2z+5=0

IORDINARIA 2020

5: Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del
triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. .
a) [1,5 p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices
A(-1,2,3),B(3,—4,1) yC(1,—4,5).

b) [1 p.] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de

dicho punto.
x=—l+a Xx=3-p4 x=1
Solucion: @) Por A 2.y -2 24! PorB 2g.y_ 4, 5l PorC 95,:y:_4+t
z=3 z=1+p z=5-t
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b) Las tres medianas se cortan en el punto M (1,-2,3).

6: Considere la recta r y el plano  dados por las siguientes ecuaciones:
. x+1: y—2: z-1
2 1 0

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta y el plano.
b) [0,5p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo que
forman. En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.
c) [1 p.] Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.
Solucién: a) Recta y el plano son paralelos b) d(r,7)=4.08u c) 7'=—x+2y—-5z=0

TiX=-2y—-2=4

SEPTIEMBRE 2019

A.3: Considere larecta r: X—+11 =yT+3 =§ yelplano 7:x-2y—-z=-1.
a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .
b) [1,5 p.] En el caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo que

forman. En caso de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.
Solucién: a) Recta y plano se cortan perpendicularmente. b) El punto de corte es P(—2, —1,1) . El &ngulo

gue forman recta y plano es de 90°.

B.3: Los puntos A= (O,—l,l) y B= (1,1,1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer vértice C

esta contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano z:2x—y+z=1
a) [1 p.] Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano .

b) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del tridangulo es 3J30.

Xx=1+2t
Solucion: a) | . y=1-t b) El punto C puede tener las coordenadas C(13, -5, 7) o bien C(-11, 7, -5).

z=1+t

JUNIO 2019

A.3: Los puntos A=(3,0,0),B=(0,3,0) yC=(0,0,3) son tres de los vértices de un tetraedro. El

cuarto vértice D esta contenido en la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al

plano Tt que contiene a los puntos A, By C.
a) [0,5p.] Calcule la ecuacion del plano T que contiene a los puntos A, By C.

b) [0,5 p.] Calcule la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P = (1,1,1) y es perpendicular al

plano .
c) [1,5p.] Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.
X=1+t
Solucién: @) z:x+y+z-3=0 D) Fry=l+t ¢) D(5,5,5)0 D(-3,-3,-3)
z=1+t
B.3: Considere las siguientes rectas:
r_x—5_y—6_z+1 S_x—1_l_z+1
1 1 1 11 A
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a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,5p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el &ngulo
que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comun a
ambas rectas.

v _ o X=35-t

Solucién: a) Las rectas se cruzan. b) ¢ XY T22+13=0{ 5 ¢ paramétricas ,., _, s,
X+Yy+2z+1=0 =4

z=-3,5

SEPTIEMBRE 2018|

CUESTION A.4:
Considere las rectas r y s dadas por las siguientes ecuaciones:
2X-y+3z=3 X-5 'y z
r: ysi—===—
X+3y+5z=1 2 1 -1
a) [1,25 p.] Compruebe que ambas rectas son paralelas.
b) [1,25 p.] Determine la ecuacién (en cualquiera de sus formas) del plano que contiene a
ambas rectas.
Solucidn: a) El vector director de las rectas son proporcionales y el punto PS (5, 0, 0) gue pertenece a

X:5+22—g§a

la recta s no pertenece a la recta r. b) 1
y:0+ﬂ—7a

z=0-1

CUESTION B.4:
Considere los puntos P=(1, 1, 3) y Q=(1, 5, 0)y la recta r dada por la ecuacion:
|2x—y-2z=-3
' '{—x+ y =4
a) [0,5p.] Compruebe que el punto P no esta en la recta r y que el punto Q si lo esta.
b) [1,25 p.] Determine el punto R de la recta r tal que el triangulo PQR sea un triangulo

rectangulo en P (es decir, con angulo recto en el vertice P).
c) [0,75 p.] Calcule el area de dicho triangulo PQR.

Solucién: a) Muy sencillo b) R=(-9,-5,-5) c) Area =252 u?

JUNIO 2018

CUESTION A 4:
Considere el plano m dado por la ecuacion 3x—2y+z=3 .
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano m y de la recta r dada por
- X+3y+3z2=0
ly+2z=1
b) [1,25 p.] En caso de que la recta r sea paralela al plano, calcule la distancia entre ambos. En caso
de que la recta r corte al plano, calcule el punto de corte y el &ngulo de corte entre ambos.

Solucion: a) La recta es perpendicular al plano. b) Forman 90° ya que son iguales el vector normal
del plano y el director de la recta. El punto de corte es A(O, -1, 1)
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CUESTION B.4:
Considere el punto P=(0, 1, 2) y larecta r dada por la ecuacion:
| 2x+y-z=-1
x-y+z=3

a) [1,25 p.] Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que es perpendicular a la
recta r y pasa por el punto P.
b) [1,25 p.] Calcule la distancia del punto P al plano x+y+z=5.

Solucién: a) y+z—-3=0 b) Distancia(P,Plano)=115u?

SEPTIEMBRE 2017|

CUESTION A.2: Considere la recta r que pasa por los puntos A= (1,1, 1) yB=(3,3,4) y larecta s
cuyo vector director es v = (—1, 3,1) y pasa por el punto C = (4, 0, 3).
a) [1 punto] Determine las ecuaciones continuas de las rectas ry s.
b) [1,5 puntos] Estudie la posicion relativadery s.
x—lz y—1: z-1 y x-4 y-0 z-3
2 2 3 -1 3 1

Solucién: a) b) Las rectas se cortan.

CUESTION B.2: Considere los puntos A= (1,1,1), B=(1,-1,0)y C = (0, -2, 1).
a) [1,25 puntos] Calcule el area del triangulo ABC.
b) [1,25 puntos] Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiera de sus formas) contenida en el
plano que forman A, B y C que, pasando por A, es perpendicular al lado BC.
Solucion: a) Area:Eu2 b) (- X-1_y-1_2z-1
2 -1 5 4

JUNIO 2017

CUESTION A.2: Considere el plano m que pasa por el punto P(1, 2, 3) y tiene como vectores
directores a u = (1, —1,0) yv= (1,0, 2). Considere la recta r que pasa por los puntos A(1,0,4) y
B(3,2,2).

a) [0’75 puntos] Determine la ecuacion de m.

b) [0,75 puntos] Determine la ecuacién de r.
c) [1 punto] Estudie la posicion relativade my r.

Solucion: a) 7:-2x—2y+z+3=0 by X=1_¥-0_2-4 ) Son secantes.
1 1 -1

CUESTION B.2: Los vértices del triangulo ABCson A=(-a, 1,1),B=(2,-1,2)y C=(1, -2a, 3).
a) [1,5 puntos] ¢Cuanto ha de valer a para el tridngulo sea rectangulo en B?
b) [1 punto] Calcula el area del tridngulo ABC para el caso a = —1.

30

Solucion: a) a=1 b) Area triangulo ABC = — u?

2
ISEPTIEMBRE 2016

CUESTION A.2: Los puntos P =(1,1,1), Q= (2,2, 2) yR = (1, 3, 3) son tres vértices consecutivos
del siguiente paralelogramo:
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/R /S
& R

a) [1,25 puntos] Calcule el area del paralelogramo.
b) [1,25 puntos] Determine el cuarto vértice del paralelogramo.

Solucion: a) Area=+/8 u? b) $=(0,2,2)

CUESTION B.2: Considere el plano 7 que pasa por el punto P = (2, 0, 1) y tiene como vectores
directores los vectores v = @0,2) vy W= (0,1,—-2) . Considere la recta r dada por
R X_y+l_z
2 3 1
a) [1,25 puntos] Estudie la posicion relativade y r.
b) [1,25 puntos] Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto Q=(—1, 0, —2), es paralela a
n 'y perpendicular ar.

Solucion: a) Secantes ~ b) ¢. X*1_y _z+2
1 4 10

JUNIO 2016

CUESTION A.2: Considere los puntos P =(2, 7, 3), Q=(1,2,5) yR=(-1, -2, 5).
a) [1 punto] Calcule el area del triangulo PQR.
b) [0,5 puntos] Determine la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene al tridngulo
PQR.
¢) [1 punto] Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) de la recta que pasa por P, esta
contenida en el plano que contiene al triangulo PQR y es perpendicular al lado QR.

X=2+61
Solucion: a) Area =+/29 u? b) 7: 8x-4y-62+30=0 ) r:ly=7-31
z=3+101

CUESTION B.2: Considere los puntos P = (1, 0,0), Q = (0, 2,0) y R = (0, 0, 1).
a) [1,25 puntos] Estudie si el triangulo PQR es o0 no rectangulo en el vértice P.
b) [1,25 puntos] Dado el punto S = (1, 2, 3), calcule el volumen del tetraedro de vértices

P,Q RYS.

. , 4
Solucion: a) No es rectangulo en P b) Volumen = 3 u’

SEPTIEMBRE 2015

CUESTION A.2: Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por el vértice
de un triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.
a) [0,25 puntos] Calcule los puntos medios de los tres lados del triangulo de vértices A=(5,3,6),
B=(-1,-1,2)yC=(5,7,4).
b) [1 punto] Calcule las ecuaciones de las tres medianas de dicho triangulo.
c) [1,25 puntos] Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las
coordenadas de dicho punto.
Solucion: a) PM,;=(2,1,4);PM . =(5,5,5);PM,. =(2,3,3)
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X=5+1 X=-1+4+2¢
b) Mediana del vertice AJy=3 > Mediana del vertice B]y = ~1+2a >
2=6+41 1=2+a
Xx=5+p
Mediana del vertice C {y=7+28 ¢)M(334)
z2=4

CUESTION B.2: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
Considere la recta r y el plano & dados por las ecuaciones siguientes

x-1 vy z-2
r—===— TiX=2y+2=-3
3 4 5 y y
a) [1,25 puntos] Compruebe que la recta r es paralela al plano n y calcule la distancia entre

ellos.
b) [1,25 puntos] Determine la recta que pasa por el punto P = (1, 0, 2) y es perpendicular al
plano 7. Calcule la interseccion de dicha recta con el plano 7.

Solucion: a) el vector n= (1, -2, 1) es ortogonal al vector director de la recta y el punto (1,0,2) de la

recta no esta en el plano. Distancia=/6 . b) El punto de interseccion es Q=(0,2,1)

JUNIO 2015

CUESTION A.2: Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los puntos A=(2,1,0), B=(3,4,0) y
C=(5,1,0). El cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por el punto (1, 2, 3) y tiene como vector
director el vector (—1, 1, 1).

a) [0,75 puntos] Determine las ecuaciones paramétricas de la rectar.
b) [1,75 puntos] Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea 9.
Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.
x=1-4
Solucién: a) |y _ 5, ; b) D, =(-2,5,6) y D, =(10,-7,-6)

2=3+1

CUESTION B.2: Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
Considere la recta r y el plano m dados por las ecuaciones siguientes
X y+2 z-1 .
rN—=——=—— 'y 7m:2X+y+z2=—7
1 -1 2
a) [1,25 puntos] Compruebe que la recta r corta al plano 7 y calcule el angulo que forman.
b) [1,25 puntos] Determine el plano que pasa por el punto P = (2,-3,3), es paralelo a larectary
es perpendicular al plano m.
Solucion: a) El angulo formado por el plano y la recta es de 30° by x—y-z-2=0

SEPTIEMBRE 2014

CUESTION A.2:
a) [1,5 puntos] Estudie la posicién relativa de las rectas r y s en funcién del parametro a:
_{x+3y:8 S-X—L— Z+6
4y+27=10 7 a—-4 5a-6
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b) [1 punto] Para el valor del parametro a = 4 determine, si es posible, el punto de corte de ambas
rectas.
Solucion: a) Si a # 4 se cruzan. Si a=4 se cortan. b) El punto de corte es (8, 0, 10)

CUESTION B.2: Considere la recta r y el plano m dados por las ecuaciones siguientes
. X-2 y+4 z+1
-3 -4 0
a) [1,5 puntos] Compruebe que la recta r corta al plano = y calcule el angulo que forman.
b) [1 punto] Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.

y m:7x—y=28

Solucién: a) Se cortan en (0,8, -2,4, -1) en un angulo de 45° b) z+1=0
JUNIO 2014
CUESTION A.2:
; . . X+y+z=1
a) [1,25 puntos] Determine para qué valor del parametro a larecta r: ) 0 es
—X—2y+2=

perpendicular al plano 7 :—6x+ay+2z=0 .

b) [1,25 puntos] Demuestre que si a =—8 la recta r corta al plano p en un punto y calcule dicho
punto de corte.
Solucion: a) a=4 b) El punto de corte es P(-1, 1, 1)

CUESTION B.2: Dos de los tres vértices de un triangulo son los puntos A = (1,1,1) y B = (1,1,3). El
tercer vértice C esta en la recta r que pasa por los puntos P = (—1,0,2) y Q = (0,0,2).

a) [0,75 puntos] Determine la ecuacion de la rectar.

b) [1,75 puntos] Calcule las coordenadas del vértice C para que el area del triangulo sea J15

unidades cuadradas.
Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.

X=A
Solucion:a) y_ly_g  b) Ci=(1+vi4,0,2) 0 C;=(1-+14 , 0,2)
7=2

SEPTIEMBRE 2013

CUESTION A.2: Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los puntos A = (3, 4, 0), B = (2, 1, 0)
y C = (5, 1, 0). El cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por los puntos (1, 2, 3) y (—1, 4, 5).
a) [0,75 puntos] Determine la ecuacién de la rectar.
b) [1,75 puntos] Calcule las coordenadas del veértice D para que el volumen del tetraedro sea 6
unidades cubicas.
Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.

Solucion: a) . X-1_Yy=-2_z-3 b) D(0,3,4) para A= 1y D(8,—5,—4) para A= —7.
-1 1 1

CUESTION B.2:
a) [1 punto] Determine la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A=(2,3,0) y B=(—1, 8, 1).
b) [1,5 puntos] Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es perpendicular
alarectar.

Solucién: a) r;x;;:yT—L% b) —3x+5y+2z-10=0
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JUNIO 2013

CUESTION A.2: Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A = (1, 3, —4),
B=(2,6,7)y C=(5,-1,2).
D C

A B
a) [1,25 puntos] Calcule el area del paralelogramo.
b) [1,25 puntos] Determine el cuarto vértice, D.

Solucién: a) Area=+/5544 u? b) D=(4,-4,-9)

CUESTION B.2:

a) [0,75 puntos] Determine la ecuacién del plano ot que contiene a los puntos A = (3, 2, 0), B = (5, 1,
HyC=(2,0,-1).

b) [0,75 puntos] Determine la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos D =(1,2,1) y E = (2,—6,

0).
¢) [1 punto] Estudie la posicion relativa de r y z.
Solucién: a) 3x+y—-5z-11=0 by x-1_¥-2_z-1 () Son paralelos

1 -8 -1

SEPTIEMBRE 2012|

CUESTION A.2: [2,5 puntos] Determine la ecuacion implicita (o general) del plano que contiene al
punto A =(0,1,2) y es perpendicular a la recta

iy 2X+y—z=-1
|x-y+z=3
Solucion: 7=y+2—-3=0

CUESTION B.2: Considere las rectas r y s dadas por las ecuaciones
X_y _z+6 S_x—5_y—1_z—6

'7 a-4 5a-6 3 -1 4

a) [2 puntos] Estudie la posicion relativa de r y s en funcion del parametro a.

b) [0,5 puntos] Calcule el punto de corte de r y s en los casos en que se corten.

Solucién: a) Si a#4 se cruzan. Si a=4 se cortan b) (8, 0, 10).

JUNIO 2012

CUESTION A.2: Considere la rectar y el plano & dados por las ecuaciones
. x+1 y-1 z-2
S 2 -1 1
a) [1 punto] Calcule el angulo que forman la rectar y el plano =.
b) [1,5 puntos] Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .
Solucion: a) 60°b) x+y—-z+2=0

y m:Xx-2y-2=4

CUESTION B.2:
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a) [1,25 puntos] Halle la ecuacion implicita (o general) del siguiente plano

X=14+2A-pu

y=-3+41

2=2+3u

b) [1,25 puntos] Determine la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano © y pasa por el punto
(-1,2,3).
Xx=-1+31
Solucion: a) 3x—6y+z-23=0 b) Jy-2-6,

2=3+1

SEPTIEMBRE 2011|

X+3_ y;5 = Z;;A' que equidista del origen de

CUESTION A.2: Determine el punto de la recta r :

coordenadas y del punto A = (3, 2, 1). [2.5 puntos]
Solucion: P(1,1,2)

CUESTION B.2: Considérense los puntos A= (2,0, 1) yB =(2, 0, 3), y la recta
. X+1=X= z-2 .
-1 0 O
Determine los puntos C de la recta r para los cuales el area del triangulo ABC es 2.
(Indicacidn: hay 2 puntos C que son solucion del problema). [2.5 puntos]
Solucién: C(4,0,2)yC'(0,0,2)

JUNIO 2011

3X+2y—-5z2=-2

CUESTION A.2: Determine el plano que contiene a la recta
4x-3y—-2z=-1

} y es paralelo a la

Xx-5 y+2 z-17
-2 -1
Solucion: 7=2x+7y—-8z+3=0

recta

CUESTION B.2: Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por el vértice
de un triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.
a) Calcule las tres medianas del triangulo de vértices A= (5,-1,4),B=(-1,7,6)yC=(5, 3, 2).
[1.25 puntos]
b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto (Ilamado baricentro) y calcule las
coordenadas de dicho punto. [1.25 puntos]

_ o X=-1-2t
Mediana del vértice B es y=7+2t

y=—1+2t;
7 =4 7 =6+t

Solucion: a) Mediana del vértice A es
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X =5-1
Mediana del vértice C es y =3 b) G(3,3,4)
z =2+t

ISEPTIEMBRE 2010

CUESTION A.2: Calcular el punto mas cercano al punto P=(1,0,-1) de entre todos los puntos del
plano determinado por los puntos Q=(2,2,1), R=(0,1,2) y S=(0,0,1). Calcular la distancia de punto P al
plano. [2.5 puntos]

Solucion: T = f—_l—_Z yladis,tanciaes.i
3 3 3

NG

CUESTION B.2: Estudiar la posicion relativa de las rectas
X=4
r:x+l=y=1-z y s:y=1+41
12=2-1
y calcular la distancia entre ellas. [2.5 puntos]

. . . 8
Solucion: Son paralelas y la distancia es \/;

JUNIO 2010

CUESTION A.2: Calcular el punto mas cercano al punto P = (1, 3, 0) de entre todos los puntos de la
recta determinada por el punto Q = (-2, 2, 1) y el vector v = (1, 1, 1). Calcular la distancia del punto P
a la recta. [2.5 puntos]

Solucion: R =(—1, 3,2) y la distancia es JE_}

CUESTION B.2: Comprobar que las rectas
y+2 z-1 x=2
n _
r:x+1:T:T y s:y=1+4
1=2-1
no se cortan y no son paralelas. Calcular la distancia entre ellas. [2.5 puntos]
Solucion: Los vectores V, =(1,2,3) , v, =(11,-1) y P.P_ =(1,3,1) son linealmente independientes, por lo

. . . . 6
gue las rectas no son paralelas, ni se cortan, sino que se cruzan. La distancia entre ellas es —

N
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Orientaciones EBAU. Bloque de Geometria.

Cuestion 4. Bloque de Geometria (2,5 puntos)
a) Determinacion de ecuaciones de rectas y planos en el espacio a partir de datos geométricos.
e Realiza operaciones elementales con vectores, manejando correctamente los conceptos de base y

de dependencia e independencia lineal.

e Expresa la ecuacion de la recta de sus distintas formas, pasando de una a otra correctamente,
identificando en cada caso sus elementos caracteristicos, y resolviendo los problemas afines entre
rectas.

e Obtiene la ecuacién del plano en sus distintas formas, pasando de una a otra correctamente.

e Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.

b) Estudio de la distancia, de la posicion relativa, de la perpendicularidad y/o del paralelismo de puntos,
rectas y planos. En su caso, determinacion de los puntos de corte, del angulo que forman o de la
distancia entre ellos.

e Analiza la posicion relativa de planos y rectas en el espacio, aplicando métodos matriciales y
algebraicos.

e Determina angulos, distancias, areas y volimenes utilizando los productos escalar, vectorial y
mixto, aplicAndolos en cada caso a la resolucion de problemas geométricos.

Ejemplo.

Considere larectary el plano  dados por las ecuaciones siguientes
Xy _z-2 y 7mix—2y+z=-3
3 4 5 '

a) Compruebe que la recta r es paralela al plano T y calcule la distancia entre ellos.

b) Determine la recta que pasa por el punto P = (1, 0, 2) y es perpendicular al plano . Calcule la
interseccion de dicha recta con el plano .

c) Resolucion de problemas métricos referidos al area de figuras planas sencillas, como tridngulos,
cuadrados, rectangulos o paralelogramos, o al volumen de figuras solidas sencillas, como tetraedros
o paralelepipedos.

e Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.

e Maneja el producto escalar y vectorial de dos vectores, significado geométrico, expresion analitica
y propiedades.

e Conoce el producto mixto de tres vectores, su significado geométrico, su expresiéon analitica y
propiedades.

e Determina angulos, distancias, areas y volumenes utilizando los productos escalar, vectorial y
mixto, aplicAndolos en cada caso a la resolucién de problemas geométricos.
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Ejemplo.
Considere los puntos P = (1, 1, 3) y Q = (1, 5, 0) y la recta r dada por la ecuacion:
[2x-y-2z2=-3
' {—x +y=4
a) Compruebe que el punto P no esté en la recta r y que el punto Q si lo esta.
b) Determine el punto R de la recta r tal que el tridngulo PQR sea un triangulo rectangulo en P (es decir,
con angulo recto en el vértice P).
c) Calcule el area de dicho triangulo PQR.

Curiosidades:

MR T

Perspectiva absurda. Afio 1754 Autor: William Hogarth Escher. Afio 1955

Un comentario andnimo:
¢Alguna vez os habéis planteado porgue se fabrican mesas con cuatro patas y no con tres?
Nosotros tampoco lo habiamos hecho hasta que conversamos con una disefiadora. Ella nos dijo
que las mesas de tres patas nunca cojeaban y que esto se debia a un principio de geometria
euclidiana (parece complejo pero no lo es). Basta con 3 puntos para posicionar un objeto en un
plano.

Seguro que alguna vez os habreéis encontrado en una terraza con una mesa que cojea intentando
calzar una pequefia pieza de madera para evitar que se tambalee. Esto ocurre porque hay un
desnivel en el suelo o un problema con las patas de la mesa. Este problema estaria solucionado si
la mesa tuviera solamente 3 patas debidamente dispuestas.

¢Por qué las camaras utilizan un tripode?
Es mas estable con 3 patas, es innecesario y haria mas dificil su manejo con una 42 pata.
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