TEMA 6

ESPACIO AFiN

- Ecuaciones de la recta. Casos frecuentes

- ¢Cémo pasar la ecuacion de la recta de forma implicita a paramétrica?
- ¢Como calcular el vector director de una recta en forma implicita?
- Pertenencia de un punto a una recta

- Ecuaciones de los ejes coordenados

- Caso Il Ecuacion del plano definido por un punto y dos vectores directores

- Caso I1: Ecuacién del plano definido por un punto y su vector normal

- Pertenencia de un punto a un plano

- Ecuaciones de los planos coordenados

|
- Casos frecuentes para calcular la ecuacién del plano ‘
- 3.1. Posicion relativa entre recta y plano

¢Cémo calcular el punto de corte entre una recta y un plano?
- 3.2. Posicion relativa entre dos rectas

¢Como calcular el punto de corte entre dos rectas?
- 3.3. Posicion relativa entre dos planos
- 3.4. Posicion relativa entre tres planos

- 3.5. Ejercicios de posiciones relativas entre recta y/o plano con pardmetros
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1. Ecuaciones de la recta

Una recta es una sucesion infinita y continua de puntos que se extiende g, ung
direccién. Por lo tanto, una recta tiene una sola dimension. Mism,

Para calcular la ecuacidon de una recta r necesitaremos:

- Un punto de la recta: P,

ortante
- El vector director de la recta: v, Imp

Se puede expresar la ecuacién de una recta de distintas formas. iiVeamos cada

U F de

Requisitos Ejemplo

P(P,,Py,P,) (v, v,,v,) P(1,-3, 0)

ij"(\z, 1' 4)

—

. 2 : \
Ecuacion vectorial de la recta Ecuacién vectorial de |, recta

r=(x,2) = (P, Py, P,) + t(v,,vy,v,) | r=(x,y,2) = (1,-3, 0) + ¢(—3 g
7
Ecuacién paramétrica de la recta Ecuacién paramétrica dem
X=P,+v,-t xX= 1-2¢ x= 108
r={y=Py+v,-t E=0Y=-3+1¢ E{y:‘3+t
z=P,+v,-t S= Alspd Tl 4t

Muy importante

—‘7\

Ecuacién continua de la recta Ecuacién continua de I3 recta

r_x—P,_y—Py_z—Pz r_x—l‘y+3 z—0

_vx—vy-vz _—Z_I—T

Ecuacion general o implicita de la recta Ecuacion general o implicita de la rect:

S i : is i x—1 +3
e obtiene a.partlr de la ecuacion continua, 12 5 _ > 1(x—1) = =20 4
al coger dos igualdades de las tres posibles. —2 1

Por lo tanto, toma la forma: X—=1=-2y—-6 - x+ 2y+5=0

y+3 z-0
{Ax+By+Cz+ D=0 e — = -~ 4(y +3) = 1(z-0);
=

1 4
Ax+B'y+Cz+D =0

4y+12=2 -5 4y—2z+12=0

x+2y+5=0
=
4y —2+12=0

Vamos a resumir en un cuadro, los casos frecuentes en
=== TTrLuenies

la que nos pediran calcular la
ecuacién de una recta y el consejo o pista

que deberiamos tener en cuenta para resolverl
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R

casos frecuentes para calcular la ecuacién de la recta r
Casos frecuentes

Caso

Dibujo

Consejo o pista de resolucién

Recta que pasa por
dos puntos Py Q
(Ejercicio 1)

Disponemos ya de un punto de la
recta P, y el vector director v,
serd el mismo que el vector
formado PQ: ¥, = PQ

Recta que pasa por
un punto Py es
aotrarectas

Disponemos ya de un punto de la
recta P, y como ambas rectas son
paralelas, tienen el mismo vector

paralela aid:
(Ejercicio 2) director: ¥, = v
/ 5
Recta que pasa por Disponemos ya de un punto de la
un punto Py es 2 recta P, y como las rectas son
pe.-pendicular ala v, ) perpendifulares entre si, el vector
rectas; Y S2 v P 52| director U, es el vector solucién
; 3 N del producto vectorial de s, y s,:
(Ejercicio 3) P U, =Ty, XV, =

Uy = Vg, XUy,

1. Calcula la ecuacion de la recta, en todas sus formas posibles, que pasa por los puntos:

P(1,—-1,

0)

\

Q(2, 0, 1) ’

Disponemos ya de un punto de la recta P, y el vector director U, sera el mismo que el vector
formado P=Q—-P=(2, 0, )-(1,-1, 0)= (1, 1, 1)

Pr(ll—ll 0)
PO = (1N 1"%1)

—

r
Luego, { v, =

Ecuacién vectorial de la recta

7= (x)y,2) =@ =120)Ft(@5%1>

Ecuacion paramétrica de la recta

se= algpilks x= 1+t
r51y=—1+1t2 ry=—1+t
z= 0+ 1t

Ecuacion continua de la recta

x—1 _ avit . g=()

r =
1 1 1

1)

Z=idlese

ii0JO!! Cuando te den la ecuacién paramétrica,
no tienen por qué dartela con ese hueco... De
hecho, en adelante no dejaremos el hueco pero
debemos saber que ello significa que P, = 0
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Ecuacién general o implicita de la recta

x-1 y+1 = —y—2=
—_———— x-l..y-{-l—’x y =0
12 - 1 1 =
2,_’)"*'1:#_,},.}.1:2 = y—-z+1=90
1 :

2. Calculala ecuacién de la recta  que pasa por el punto p(1 0.-3) vy iR
S Pargjg.
ALY S190 P 1 “ay

S=——=

L

Disponemos ya de un punto de la recta P,y como ambas rectas s

— — t' .4
mismo vector director: v, = v, = (2, 1, -2) p\: enep o
ilinteresante!l Como el enunciado no especifica la ecuacién 3 Calcular, POdemqs :'
queramos. La mas Gtil suele ser la paramétrica: Clegir |y,
3
Luego,rd(Zl-Z) 2 TrE{y= 0+1t = y=¢ -
Vels, 1, z2= -3 -2¢ Z=‘3—2t }

=

3. Calcula la ecuacién de la recta r que pasa por A(1,0,-2) y e P

erpendiculara las

xX=1-¢ xX=t
S1=yy=2+t y SZE{y‘l—t
z=t Zz =

Disponemos ya de un punto de la recta A4

rY como la recta r es Perpendicular 3 las otras go
rectas, el vector director v, serd el vector solucién del producto vectorial le X Dy
2
Vectores directores des, ys,: v, =(-1, 1, 1) . Vs, = (1,-1, 0)
BASHEE I8 Ak « .
Yr=vg XP,=1_1 1 ; =(o+k+])—(k—r—0)=(z+j+oi)
188=10210
TR T o v-(1, 1, 0)
=1 158 1
Ar(l, 0,_2) X = 1+1t x=1+t 2
Luego, r ii(llo) 2 rsSty= 041t = y=t E
Posdiyd z= -2+0t Z="—2 :
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¢Cémo pasar la ecuacion de la recta de forma implicita a

iilmportante!!
En los apartados anteriores hemos visto que existen diferentes formas de expresar la ecuacion
de una recta. En todas ellas se pueden ver “3 ojo” el vector director de la recta U,y un punto
de dicha recta P,. excepto en las ecuaciones implicitas. Por esta razon, es muy importante
saber pasar la ecuacion de la recta de forma implicita a paramétrica. Para ello, tendremos que
parametrizar |a recta resolviendo el sistema compatible indeterminado (mediante Gauss)
impuesto por la ecuacién implicita para que dependa de un Pardmetro t. Vamos a practicar
transformando la siguiente recta r a forma Paramétrica y deduciendo asf su Uy y un punto P

paramétrica?

r={x+2y—z=o
T lx+y =1

Il

|
[ =]

x +2y —z = 0 (&) — x +2y —z
{x +y 1 (E2) E; =E, - E, > {

= +z =
Definimos E’y despejamos el resto de incdgnitas de abajo a arriba:

x 2y =z =05 x+2(t—-1)—-t=0 - X+2t—2—t=0-> x=2—¢
=y tz =19 —y+t=1-5 y=—14¢

z =t

La ecuacién de la recta en forma paramétrica ser:
x=2-—-t

ey Siendo un punto P,.(2, -1, 0) y el vector director v,.(-1, 1, 1)

z=1t

¢Cémo calcular directamente v, de una recta en forma implicita?

En el apartado anterior hemos visto cémo Pasar la ecuacién de la recta de forma implicita a
paramétrica para obtener su vector director Yy un punto de dicha recta. Es un gran método,
pero puede ocurrir que nos queden muchas fracciones en el vector director.

Para evitar trabajar con fracciones, podemos calcular U, a través del producto vectorial:
(Dicho calculo lo explicaremos y demostraremos cuando estudiemos la ecuacién del plano)

{Ax+By+Cz+D=O 5 Tt J etk
Sear=, ; ; e aaRlr= | WAL B C
Ax+B'y+C'z+D' =0 A B C

De esta manera, vamos a calcular el vector director U, de la siguiente ecuacién implicita:

-y +z=2 e k - =
rE{ = 5| () = | =(0+0+)—(-k—2i+0)= 2i+j+k
x—2y=3 =750
7R V=281 1)
0 -1 1
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Pertenencia de un punto P a una recta r

Un punto P pertenece a la recta r ( P € 1) si satisface las ecyga

Ciones gq €lare
forma, si sustituimos P (x, y, z) en la recta, podremos comprobar j ehec:ta
Ademds podemos obtener nuevos puntos de una recta (de los infinitos

valores a dos de las variables de la ecuacién en forma implicn

ay S
aydespj andq l):s'g"a "

Comprueba silos puntos A (=1, 4, 2) y B ( 0, 1, 3) Pertenecen 5 | are

X =1 —¢
rs[y=2+t
zZ =t

Cta

A(-1, 4, 2) - Sustituimos [y =4 enr - 4
Z2=2

z=3

Xi=() A= IS = t= 1\
B (0, 1, 3) 5 sustituimos {y:l enr - .

Ecuaciones de los ejes coordenados

Los ejes coordenados son las rectas que forman nuestros ejes de coordenadas

e
Eje Es la recta que pasa por: Ecuacién Paramétrica Ecuacm
_— e T Ul
5 X=0+¢ A
0x 0(0,0,0)y 5,4(1, 0, 0) rox={y=0 roxs{y‘o
z=0 zZ=d
\\\\
4 x=0 0
oy O(O'OIO)VUOY(O' 1, 0) TOY—I)’=0+I T()yE{;:O
b\\*\\
x=0 P ‘
0Z | 0(0,0,0)y 5,0, 0, 1) roz=[y=o oz = {320
Z=0+t¢ R
El truco ests en llamar cero a Jo que no aparezca su nombre

[128]




2. Ecuaciones del plano

Un plano es una superficie infinita que contiene infinitos puntos y rectas. Por lo tanto, un
plano tiene dos dimensiones.

vamos a destacar dos casos de interés en el que quedan resumidos |a mayoria de ejercicios:

Caso I: Ecuacion del plano 7 definido por un punto Py dos vectores directores i y &

Caso I1: Ecuacién del plano 7 definido por un punto P y su vector normal 7

Caso I. Ecuacion del plano 7 definido por un punto P y dos vectores directores i yv:

si disponemos de un punto P del plano 7 y dos
vectores directores de dicho plano: i y v,
directamente estamos en el caso [ y podremos
obtener facilmente las ecuaciones del plano.

110J0!1 En un plano hay infinitos vectores directores,
necesitamos dos que no sean proporcionales.

5

UL v :
T |
Py
14

se puede expresar la ecuacién del plano de distintas formas. jjVeamos cada una de ellas!!

Requisitos Ejemplo

PP Py, P;) U(uxtty,u;) 9(vevy,v,) | P(1,-1,0) (1, 1, 1) 5(0, 0,—1) |

Ecuacién vectorial del plano Ecuacion vectorial del plano
n=(xyz2)= = (xy2) =

(P, Py, Pr) + a(ux ), u;) + B(vi,vy,v,) | (1,-1, 0) +a(1, 1, 1) +B(0, 0,-1)

Ecuacién paramétrica del plano Ecuacion paramétrica del plano
x=P;tu,-atv,.:f x= 1+1a+ 08 x= 1+a
T= y=Py+uy-a+vy~B n={y=-1+1a+0f ={y=-1+a
z=P,+u,-a+v,-f z= 0+1a—-1p z= a—-p
Ecuacion general o implicita del plano Ecuacion general o implicita del plano 1
T=Ax+By+Cz+D =0 x—1 y+1 z—0 |
Se obtiene resolviendo el siguiente (1) é _} =
determinante e igualando a cero: x— 1 =
=l 3P Al 1 1 1
Uy uy u; (=0 =[-x=1)+0+0)]-[0+0—(y+1)] =
Vy vy v,

=—x+1+y+1=—x+y+2=0

l Muy importante T=—-x+y+2=0

iiFIJATE!! No existe la ecuacién continua del plano
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Caso II: Ecuacién del plano 7 definido por un punto Py sy vecy,.

~/

EI vector normal 71 de un plano es aquel vector
perpendicular a dicho plano.

Asi como los vectores directores de un plano
son infinitos, el vector normal es tnico, por eso
es el que usaremos para definir un plano.

Si conocemos la ecuacion general o implicita del plano podremos Sacarlo féc"’“Ent

A Ya
€N dich, chac?:e g
h:

coordenadas del vector normal coinciden con los coeficientes de X,y z

Ax +By +Cz+ D =0 - |n,=(A,B,0)

Por ejemplo:
T=x-z+2=0 - n,=(1, 0,-1)

T=x-2y+3z+4=0 - n,=(1,-2, 3)

¢Y alainversa? Es decir.... Si conociéramos el vector normal del

Planoy un Punto ¢
¢Podriamos obtener la ecuacién del plano? jiClaro que sill Vam

® plap,

!

0S a ver un ejemplo

Calcula la ecuacién del plano 7 definido porun punto P(2,-1, 4)y 3 1, 2, 3)

Como hemos visto en el apartado anterior, si conocemos el

vector normal de| plang
n(178283)! podremos obtener parte de la ecuacién gener

al o implicita de| plano:

T=Ax +By +Cz+ D =0 - =1« +2y +3z+ p =0

Como ademas disponemos de un punto del plano P(2, -1, 4

), podremos Sustituir dichg
punto en x, y, z y finalmente despejar D para obtener la ecua

cion del plano T:
T=x+2y +3z+ D =0

@) +2:-D)+3-W+D=0 - 124p=¢ _, D=-12

T=x +2y +3z—-12 =0 ‘

ilInteresantel! Fijate que también podremos calcular el vector normal del plano 7 a través
del producto vectorial de dos vectores directores contenidos en el plano:

En el tema anterior vimos que el vector T

solucién del producto vectorial de i X 7, es = =
un vector perpendicular a ellos, es decir, en * 2
este caso sera el vector normal 71

n=uUxv
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.

Qa_io_s_fgcggt_e_s para calcular la ecuacién del plano 7

casos I: Disponemos de un punto del plano y dos vectores directores

|G ey
Caso

Dibujo

Consejo o pista de resolucién

Ecuacion del blano
definida por tres
puntos 4, B,C

(Ejercicio 1)

Disponemos ya de un punto del
plano 4 y podremos construir

dos vectores directores: AB y AC

Ecuacién del plano que
contiene @ dos rectas
rySsquese cortan
(Ejercicio 2)

TR p A =

Disponemos ya de dos vectores
directores: v, y ¥; y podriamos
elegir como punto de referencia
del plano, tanto P;- como Pg

Ecuacion del plano que
contiene a unarectar
y un punto o

(Ejercicio 3)

I—;r
/

r \
0P, 0 -

Disponemos ya de un punto del
plano O y el vector director v, y
podremos construir el otro

vector director con el punto del

planoy de la recta: OP;-

| —

Ecuacion del plano que
contiene aunarectar

yes perpendicular a un
plano 7 (Ejercicio 4)

Ty,

Ty

Disponemos ya de un vector
director v,. y de un punto
incluido en el plano Py y como
los planos son perpendiculares,
el vector normal de 7, equivale
al otro vector director del plano:

Vrz = n,,z

Ecuacion del plano que
contiene a dos rectas
ry s que son paralelas

(Ejercicio 5)

Disponemos ya de un vector
director ¥, y de un punto
incluido en el plano Py sin
embargo no podemos usar Us
como el otro vector director del
plano porque son paralelos. Por
lo tanto construimos un nuevo
vector director con los puntos de

las rectas: Pr-Pg

(Podriamos haber elegido como
vector de referencia también v;)
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Caso Dibujo

| v
Ecuacidn del plano que l 5. =i,
contiene un punto Ay Ay
que es perpendicular a / e : /
una recta r (Ejercicio 6) i !

Ecuacién del plano que
Ppasa por un punto Ay es
paralelo a otro plano

(Ejercicio 7)

no"ﬂa B~
= : 'l‘ X i.]
e 4 5
Ecuacién del plano que ";' : m
Pasa por un punto A y es Fhdedd ; Ya de

plano Aryco Puny
m 0
paralelaaunarectar, la 7 pt'-:rpendiculares(;las reqas:::
cual es perpendicular a Tial,~* / ellas parale| 4 p'ntl’e 1Y tng
Su vez a una recta s Al & resultante de| pm::O, el ve%d!
(Ejercicio 8) 4 n derys, sers ely 30 veﬁﬂﬂq
! s €cCtor n
53 7 del plano: N, =5 G

—

1. Calcula todas las ecuaciones del plano que pasan por los puntos:
A(-1, 0,-1);B(-1, 1, 0); Cc(0, 0,-1)

L. Disponemos ya de un punto del plano Ay y podremos construir d
directores: AB y AC

—_—

=B-A=(-1,1,0-(-1,0-1)=(0, 1, 1)
=C-A4=(0, 0,-1)-(-1, 0,-1) = (1, 0, 0)

blb
=

Ecuacién vectorial del plano: w = (x,y,2) = (-1, 0,-1) + a©, 1, 1)+ B, o, 0

xX=-1+0a+1p

X=—1+P8
Ecuacién paramétrica del plano: 7 = Y= 0+1a+08 = y=a
z=-1+1a+0p z=-1+a
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e 3 Py (R
A ‘is‘péhe'ma_s ya de dos vectores directores: ¥, y ¥, y podriamos elegir como punto de

Casoll
,eferenda del plano, tanto Py- como Pg. Vamos a coger, por ejemplo, Py:

pero primero debemos pasar la ecuacién de la recta r a paramétrica:

{x+y_z=6(E1) XY SR Z . 6

x +z=3(E) WY E=E-f Q{ S ey =

pefinimos B y despejamos el resto de incégnitas de abajo a arriba:

x 4y 2= 6 o x+3+2t—t=6-[x=3_¢
N -

x=3‘—t P(3 3 0) x—1 +1 o P(1—-1 0
15T —9{ a3 - s lanit b {s(. , 0)
§ B e

65 (_ll 6: 2)

P1I’ = Pr(zp 31 o)

x—3 y—-3 z-0

w ar(—i-l 2, 1) = 2 1l 1=
v,(-1, 6, 2) =1 6 2
x—3 y—3 z—-0
=il 2 1

=[4-(x—3)—-6z—1(y—3)]—[—Zz+6-(x—3)—2'(y—3)]=
=[x-12-6z—y+3]—[-22+6x~18-2y+6] > —2x+y—4z+3 =0
[15 —2x+y—-4z+3=0

jiConsejo!! Cuando el determinante es grande, es recomendable hacer la comprobacién...
Como ya veremos después, el punto debe satisfacer (cumplir) las ecuaciones del plano:

£(3,3 00 € —2x+y-42+3=0--2-(3)+(3)-4-(0)+3=0-[0=0]
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el! Como vemos que nos van a salir fracciones si continuamgs con gf g
€
"vamos a volver a hacer Gauss pero eliminando otra variable que no sej |3 X. Por Cicio

Jm |°
x +2y -z = 3 (E) ' {x+2y o
{Zx -y +z = 1 (Ep) ‘ E; =E; +E; ‘ 3x 4y 3

Definimos [x = t|y despejamos el resto de incégnitas de abajo a arriba:

{ x+2y -z =3 5 t+2:(4-3)-2z=3 > t+8-6t—7=3 ﬂ
,(1.
3x +y =4 5 3t+y=4 > [y=4-3t]

x=t
rziy=4-3t —_— g"g’jés_)s) Pr=Pr -0 = (o, 4, 5)
z=5-5¢ A
0,(0, 0, 0) x-0 y—0 z-0
x{ 9,(1,-3,-5) = | gy e
0P,(0, 4, 5) 0 4 5
=08y =08 2 — 0
1 =& =5

=[-15x+42z+0] - [0 - 20x + 5y] > 5x — 5y + 4z = ¢

M=5x—-5y+4z=0
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mos ya de un vector director ¥,. y de un punto incluido en el plano P,- y como
! mndlculares, el vector normal de r, equivale al otro vector director del

| o '..pﬁmem debemos pasar la ecuacién de la recta r a paramétrica (definiendo IE]):
Pero
'{Cy_z,ﬂ o y-2=2 >

P.(1, 2, 0)

> {13,.(0, 2/1) i;rz = ﬁrrz =(2,-1, 0)

PK=PF(1’ 2, o)

x=1 y—2 z-—-0
= 2, 1) 0 2 1=
T vr(o, ’
¥,,(2,-1, 0) 2792l 0
x—=1 y—2 z-0
0 2 1

=[0+0+2-(y—2)]—[4z—1-(x—1)+0]=
=2y —4-4ztx—1 5 x+2y—4z7—5=0

lirzx+2y—4z—5=(rl
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las rectas Paralelas,

-

‘ Mmmnem \;yaae un vector director vy de un punto incluigq 5

T .‘_;H&_ pbdé v ﬁ:hr'v’, como el otro vector director porque son
Por lo tanto construimos un nuevo vector director con los Puntos de |5
(Podriamos haber elegido como vector de referencia también )

ng| plano :
para|e|°s r '

S rectas. P
p.

Lre xX=t
" ;:}) t S [Pr(l.ouo) SE{}'=2 — {P
z=t v'-(—ll 0' l) zZ= _t vs(lt
RE=R=R=0.2 00 0. 0=(1, 3 o
P.(1, 0, 0) Iy =0 z—0
m .i"r(-ll ol 1) # —1 0
P,P(-1, 2, 0) = ;
¢ x—1 y—-0 z-0
,f -1 0 1

=[o_zz_y]_[0+2.(x_1)+o]=—22—y—2x+2—»—2x—y~2Z+2=°

N=E-2x—y—2z+2=0| - T=2x+y+2z-2= d
- y

' Podemos cambiar el signo a todos para que quede “mejor” '

6. Calcula la ecuacién del plano que contiene al punto A (0, 3,—1) yes perpendicular la?
!

recta r:
i: _x—l_y—l_z+2
| . ST T

Caso . Disponemos ya de un punto del plano A y como la recta es perpendicular al plano,
¥
el vector director de la recta coincidira con el vector normal del plano: 7,

= B,

&
i
[,

{ﬁ,:b‘,:(z. 1,-1) 2x+1y-1z+D=0
” 4
An(0, 3,-1) ) 2:(0)+1-3)-1-(-1)+D=0- 4+D=0 > D=4

T=2x+y—-z—-4=0
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S

‘)?2", ®1M-3:2)+1:(1)+D=0 - -3+4D=0-> D=3

n=2x—3y+z+ 3=o

a2 ecuacién del plano que pasa por un punto A(1, 0, 1), y es paralela a una

g. Calculal
rectar la cual es perpendicular a su vez a una recta s:
s z—1 {x=1—3t
s={y=3t
' 1 z=-1

Qie_l—" Disponemos ya de un punto del plano Ay y como las rectas son perpendiculares entre
sy una de ellas paralela al plano, el vector resultante del producto vectorial de r y s, serd el

vector normal del plano: 1, = U, X Vs

= =1-3t
1 y+2 z—1 {Pr(l,—Z, 1) x P(1, 0,-1)
e e =3 = = % S ’ ’
r={ 1 3 1 e, & )l z =i‘1 {ﬁ,(—s, 3, 0)
R I SN =, 3
SISy 3 1 = (0i + 3k — 3)) — (=9 + 37 — 0)) = —3i — 3] + 12k
=330
ik 1, (-3,-3, 12)
gl
7i.(-3,-3, 12) —3x—-3y+12z+D =0
"{A,,(l, 0,-1) -3(1)-3(0)+12(-1)+D=0 - D=15

n=—-3x—-3y+12z+15=0| - |m=-x—y+4z+5=0

r Podemos simplificar para que quede “mejor” —I
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\cia de un punto P a ur

O ""vw"w! o J*}* l‘

3 x=-2
| ,-**A(—Z 1, 1) - Sustituimos {y 1 enn-’(—2)+(1)—2(1)+3=0
s z=11

x=2
B(2,-1, 3) - Sustituimos {y=—1 en -’(2)+(—1)—2(3)+3=0
z=3

{;:gﬂl-m)+1(®-iz+3=0 > z=3/,

{;:2*1'(0)+1'(1)—22+3=0 SEr=2 m

i iiRecuerdall Podriamos haber dado valores a otras variables, ya que tenemos infinit ¥
S pup

¢ 1
H Ecuaciones de los planos coordenados

T ! Los planos coordenados son los planos que forman nuestros ejes de coordenadas

Plano Es el plano que pasa por: Ecuacién paramétrica | Ecuacién general
i o x=0+a
i o e ORI
ﬂ' oy (0, 1, 0) z2=0 A
Xz 0(0,0,0) ; vpx(1, 0, 0)y A ;Zg+a S
. = Xz = Txz =y =0
b Upz(0, 0, 1) (z=0+p
i 0(0,0,0); Hoy(0, 1, 0)y prioy
LA Yz 5 Tyz={Y=0+a Tyz =x =0
: uOZ(ol 0: 1) \ Z=0+ﬁ
3! El truco estd en llamar cero a lo que no aparezca su nombre |

[138]




3. Posiciones relativas

3-1-

posicion relativa entre recta y plano

recta (r)yun plano () pueden disponerse de las siguientes tres formas:
uUna

/’— .
La recta y el plano son La recta estd contenida en el | La recta es paralela al plano
secantes plano

gn funcion de la expresion de la ecuacién de la recta, distinguiremos dos casos para estudiar

a posicio

n relativa entre recta y plano:

Caso A:{Si la ecuacién estd en forma vectorial, paramétrica o continua (es decir, no general):

Estudiamos 12 posicion relativa calculando el producto escalar entre v, y 1, de manera que si:

v, N, #0

¥, no es perpendicular a n,

By Tiy = 0

v, si es perpendicular a 7i,,

l

sabremos que la rectay el
plano son secantes

(se cortan en un punto)

Si ademds, P. estd contenido
en 7, sabremos que la recta
esta contenida en el plano

(se cortan en infinitos
puntos)

Si P. no estd contenido en 7,
sabremos que la recta es

paralela al plano

(No tienen ningln punto en
comun)

T
T
0 \
A

iiVamos a practicar con un ejemplo!!

x=1+t
r={y=2
Zi— =1

Calcula la posicion relativa entre la recta (r) y plano (7T):

n=x—-y+z+2=0
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u.%

{Cémo calcular el punto de corte I entre una recta y yp, Plano?

Caso A: Si la ecuacidn estd en forma vectorial, paramétrica o continua (eg e
Cir,

No
&n ‘

Ya hemos estudiado que una recta r se corta con un plano 7 Cuando , . N:
n ¥
En este caso, calculamos el punto de corte a través de un punto enérico g

Un punto genérico es aquel punto que estoy buscando al cual e im

el Fect

determinada. En este caso la condicion serd la pertenencia al plano para SW
e 3 e

corte entre recta y plano. De esta forma, sustituimos dicho punto en el blang p: e pu"'“d.

parametro y obtener finalmente el punto de corte I. fa ;

Caso B: Si la recta esta en forma general:

Ya hemos estudiado que una recta r se corta con un plano 7 cuando, parj g siste
! ’ m
POr sus ecuaciones, se cumple que: Rg(A) = Rg(A*) = 3 afOrm,do

sistema com atible dEtermi
nado‘

En este caso, calculamos el punto de corte resolviendo el

iiVamos a ver un ejemplo de cada caso!!

Y=24;

Z=t¢

X =
Calcula el punto de corte entre el planor = x + 2z — 3 = 0 ylarecta r= { L3

Caso A: La recta esta en forma paramétrica:

Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico I(x, y, z) dela recta:

[ R —
I(x, vy, —| I t, )]
SR RO (L 62 4.6 30)

Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el parametro y obtener el punto de corte J:

AEx+2-3=0- (1+)+()-3=0- 2t-2=0-|¢=1q |
e

A+t 2+e 0 | e s ]

(142]
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Y N ) S {rErIne o
eelplanomr=x+y—2 = (

entri

:g x +y

=0 x

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

y =
y +z = 3 (E;) W) ) {0 +y +z =3
x +z = 3 (E3) E; = E3—E, 0 -y 4z =1
2 S il (El) 5% ary =
gzi= 3 (E7) e . y +z =3
-y +z = 1 (E3) -EB:Ea'*'Ez - 0 +2z = 4
x +y = 71 &) Ya hemostrian'gulado, asi que ?odemos
y +z = 3 2) resolvemos el sistema de ecuaciones
2z = 4 1) obteniendo las variables de abajo a arriba

1) z=.;__>E ;
2) yt+tz=3 - y+2=3 -+>
3 xty=2-> x+1=2> _>

El punto de corte serd: | I(1, 1, 2)
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Posicion relativa enf

e i PR | P Y4 7 f
l‘—éiLr'-)*“:'j_x‘Irl&Tr’l? po:! T
ecuaciones co incognitas con los vectores recto

¢ e Ry — r
) P de cada recta (PPs) Y 1o expresamos como |5 , -
\0s determinar la posicion relativa calculando g rangq 2

l’q; Rg (A) = Rg(A") = 2
i
tIE ! Los tres vectores estan en el
» ' \ mismo plano I
i By Tr S
il
i ! Rg (4) =1+ Rg(A") = 2
| IRt ; -)
g | Dos vectores son Las rectas son Paralelag
T proporcionales o iguales s y
it s i:
H l i \
| Rg (4) =Rg(a’) =1 |
1 l f Los tres vectores son Las rectas son COiHCidentes :I
i & proporcionales o iguales 4
L
b
il :
|1
Hi
|
!
|
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ismo pardmetro (¢) en las dos rectas, es
confusiones y errores.

P,-P,=P,-P,-=(3, 3, 0)-(1, Z80)I=1(Z01) 0)

- Formamos las matrices Ay A* con |os vectores anteriores:
L v
T\ SR TR 5 b L 11
A= (1_;;) = (1 2 __1) A" = Vs =] 4l 2 —1)
PP 2501558 0

- Calculamos el rango de las matrices para determinar |a posicidn relativa entre las rectas:

=1 1
sE=HE 2 —-1|=(0+1 —(4— e
il 2 1 0 ¢ s (e 0)=0 Como la matriz A* tiene el
1=1 1 determinante 3x3 = 0,
18200 —1 elrg(A*) no puede ser 3

por lo tanto, ahora buscamos un determinante 2x2 que sea distinto de cero:

1 -1 1 1 Como la matriz A* tiene un
= (T2 =T |5 T [lenaias
2 1 0 1 2 = determinante 2x2 # 0,

elrg(4*) =2

Estudiamos el rango de A:

Como la matriz A tiene un

=1 il 1 -1 _ determinante 2x2 # 0,
2= A= [7 75 pens elrg(A) = 2
Rg (A) =Rg(A’) =2
G 2 Las rectas se cortan en un
Los tres vectores estan en el punto
mismo plano I
/e
[145]
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{C6émo calcular el punto de corte I entre dos rectas?

El punto de corte es el tinico punto comin para las dos rectas, por lo tany,

g d

. ituirl
punto genérico de una de las rectas: I(x,y,2) y sustituirlo en la otra recty A

S

to de corte | ra cy) c°8eru i
pardmetro y obtener finalmente el punto : Culy, : )
Usando como ejemplo las dos rectas anteriores que ya sabemos que se Cortap.

x=3+24
=1+t
r= ;=z—t SE{)'=3+2/1
z=t z=-1

Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico I(x, y,

Z
)ﬂemde,aSre
Ix, y, 2) ~|1(1+¢, Z—SI Ctag,

Sustituimos dicho punto en la otra recta para calcular el pardmetro y obtener ;.

1+t = 3+ 4

e At 2+ =3+21 0| A=-1
== GRS tre Ja
51'1)

iiinteresante!! Podriamos haberlo calculado igual usando la otra recta y el otrq Parim
etrg

rectasry s g 12

3.3. Posicion relativa entre dos planos

Para estudiar la posicion relativa entre dos planos, utilizaremos sus vectores Normales y
comprobaremos si son proporcionales o no:

m =Ax+By+Cz+D=0 mT,=Ax +By +Cz+D =0

=
Il
@| @
Il
Qe
Sl
Il
Ua|cu
Il
Qe
#
U|c

A
< El resto de los casos

i
I
Sabremos que los planos son | Sabremos que los planos son Sabremos que los planos son
coincidentes paralelos secantes (se cortan

formando una recta)
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gstudi

a la posicion relativa entre los siguientes pares de planos:
A . 3¢ ._’~.- ":a- = "‘"'":/'.j'-rlf.."”é-‘-'-‘j“‘

At
g

1:2x—-4y +6Z"4=0
a){ﬂz= x—2y +3z-2=0

e d6yidz =8 =0
b)[nzz x+3y—2z+4=0

n1:2x+3}"‘3z"4=0
C){ﬂz: x+4y—-22-3=0

nl:Zx—4y+22=0
d){,,z; e 2y+ z=0

3.4. Posicion relativa entre tres planos

para estudiar la posicion entre tres planos, formamos un sistema de tres ecuaciones con tres

incog

Discutimos el sistema por el teorema de Rouché Frobenius, para lo cual calculamos el rango

de las matrices:

rrlEAx+By+Cz+D=0

m,=Ax +By +Cz+D =0
m=A‘x +B’y +C"z+D" =0

Ax +By +Cz = —D
Ax +By +Cz = -D’
A’x +B”y +C”Z = —D”

Los planos 1Ty y 7Tz son
coincidentes(mry = 72)

Los planos 1Ty y 7Tz son
paralelos (1 Il 772)

Los planos 1t4 Y 1Tz son
secantes en una recta
(mry f 2)

Los planos 1Ty y 7Tz son

coincidentes(y = 72)

iilnteresante!!0JO

nitas con las ecuaciones de los planos y lo expresamos como las matrices A y A

ARNS Bl Cin—1)
ASSe B At Cit —D')

A” B” C° =D

iiEn el siguiente cuadro vamos a ver las diferentes posibilidades!!




Rg(A) = Rg(A4") =2

5.C.I (infinitas soluciones)

Los tres planos tienen infinitos

puntos en comun, que son las
soluciones del sistema

: l?os Planos sop

coincidentes y q| ot
’secante ( siguen'oes
cortandose en una recyy

Rg(A) =1 # Rg(A’) =2
S.I. (No hay solucion)

S /

Los tres planos son
paralelos

[P S

Dos planos son
coincidentes y el otro es
paralelo

A

Rg(4) =Rg(A") =1

5,C.I (infinitas soluciones)

soluciones del sistema

Los tres planos tienen infinitos
puntos en comun, que son las

Los tres planos son
coincidentes

(148]
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8| ST 4 Como la matriz A tiene el
0 )=0-2 v 0 determinante 3x3 = 0,
el 7g(A4) no puede ser 3

ZE 1
SIS 0 1

por lo tanto, ahora buscamos un determinante 2x2 que sea distinto de cero:

i _(1) —} I 20— Como la matriz A tiene un
2 —1 =T 0 =L 0 | SO U= determinante 2x2 # 0,

elrg(A) =2

como rg (A) vale dos, sabemos queelrg (4

) podria ser dos o tres. Ahora buscamos un
determinante que incluya

este determinante 2x2 distinto de cero y el término independiente:

7= = A
A'=(‘1 ORI 0% -1 0 0 |=(0F0F0) RO =

1 -1 () Hifal 1 1

21 MG

< m g

Como la matriz A" tiene un determinante 3x3 #0,elrg(A*) =3

Fg A=2+#rg(a’)=3 Sistema incompatible No tiene solucién

Los planos no tienen ningun punto en comun, pero ain debemos comprobar si se cortan dos a

|
dos, o si dos planos son paralelos y el otro es secante a ellos. Comprobamos planos paralelos: (e

T 2x=y. —2z =0 2 ¢_1 < 2
Pl = o——oSecantes

RO m:—x+z=0 =il 0 o
EEZaewezi=0 2 1 Al no haber ningin plano i
MYy ms [n x—y=1 = il 7 =5 Sy secantes paralelo, significa que los :;‘!r nl
i planos se cortan dos a dos i ;‘
o Xitizi— 08 —q 0
My T - — #— — Secantes |
2 3{7t3:x—y=1 it =l ‘I

[149]
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2 5§ ElerciCios Ut
-',‘..‘j?{--‘,"'J\)

FRSER 2 ‘-l'{i‘,::,-,-f.‘; g gy
< P v,_;" i.:f‘d :ql'JJT\D(\z‘—ﬂ\'if ""G‘j L\J‘!im%
1 Py {4 | It

' N
oY
13 D$

POSH

: s TR X

wira Ia rect: .:f(jﬁ

2. rolativa entre 1a recia r yel

<icion feic ) 1
0

cto escalar entre U, y 71, am

0

=1l
325 11: "“:_s;_'ﬂ'_\

7 ﬁu # 2t larecta y el plano son Secantes

Vamos a estudiar si P,. estd contenida en m:

n=ax+y—-z+4=0 {1'(1)+(1)‘(0)+4=0
P(1, 1, 0) ‘

2. Sea m un nimero real y sean 7y 7 una recta Y un plano definidos

por:
2x-my+z=2-m

i

1t'£3x+22=2—m

Caso B: Como la ecuacién estd en forma general,

formamos un sistema de tres ecuaciones
con tres incégnitas con las ecuaciones del plano

ylarectaylo expresamos como las

matrices Ay A*: ,1‘
BEROEN? 5 0 m
A= 2 —m li 2—-m
1 2817 0
A
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Jos valores

Calculamos

o079 ( .-‘valk_,t;.(es,- sa,t.JemoS que el rg (A*) podria ser tres o cuatro pero, comola
matriz A° no tiene determinante 4x4, obligatori : fee g,

amenterg (4°) = 3

B 3
rg (4) =3 =79 (A°) = Nimero de incégnitas | Sistema compatible determinado

-

LA RECTA Y EL PLANO SON SECANTES

sim=2- |A|=0y ent?n_ces debemos sustituir m = 2 en la matriz A buscando un
determinante 2x2 que sea distinto de cero para establecer el rango de A:

g 0 : S8 0 Como la matriz A tiene un
A= i ‘2 } E g | 7} b I =0 determinante 2x2 # 0, elrg(4) = 2

b
[4]

como rg (A) vale dos, sabemos que el rg (A*) podria ser dos o tres. Ahora buscamos un
determinante que incluya este determinante 2x2 distinto de cero y el término independiente:

3 0f 2 DI 0 8 0 rg (A*) no puede ser tres,
2L (O]} | 2 -2 0)=0 por lo tanto: rg (4") = 2
n ool TR

Sistema compatible

Sim=2 - rg (A) = 2 =rg (A4") # Nimero incégnitas Indeterminada

LA RECTA ESTA CONTENIDA EN EL PLANO
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e

N =y —=2=y =
3.Seanlasrectasr=x=-"yY =72 Akt Vs Z5m

Determina m para que las rectas sean coplanarias.

R

iempre y cuando no s
iiimportantel! Las rectas seran coplanarias su.emp y no se crucen,
Vamos a estudiar su posicion relativa en funcion de m:

jjoJoll 1) \
R y P.(0, 0, SEX—2=y=2z- mp (P
s w2 ~ {5,(1.—1. 1) > % [B’(z' 0, m)

@y ]
PTPS=PS_PT=(2’ 01 m)—(o' 0' 1)=(2I m

- Formamos las matrices A y A* con los vectores anteriores y calculamos sys rangos

: Par,
determinar la posicién relativa entre las rectas: q
'zr 1 -1 1 A_(ﬁ,)_(1 R
Al B A - ~\3 it )
PP, a0 =1
Calculamos los valores de m para los cuales |A*| = 0:
15 =1 1
|A‘|= 1 1 1 =(m—1+0—2)—(2+0—m+1):2m—6=()_,m=3
2 0 m-1
1 -1 1
1 1 1
Sim#3 - |A']| #0 - Determinante3x3 #0 - rg(4’) =3
\.

LA RECTAS SE CRUZAN, LUEGO NO SON COPLANARIAS

Sim =3 - |A’| = 0 El rango de la matriz A* no podra ser 3. Por lo tanto, sustituimos
m = 3 en |la matriz buscando un determinante 2x2 que sea distinto de cero:

4] = l i -i _it.ﬁl il =4l I 0 Como la matriz A* tiene un determinante
2 0 2 1 1 2x2 #0,elrg(A*) =2
Como rg (A" ) vale dos, sabemos que el g (A) podria ser dos o menor:

=150 1 -1 Como la matriz A tiene un determinante
|A|"|1 1 1| ;Il 1|*° ﬂ‘

2x2 #0,elrg(A) =2

LAS RECTAS SE CORTAN EN UN PUNTO,
Sim=3 -rg(A°)=2=rg(A)
LUEGO SON COPLANARIAS
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=[—-x+0—2'(y—1)]—[—1-(2—2)+0+(y—1)]=

=(—x—2y+2)—(—z+2+y—1)=—x—3y+z+1=0

|i5 -x—3y+z+1=T|

_ Estudiamos la posicién relativa entre los dos planos:

{mmx—6y+22—2=0 a3

= m
ri—x—3y+z+1=0 -1 DT Rt

sim = —2 los planos son paralelos ya que ‘2/_1 =2=2+#-2

sim #= —2 los planos son secantes

5. Estudia la posicion relativa de los planos my, w5, 173 dependiendo de los valores de m

m=-mx+my+z=0 =X oy 37 —4 T3 =2x—2y—z=0

- Formamos las matrices A y A" con las ecuaciones de los planos:

=1 m 1 0
A‘=( 1 -m 3
0

2 =7 =il

>
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e SO L

étodo de teorema de Rouché Froben;, 3
’ ra

a relm e
- Discutimos el sistema PO atrices Ay A k 3

debemos calcular el rango delas
para los cuales |a| = 0:

Calculamos los valores dem
-m m 1 2= +6m)_(_2m+6m_m)=\
lal=| 1 -m 3 =(-m*-2 "‘2+3,,l :
=} =l A
13: :1 1 3+ 4D (D) _ 345 3
7 e = -
L B g
m

o)

Simz1lym#2 - |A] #0 - peterminante 3x3 #* 0 — rg(A) < 3

sabemos que el g (4°) podria ser tres o cuatro pey,,

Comorg (A) vale tres, 4x4, obligatoriamente g (4°) = 3 ) Comg 3

matriz A® no tiene determinante

rg (A) = 3 = rg (A*) = Nimero de incégnitas Sistema compatipe detary
Na

d
LOS TRES PLANOS SE CORTAN EN UN PUNTO o

\\ \

Si m=1— |A] =0 yentonces debemos sustituir m = 1 en la matriz h

3 b' | USCando U
determinante 2x2 que sea distinto de cero para establecer el rango de A: n
-1 (1 1/:0 e ——— TN
A= TRI=1 3|EE4 | i ; | =4 Como la matriz A tiene un
N =y =5t 4] = determinante 2x2 + ) ¢ rat)
' S0 ag 2 2

\__Y___J T
[4]

Como rg (A) vale dos, sabemos que el rg (A*) podria ser dos o tres. Ahora buscamos yp
determinante que incluya este determinante 2x2 distinto de cero y el término indePEHdiente.

=1 3T 3 A 1 1
A‘=( 18ICIS skl =1 3
2SI= =110 -2 -1

Como la matriz A® tiene un

E determinante 3x3 + 0, el rg(A’)=3

|=(0+0_8)-(O—4+0):_4

- O O s O

Sim=1-5rg(Ad)=2+#rg(A")=3 Sistema lncompatibleJ

DOS PUEDEN SER PARALELOS Y EL OTRO SECANTE

LOS TRES PLANOS PUEDEN CORTARSE DOS A DOS O ’
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de Rouché Frobenius, para lo cua|

teorema
r el método de .
- Ismdmggelslmmlpo AV
debemos calcular el rango de las matrice :
Al: B
Calculamos los valores de L para fos cuales |
—l &
S G ;_(_mz_2+6m)—(—2m+6m—m)— m?+3m -3 _
|4|=| 1 -m =
2hecetite )2 -3+l o
-3+43°~ = A
—-m m ; ’"=’/‘2T'—1)——’- = < '
1 -m 1

inante 3x3 # 0 — rg(A4) =3

Sim#1ym=#2 |A| # 0 — Determ

(A*) podria ser tres 0 cuatro pero, como la

|7, R
Comorg (A) vale tres, sabemos 44 € : atoriamente rg (4°) =3

matriz A® no tiene determinante 4x4, oblig:

(4) = 3 = rg (A") = Nimero de incdgnitas sistema compatible determinado
ry =3 = rg —

LOS TRES PLANOS SE CORTAN EN UN PUNTO

Sim=1— |A|=0 yentonces debemos sustituir m = 1 en la matriz A buscando un
determinante 2x2 que sea distinto de cero para establecer el rango de A:

Como la matriz A tiene un

determinante 2x2 + 0, el rg(A) = 2

=7

Como rg (A) vale dos, sabemos que el 7g (A*) podria ser dos o tres. Ahora buscamos un
determinante que incluya este determinante 2x2 distinto de cero y el término independiente:

1 1
)—>l SIS 3
-2 -1
— il e :
i 3 mo la matriz A° tiene un
E determinante 3x3 + 0,elrg(4°) = 3

Sim=1-rg(A)=2+ rg(A) =3 Sistema Incompatible

LOS TRES PLANOS PUEDEN CORTARSE DOS ADOS O
DOS PUEDEN SER PARALELOS Y EL OTRO SECANTE

S

.

]
—
|
——

|
—_—
W -

=0+0-8)-(0—-4+0)=—-4

- o O s O

(154]

rudiar st hay planos paralelos:
s
Tk

v S L
=0
+Z > —=—%-2 NO

+
[ﬂ‘:;iy+3z=4 1 -13
ff*

=0 st DAL LOS TR
X 50 0 2. =2 = {aNe ES PLANOS s¢

_2- |AI=0Y entonces debemos sustituir m =

A 2 en la matrj
te 2x2 que sea distinto de cero para establecer e d

bu
el rango de A: Sadoun

sim=
Jetermina®

Como la matriz Atiene un
determinante 2x2 #0,el Tg(A) =2

comoTg (A) vale dos, sabemos que el g (4") podria ser dos o tres, Ahora buscamos un
geterminante que incluya este determinante 2x2 distinto de cero y el término independiente:

oz 1|0 2518880
Sl =2 3 i") g [0 4‘=(0+0—8)—(o—e+o B
A ( 2 |-2_-1]ilo -2 -1 0 )50
L 5 2 0 g (A%) no puede ser tres,
-2 4 por lo tanto: rg (4°) = 2

sim=2 —»1rg (A) =2 =r1rg (A") # Namero de incégnitas Sistema compatible
indeterminado

LOS TRES PLANOS PUEDEN CORTARSE EN UNA RECTA O
PUEDE HABER DOS PLANOS COINCIDENTES Y EL OTRO SECANTE

Vamos a ver si hay planos coincidentes: :

{nl:—2x+2y+z=0 " =
= Braisd DOS PLANOS COINCIDENTES

Y EL OTRO SECANTE (siguen
[ mi—2x+2y+z=0_ —2

— = =—= 9 - si cortdndose en una recta)
n3:2x—2y—2=0 2 e T ()
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a, para cada uno de los

1
u,:ax+y-z+1=0 = 5=;=~i'*_2

_ _1, losplanos my Y M2 Son paralelos:
=-1

0s que sé cumple que sia

Comprobam!
1
SR | S | . B =17 | Los planos 1y Y Tz son paralelos
STE=1 T2
b) Dos planos son perpendltllhm‘ si sus vectores normales son perpendiculares.
plani

Por lo tanto: iy, * Tig, =0

{ﬁﬂl(ﬂ, 1."1)_.__ 1'__1)_(1. a, 1),—_a+a—1=2a—1=0_‘a=

5 Tigy " Tiny = (@
A T a1

Sia= l/z , los planos 7y y Tz son perpendiculares

¢) Si una recta es perpendicular a un plano, el vector director v, de la recta es el vector

normal 7i,, del plano o paralelo a este.

- Empezamos definiendo la recta formada por los 2 planos:
ax+y—-z+1=0

m '
r={ r=[x+ay+z-2=0

2

- Calculamos ¥, por medio del producto vectorial:

e S [ 1187 T e
e e LA 8 | =W (10 -k —]) — (k—a'T+a-]) =
18la71.
L A K =i+a® k—j—k+a-i—a-j=
a 1 -1
=(a+1):i+(-1—a)-j+(a*—1)-k =
B’(u-}-l. =1=la) al—ﬂ =(ﬂ+l' -1-a, az_l)
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e

1y+z-2=0, d.“"'“f‘ln,‘ i

1

2

rm =
no {nﬂ(la—l, 0)
l’r(a + lr—l ==y az _1)
1 ot 0
at+1 —1-aioai=g
Cogemos las dos ecuaciones que nos resulten mas ficiles]|
jico
0 o 2 _ =)=
e 1-(a*=1)=0-(a+1)- az—1=°"¢=ﬁ=ﬂ

at

osel vector normal de a:
m

o 1a

Y ‘aw o Ez.—y =0 = ﬁﬁ(ll-l,
by - X
az

=)

rsea perpendicular a a, el vector director A d_g_i‘a ot
pard q:lﬁ del plano o paralelo a este. Luego ‘v'rvio. e m d
al l'a

Comprobamos las soluciones:

R

a=+l—t{

Solucién valida

ﬁd(lr -1, o)
i;r(za -2, o)

a=—1- {ﬁ.ﬂ(l: —1’ o)
v,(0, 0, 0)

/)

?J.'\_?;{

Este apartado ha sido de dificultad jiNIVEL FULL DE ESTAMBUL!!

Si has sido capaz de resolverlo es porque eres una MAQUINA.

[157]




