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3.1 MONOTONIA E EXTREMOS RELATIVOS
Crecente en (-0, -2)U(0,0)

Decrecente en (-2, 0)

Maximo relativo (-2, 4)

i 2 0 2 Minimo relativo (0, 0)

f(x) = 234+ B 2

MONOTONIA: CRECEMENTO E DECRECEMENTO

Definicion: y = f(x) € crecente no intervalo (a, b) se
Vx,,x, €(a,b),x, <x, = f(x) < f(x,).

( estritamente crecente se x1< x; entdn f(x1) < f(xz2) )

Funcién crecente Funcion estritamente crecente

y = f(x) ¢édecrecente no intervalo (a, b) se
VX,,x, €(a,b).x, <x, = f(x,)= f(x,).
( estritamente crecente se x1< x; enton f(x1) > f(xz2) )

Definicion:

L Y
Y
I b b Iy
10 X 0
Funcidn decrecente Funcidn estritamente decrecente
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Teorema: Se y=f(x) é derivable en x,,

a) Se f'( xo) >0 entdn y=f(x) é crecente estritamente en X,
b) Se f'( xo) < 0 entdn y=f(x) é decrecente estritamente en x,.

y—=flz)

I H ol -||L
f é estritamente decrecente en x3, f é estritamente crecente en x»

Xeometricamente, f'(xo) representa a pendente da recta
tanxente a f en x,, se € positiva a funciéon é crecente e se é
negativa a funcién é decrecente.

Observacions:
a) Unha funcion pode ser crecente ou decrecente sen ser
derivable.

Exemplo:

£ x ,x<0 4
X)=
x*, x>0 -

-2

Sempre crecente pero non é derivable en x=0.
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b) Unha funcidn poder ser crecente(decrecente) e derivable
pero a sua derivada non ser nin positiva nin negativa.

Exemplo: f(x)=x3

-2 0 2

f(z) =| 2*
Funcidn continua, derivable e crecente en x=0 pero f'(0)=0.

Teorema: Se y=f(x) é crecente (decrecente) e derivable nun
intervalo aberto (a, b) entdén f'(x )>0,Vx e (a,b).

Exemplo:
Estuda o crecemento e decrecemento de f(x) =x?-e*

Funcion continua e derivable.
12 Calculamos a funcion derivada:

f'(x)=2x-ex+x2 et =e" -(2x+x2)

22 Resolvemos f’(x)=0:
e”(x2 +2x>= 0=x"+2x=0
x-(x+2):O:>x=0,x:—2
32 Dividimos a recta en intervalos segundo os puntos que
anulan a primeira derivada ou non existe:

[
®
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42 Analizamos o signo da primeira derivada nos distintos
ir}‘t%i\é? |9§): = (— 0, — 2) crecente
f'-)<0=> (— 2, O) decrecente
£'(1) > 0= (0,+o0) crecente

Enton a funcidn € crecente en (— 00, - 2) U (0,+oo)

decrecenteen (-2,0)

Exercicio:
1. Estuda o crecemento e decrecemento de f(x)=x*-6x*+5
2. Exercicio numero 2 da paxina 272

EXTREMOS: MAXIMOS E MiINIMOS RELATIVOS

Definicion: y=f(x) ten un maximo en x=a, se existe un intervalo
centrado en a, que verifica que f(x)< f(a) para todo punto de
ese intervalo.

y=f(x) ten un minimo en x=b, se existe un intervalo centrado en
b, que verifica que f(x)> f(b) para todo punto de ese intervalo.

EXTREMOS ABSOLUTOS
Definicion: y = f(x) fen un maximoabsolutoen x_ <> f(x,) > f(x), Vx.

¥ = f(x) ten un minimo absolutoen x, < f(x,) < f(x), Vx.

5
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CONDICION NECESARIA DE EXTREMO EN FUNCIONS

DERIVABLES
Se y=f(x) é derivable e ten extremo en x = x,, entén f'(x,) =0.

Observacions:
a) Se a derivada se anula nun punto, non implica que sexa
extremo.

Exemplo: f(x)=x3

4

f'( x=0) =0, pero en x=0 non hai extremo.

b) Poden existir extremos en funcidns que non sexan derivables.

Exemplo: £(x)=|x]

Ten un minimo en x=0 pero non é derivable en x=0
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Teorema: Se y=f(x) é derivable en xo, verificase que:

a) Se f'(x0)=0, " (Xo) > 0 entdn f ten un minimo relativo en xo.
b) Se f'(x0)=0, " (Xo) < 0 entdn f ten un maximo relativo en xo.

Abreviadamente:
£"(x,)< 0 = x, mdximo relativo de f

Sef'(x,)=0, 4" ,
£"(x,)> 0= x minimo relativo de f

Exemplos: f(x)=x"+3 gx)=x’+2 hXx)=x’+1

5

y=x*+3

B i

[ 0 ] 2
-1 4

A funcién y= f(x)ten un minimo no (0,f(0)), a funcién y=g(x)
ten un maximo no (0, f(0)) , en ambas a derivada se anula
en x=0.

A derivada de y=h(x) anulase en x=0 pero a funciéon non
ten extremo en x=0.
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Observacion: se f'( xo) = 0 entdn a recta tanxente afen x, é
horizontal. E dicir:

Se f”( xo) >0 entdn f* é crecente, o cal implica que as rectas
tanxentes van aumentando a sua inclinacién, segundo aumenta
X, entdn hai un minimo relativo en Xo.

f}l’,] i; X

Se f”( xo) <0 entdn f” é decrecente, o cal implica que as rectas
tanxentes van diminuindo a sua inclinacion, segundo aumenta x,
entdn hai un maximo relativo en Xo.

Aclaracion: Para calcular os extremos podemos facer de duas
maneiras:

i) Se y=f(x) en x, pasa de crecer a decrecer ( ou viceversa)
enton hai extremo, sempre que o punto pertenza ao dominio
da funcion.

ii) Calculamos derivadas sucesivas, ata atopar unha distinta de
cero, se

n par e f” > 0= minimo en x,.
(x,)#0 f” < 0= mdximo en x,.

nimpar, non hai extremo, hai un punto de inflexion.
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Exemplo:

Lnx
2
X

Estuda os extremos de f(x)=

Solucion:

Dom( f)=(0,40)

12 Calculamos a funcion derivada:

I,
, o TInX-2X oxlnx  1-2Lnx
f(x): 4 = 4 = 3

X X X

22 Resolvemos f'(x)=0:
1
1—2Lnx=0:1:2Lnx:>Lnx:%:>e2 =X

32 Analizamos o signo da primeira derivada:Dividimos a
recta en intervalos segundo os puntos que anulan a
primeira derivada ou non existe:

@ O
0 Ve
f'(l): 1—123Ln1 _1=20 >0 = Crecente en (0, «/E)
f'(2)= 1= ;an _20.386... < 0= Decrecente en (\/E, + oo)

Maximo relativo en (\/;, f(«/;)): («/2, ZL)
e
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Exemplo:

Estuda os extremos de f(x)=—

Solucion: -
Dom(f)=R—-1{0}
12 Calculamos a funcion derivada:
Filx)= 2x(x—1)-x CxT=2x x(x-2)

(-1 1) (1)

22 Resolvemos f'(x)=0:
x(x-2)=0= x=0,x =2 posibles extremos

32 Calculamos a segunda derivada:

o\ 2
f(x)_(x—1)3

42 Analizamos os signos da segunda derivada nos
posibles extremos:

f ”(O) < 0= (0, £(0)) hai un maximo relativo, no (0,0).
f”(2) > 0= (2, f(2)) hai un minimo relativo, no (2,4).

Exercicio:

3. Estuda a monotonia e extremos da seguinte funcidn
f(x)=e(x+1)

4. Exercicio 29 da paxina 294.
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3.2 CURVATURA E PUNTOS DE INFLEXION

YA YA

=Y

i > L
o X, X o I *y

Convexa Concava

Definicion: Se unha funcién é derivable nun intervalo aberto, a
funcidn é convexa se para calquera punto do intervalo aberto 3
tanxente a grafica da funcion esta por debaixo da grafica.

vy = f(x) convexaen (a, b), seVx e (a, b), t(x) > f(x).

Teorema: Sexa y= f(x) derivable en xo:
a) Se f'(xo0)>0, entdn a funcidn é convexa en Xo.
b) Se f""(x0)<0, entdén a funcién é céncava en Xo.

c) Se f"(x0)=0 e f"""(xo) distinto de cero, entén a funcién ten un
punto de inflexidon en xo.

Exemplo:

Estuda a curvatura de f(x)=x’+3x?
Solucién:

12 Calculamos a segunda derivada:
f'(x)=3x"+6x= f"(x)=6x+6
Resolvemos f'(x)=0: 6x+6=0=>x=-1.

Dividimos a recta en intervalos segundo os puntos
gue anulan a segunda derivada:

10

w N
10

1

42 Analizamos o signo da segunda derivada nos
intervalos:
f"(-2)<0=>a funcio’nécéncavaen(—oo,—l).

f"(0)>0= a funcion é convexa en (— 1, + oo).

11
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Exemplo:
Calcula os puntos de inflexién de f(x) =xe"
192 Calculamos a segunda derivada:

f'(x)z ex(x+1):> f"(x)= ex(x+2)
22Resolvemos f"’(x)=0:

e*(x+2)=0= x =-2 posible punto de inflexion .

39 Calculamos a terceira derivada : f"(x)=e"(x +3).
40
f(=2)=e?(=243)# 0= (=2, £(~2)) = (- 2.-2¢> )& un punto de inflexién

Exercicios:
5. Numeros 10 b) c) e), 11 b) d) f), 12 c) e) da paxina 293.
6. Da ficha ANALISE ABAU:
MODELO 1.a) b)
2019 numeros: 3b), 4a) b), 6a)
2018 numeros: 7a), 8a),10a)b)
2016 numero 15b)i)
2015 ndmero 25b)
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3.3 PROPIEDADES DAS FUNCIONS DERIVABLES:
TEOREMAS

TEOREMA DE ROLLE

Teorema:
y = f(x)continua en [a, b]
y = f(x) derivable en (a,b); = Ic e (a,b)/ f'(c)=0.

f(a)=f(D)

Interpretacion xeométrica:

v

fa)=Ab) / [ Y

~ i NS

f; c J} X

Se unha funcion cumpre as hipoteses do teorema, entdn
existe polo menos un punto no intervalo aberto, no que a
recta tanxente é paralela ao eixe de abscisas.

Exercicio:

Comprobar que a seguinte funcion verifica as
hipdteses do teorema de Rolle, e calcula o punto no
que se cumpre o teorema:

f(x)=x’—12x* +45x—16 no intervalo [2,5]

13
Matematicas II



Departamento de Matematicas
afonllgqx 29 Bacharelato
0 sabio

Curso 2020-2021

Solucién:

f(x)=x"—12x> +45x-16

f continua no intervalo [2,5]} = 3c € (2,5)/ f'(c) =0
£(2)= £(5)=34

x=5¢(2,5)
f'(x)=3x" —24x+45=3x> —24x+45=0={ou
x=3e(2,5)

TEOREMA DO VALOR MEDIO

Teorema:
y = f(x) continua en [a,b]
y = f(x) derivable en (a,b

} =3cela,b) f'(c)= /(b)=](a) :
) b-a

Interpretacion xeométrica:

fib)

fla)

il F i ﬂ-. _‘1.'

Se unha funcién cumpre as hipdteses do teorema, entdn
existe polo menos un punto no intervalo aberto, no que a

recta tanxente a grafica de f(x) é paralela a recta que une os
puntos (a, f(a)), (b, f(b)).

14
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Exercicio:

Comprobar que a seguinte funcion verifica as
hipdteses do teorema do Valor Medio, e calcula o
punto no que se cumpre o teorema:
f(x)=x>—5x+2no intervalo [2,51

Solucién:

f(x)=x"-5x+2

f continua no intervalo [2,5] t = 3c € (2,5)/ f'(c) = RACpiC)

. . 5-2
f derivable no intervalo (2,5)

Calculamos: f(5) =2, {(2) = -4,
Substituimos en f'(c):
oy SO =f(2) _2+4
f'(c)= = =2
© 5-2 3 :>2x—5=2:>x:%e(2,5)
f'(x)=2x-5

Entdn o punto no que c=2.5

Exercicios: ( para facer na clase)

7. Numeros 1, 2 e 3 da paxina 279.

8. Numeros 5 e 6 da paxina 281.

9. Numeros 17, 18, 19 e 20 da paxina 294.

15
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3.4 REGRA DE L'HOPITAL

REGRA DE L'HOPITAL

Teorema( Regra de L'Hopital): Sexan f e g duas funciéns que
verifican unha das seguintes condicidns:

lim f(x) =1lim g(x) = 0, ou
lim f(x) = + limg(x) = o0

f'(x) f(x) £'(x)

Se existe lim— —( finito ou infinito) = lim —— = lim— )
g\X

g(x) g(x)

Exemplos:
0 +o0
1 [6’;0}
x—1 1 1 1
. _[o] _ 1
(@)mn sen(2x—2) [0}/,33? 2.cos(2x—2) 2-cos0 2
L"Hopital
Comproba aplicando a Regra de L'Hopital:
(b)lim&:O (©lim2 =%
=1 sen(2x—2) x> 3L nx
(d)lim—> =2 (¢) lim 3"3 2 _0
0 ] —cos x x>0 x° 43

2) [0-+00,00—0| Transformamos en cociente:

) 1 1 . [ x—senx 0 ) l1—cosx
(a) lim —— | =[0—0]= lim =—|=lm—m———=
0"\ senx X =07\ xsenx 0 x>0 senx + XCosx

Matematicas II
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=[9}= fim senx _920

x>0" COS X +COS x — xsenx 2

2 ( 2
P sen— COS;‘ )
(b)lim(x-sen—j:[o-oo]:lim X = lim =
X

X—0 X—>0 X—>0 1

1
X 2

=

:lim200s2:200s0=2

X—>0 X

3) [liw,Oo,ooo] Aplicamos Logaritmos neperianos,
transformamos en cociente e aplicamos a Regra de
L"Hopital:
1
(@) 1im(x+l)x “[e]=1
X

X—>0

AplicamosLn:
1

Lnlim x+ljx —InL

X—>0 x
1 1
) 1\ . 1y . 1 1
Lnlim| x+— | =limLn| x+—| =lim—Ln| x+—|=
X—>0 x X—>0 x x—)oox x
(L)
1 2
LH(X'FJ X+ — X 1 P 1
lim = lim—X = lim alinb
X—0 X X—>0 1 x>0 x4 X

2
———= lim,— = lim——= lim——:
o x" 41 x x>0 ix +1Ec xo0 xT x> 3x7 41

= lim%:O:O:LnLjeO:L:L:I
X—>00 x

1
(b)Comproba que lim(x + I)E = e

x—0

17
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3.5 OPTIMIZACION

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Tratase de problemas nos que se desexa calcular certo valor
optimo, segundo un criterio determinado. Por exemplo:
optimizar un volume, unha area, un beneficio, etc.

O procedemento para resolver os problemas de optimizacion,
é 0 seguinte:
1. Determinar a funcién a optimizar, da que se quere
conseguir o maximo ou minimo.
2.Utilizando os datos do problema expresar a funcion
utilizando unha soa variable.
3. Calcular o valor maximo ou minimo da funcidn, segundo o
indigue o enunciado do problema.
4. Discutir os resultados, comprobando que o valor
calculado é o valor éptimo.

Exemplo:
1)Cal é o numero positivo que sumado co seu inverso da
o menor valor posible?
Solucion:
12Esquema cos datos:
Numero X, inversol/x

22Determinar a funcidn a optimizarF(x):x+§
X

-~ 25
32 Calcular o minimo da funcién: F'(x)=1-=

2
X

F'(x)=0:1—§:0:>2—f:1:x:is. A solucion negativa
X

x2
non é valida.

4°2Comprobar que o valor calculado correspdndese co
enunciado do problema:

atemducds 11
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25-2-x 50 50

F"(x):—4x=—3:F"(x=5)=5—3>0:>paraszhaiunminimo
X X

2) Nun xardin con forma de semicirculo de radio 10m,

vaise instalar unha maceta rectangular. Un de cuxos

lados esta sobre o diametro e o oposto a el, ten os seus

extremos na parte curva. Calcula as dimensions da

maceta para que a sua area sexa maxima:

Solucion:

Plx, y)

10"
- .t

.I'I

!
o
10 10

12 Chamamoslle 2x & base e y a altura.
O punto O é o centro da circunferencia, entén OP=10,

x> +y* =10 = Despexamosy =~100-x"

A area é A=2x-y
22 Funcion a optimizar

A=2x-y=2x-4100-x"

32Calculamos o maximo da funcion:
“2x 2(100-x7)-2x>  200-4x
24100 — x* 7100 —x2 7100 —x2

A(x)=0=>200—4x> =0=> x = /50 = 542

A'(x)=2-4100-x +2x-

42 Comprobemos que se x=5v2 a drea é maxima:
4(0)>0 e

—> a area ¢ maxima para o valor calculado, x = 52
A(10)<0

19
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Entdén as dimensidn son 10v/2 e 5+/2 , a stia drea méaxima sera 100m>.
Exercicios:
10. Exercicios numeros 2,3,4 da paxina 277.

11. Exercicio numero 59 da paxina 296.
12. Exercicios numeros 8, 9 a), b), 15 e 16 da paxina 293.

20
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