Producto vectorial

Recuerda

@I e \1ectores IETED 912 El producto vectorial de dos vectores, Uy V, es otro vector ii X V que tiene
um 2 .
SLELCEOUV 2 Sales 360 b3 los siguientes elementos:

( 4 = Médulo: |i x V| = |al| - |v| - sen a, siendo

5 el menor dngulo entre los vectores.

= St los vectores son opuestos,
los angulos miden 180°

*—6—» = Sentido: el del avance de un sacacorchos que

= S los vectores tienen igual giradetdav.
direccion v sentido, los
angulos son 0° y 360°

I m Interpretacion geométrica del producto vectorial

= Direccion: perpendicular a los vectores iy V.

El médulo del producto vectorial de dos vectores, Ty V, es igual al 4area
del paralelogramo que definen ambos vectores.

Recuerda
) ) Si consideramos el paralelogramo definido por dos vectores -
EstunAEngulo rectangglo, 1y v, no proporcional calculamos su area, obtenemos que: ; 2
ef cateto Opuesto a uno uyv, ,O proporcaionaics, y ’ que:
de Ios angulos agudos es igual Area = || - |BB’| = |d| - |V] -sena : K
a la hipotenusa por el seno Por tanto, resulta: o & 1 A
de dicho angulo. - - - ‘ . -
. B |7 x 7| = |i| - |¥] - sen @ = Area del paralelogramo definido por iy v
IBE'| = |V| -sena - ’ )
EXA rropiedades
B’ . Lo
= El producto vectorial de un vector por sl mismo es Cero:
g x ul =1id| - |d| -sen0° = {al*-0=0
= Propiedad anticonmutativa: &t X Vv = —v X U
Los vectores &I X v y v X T tienen igual médulo y direccién, pero sentido con-
trario, luego son opuestos.
Date cuenta = Propiedad distributiva respecto de la suma:
a UXFT+W=0XV+uxXw
Los vectores U x VyV X U . ,
T sonopuestos. = Propiedad respecto al producto por niumeros reales:
t*' (ki) X v =kt X V) 0 X (kv) = k{u X V)
UxVR
s ii;.i" :'__-f___”"‘/ » El producto vectorial de dos vectores no nulos es el vector nulo si, y solo si, los
a vectores son paralelos: 0°
2 - - — a =
UXv|=0- 11| -|v|-sena=0—->sena=0-
—— | % 7| jal - 7] {a P
V X Ei‘/ i 5C = En general, el producto vectorial no cumple la propiedad asociativa:

UXVXWFUXV)XW

21. Calcula el médulo del producto vectorial de los vectores 23. Demuestra las siguientes propiedades.

U=(—=11,0yV =(20,1) sabiendo que el angulo ATXV= VXD

que forman estos vectores es de 30° 00 8 T = T ‘ ‘
C) U X (kV) = k(I X V)

22. Sidos vectores son perpendiculares, ;a qué es igual
d) X (VXW) + (U XV)XW

el médulo de su producto vectorial?
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Vectores en el espacio
m Expresion en coordenadas del producto vectorial

En el sistema de referencia canénico, el producto vectorial de dos vectores,
U= (uy Uy U3) y V= (v4. v5, v3), €s:

1 ] k
=T Uz U3—>+U3 U = Uy UZE
u vV =1U U Us| 5 1
R | vy V4 Vi Vo
Vi Vo V3

Los vectores de la base candnica tienen médulo 1y son perpendiculares entre si;
por tanto, por la definicién del producto vectorial se cumple que:

IxXi=0 Ixj=k I Xk=—]
JX1=—k ixj=0 JXk=1
kxi=j kxj=—1 EXE=0

Aplicando las propiedades, calculamos el producto vectorial de dos vectores:
UXV = (il + ) + wk) X (il + vaj + vzk) =
= (Upvs — Ugv) i + (usvy — ugva)J + (Uyve — uavi)k

)

Us Uz
Ve V3

Us W
Vs Vi

‘U1 Uy
vy Ve

Entonces, tenemos que: 1 X V = <

’

Realiza el producto vectorialu X v, siendod = (—1,1,0)yv = (1,1, 1).

11
11

10]-,/0 —1]+ T
=‘11/+‘1 1’j+l ‘k i+j—2k=01,1-2

Por tanto, el producto vectorial del vector 7 = (—1,1,0)y el vector vV = (1,1, 1)
es otro vector i X v de coordenadas (1, 1, —2).

Demuestra la propiedad anticonmutativa del producto vectorial
de dos vectores: d X v = —v X U.

Tomamos dos vectores cualesquiera:

U = (U, Uy, Us) V = vy, Vo, Va)
Aplicando la expresion en coordenadas del producto vectorial:
i J ok i j kK
UXV =1l U, Uzs|=—|Vy Vo V3|=—V X[
Vi Vy o Vs Uy Uy Us

Si en una matriz cuadrada intercambiamos dos de sus filas,
su determinante cambia de signo.

24. Considera, en el sistema de coordenadas canénico, 25. Obtén, en cada caso, el vector ii X v y comprueba
Ioi vectoresV = (0,2, —2),V = (—1, 3, —5) que el vector resultante de este producto es perpendicular
yw = (0, —2, 1). Calcuta: tantoa i comoaVv.
a uxy d) v x 2w a) U:(S,—2,~1)y7=<—1,—;—,4>
b) U xw e) 20U x 3v ] ]
C) —V X W f) @ —wW) x2v b) U=(O, —1,§>V7:<—§, —1,3>

7
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ﬂ Aplicaciones del producto vectorial

EXA vector perpendicular a otros dos vectores

Siuy v son dos vectores linealmente independientes y distintos de cero, su pro-
ducto vectorial T X ¥ es un vector perpendicular a ambos.

Calcula las coordenadas de tres vectores perpendicularesad = (—1, 1, 0)
|. yv =1(-1,0,1)
2(0 X V) . . : ) . S
I El vector U x V y cualquier vector proporcional a €l son perpendicularesa u y v.
TxV T 7 K
. 17 0l= |0 == |=1 1+ = =, ¢
7 ugxv=|-11 0=‘O 1‘/Jrl1 _1’14—‘71 Ok:/+j+/<
-1 0 1
—3(d X V) Por tanto, el vector T x v = (1, 1, 1)y cualquier vector proporcional a &l son
perpendiculares a los vectores U y V. '
‘} Losvectores U X v = (1,1, h,W=(2,2,2yZ = (—3,—3, —3)son
perpendicularesa i y v.
m Bases de vectores ortogonales
Se escribe asi Si iy ¥ son dos vectores no proporcionales, los vectores G, UX Vv, uxX(@xv)

forman una base de vectores ortogonales.

[i Una base ortogonal es una base
de vectores ortogonales, €s Q)

decir, todos sus elementos son
perpendiculares entre s

Halla dos vectores v y W que formen conud = (2, —1, 0) una base ortogonal.

pRIMERO. Se halla el segundo vector de la base, haciendo el producto vectorial de 0
por cualguier otro vector no proporcional a él.

Un vector no proporcional a U es, por ejemplo, (1,0, 0).

ij okl
V=02 -1,0x000=2 —1 0/=k=00,7
100

SEGUNDO. Se calcula el tercer vector de la base comow = U X V.

ik o
W=U0xv=2-10x0010=|2 -1 0 =—j—=2]=(-1,-20
0 0 1

B =1{2 —1,0.0,01,(—1, —2,0} es una base de vectores ortogonales.

26. Determina, en cada caso, un vector w que forme una base 27. Determina, en cada caso, dos vectores V y w, que formen
ortogonal del espacio junto con los vectores uyv. una base ortonormal del espacio junto con el vector 0.
al=@001yvV=(0-10 a) u=1(-100

b)ﬁ=<2,—1—,—1)y72(0,—1,72) b)E:(J—o—L)

2 v2' V2




Vectores en el espacio

m Area de un paralelogramo

g
El 4rea de un paralelogramo ABCD es el modulo del &
producto vectorial de los vectores AB y AD.

Area = |AB x AD| i

A
EXA) Area de un triangulo *
i . ) Date cuenta
El &rea de un tridngulo de vértices ABC se calcula con la férmula:
i |AB X AC | El area de un triangulo ABC B
Area = **27 no depende de los vectores

escogidos:

Para demostrar esto tomamos tres puntos no alineados, @
A, By C, que determinan un triangulo ABC. A AB
A
A B

Si le afadimos otro tridngulo igual tenemos un paralelo-

c C
ramo ABDC. c S Q
Asli, el area del triangulo ABC es la mitad del 4rea del A A AN
aralelogramo ABDC. ! I Rl
B A ; | 4B x AC| _ |BA X BC| _
2 2
> 8 _ [CAxCB|
2
Determina el area A, Lz
de este triangulo. o«
P2, —1,4) © R(=3,0,1)
PRIMERO. Se calculan 10s vectores que representan dos lados del triangulo.
PG =(5—2,1—(=1),—2-4) =@3,2 6
PR=(—3—20—(=1,1—4 = (=51, -3
SEGUNDO. Se halla el producto vectorial de estos dos vectores.
o i j ok
POXPR=| 3 2 —6|=239 +13k = (0, 39, 13)
-5 1 -3
TERCERO. £l &rea cﬁtriéngulo es la mitad del area del paralelogramo formado
por los vectores PQ y PR. Por tanto:
PO X PRI 397 + 13 ,
ATriéngqu = = = 20,55Uu
2 2
28. Calcula el area y el perimetro del paralelogramo definido 30. Determina el &rea del tridngulo cuyos vértices estan
por los vectores i = (4, —2, 0)y ¥ = (—1, 2, —1). situados en los siguientes puntos.
. o e ,1,0),B0,0,1 0,1, —1
29. Calcula el 4rea del tridngulo cuyos vértices son: 8 Al1.1,0), 80 yyct )
A2,1,3) B3, 0, 1) C(—1, —2,0) b) A(—1,0,1),B(2,0 —1)yCQ,3,0)
Comprueba que el resultado es independiente €) A(=2,3,2),801,5 =Ty CE 1, —4)
de los vectores que elijas para hallar el &rea. d) A, 1,1),B(—1, -1, =1)yC{1,0,0

)
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= El producto escalar de dos
VECOres es un nUmero.

= El producto vectorial de dos
vectores es un vector.

= El producto mixto de tres
vectores es un nimero

Date cuenta

a El producto mixto con los

vectores de la base candnica

es cero sl alguno de ellos

esta repetido

07 N=01N=UkiN=
= o =0)

31. Dados los vectores i = (—1,2,0),V = (2,5, —9)
yW = (2, 4, —8), halla los siguientes productos

mixtos.
a) [U, v, w]
b) [V, 4, W]

100

{['B Producto mixto

Se llama producto mixto de tres vectores, 4 Vyw,yseescribeld, V, wl,
al nimero que se obtiene al calcular el producto escalar del primer vector
por el producto vectorial de los otros dos.

(G, v, Wl =10-(VXW)

Iinterpretacion geométrica del producto mixto

El valor absoluto del producto mixto de tres vectores, U, vy w,esigual
al volumen del paralelepipedo definido por ellos.

Consideramos el paralelepipedo definido por
tres vectores, U, V 'y W, no nulos, y calculamos su
volumen.

Volumen = h - (Area de ABCD) = h-|V X W|=
= (||-sen(©0° — a))- |V X w|=
= (|tl-cos )1V X w|=
= |4l-|¥ X w|-cos a = 1[4, V, W]

I

m Expresién en coordenadas del producto mixto

En el sistema de referencia canénico, el producto mixto de tres vectores,
= (uy, Uz, ug), V= (v, V2 vy y W = (Wy, Wy ws), es:

Uq Us us
Vi V2 V3
Wy Wp Wi

4, v, wl =

Lo comprobamos a partir de los vectores de la base cano6nica 8 = {1, j k)
i, j, k=1 U,k i1=1 ki, j1=1
i, k jl1=—1 j, i, kl=—1 k j, i1=—1
Aplicando las propiedades, calculamos el producto mixto de tres vectores:

(07, W] = [yl + Ua) + Usk), (vil + Vo) + Vsk), (Wal + waj + wak)l =
= U1V2W3[T, _7, E] -+ U1V3W2[T, E, j] -+ U2V1W3[7, T, E] +
+upvawild, K 11+ usviwalk, 1, J1+ usvewslk, J, 11 =

= U VoWs3 — U1V3Wo — UV W3 + UpVaWy + U3ViWo — Uz VoWy

32. Calcula el producto mixto de los siguientes vectores.
=1(380) vV =1(0,—1,3) w = (—5, 4,0

33. Comprueba gue este producto mixto es cero.

[T, v, o+ vl




Vectores en el espacio

n Aplicaciones del producto mixto

11 Volumen de un paralelepipedo

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores AB, AC y AD es el
valor absoluto del producto mixtcfde los tres vectores:

Volumen = |[@, AC, E]‘

Calcula el volumen del paralelepipedo definido por los vectores i = (1, 1, 0),
v=1{0—-1"1yw=1(23,2).

PRIMERO. Se calcula 1 10
el producto mixto de b, v,wl=(0 =1 1|=—2+2+0—-0—-0—3=-3
los tres vectores. 2 3 2

SEGUNDO. E| volumen del paralelepipedo es

im0 = =2 = 3
el valor absoluto del producto mixto. volumen = “U' v, wlf =[=3[=3u
i8N Volumen de un tetraedro
El volumen del tetraedro cuyos vérticegA, B, CyD Date cuenta
son cuatro puntos del espacio que no pertenecen al 2 )
mismo plano se calcula mediante la férmula: Un paralelepipedo se
- descompone en 6 tetraedros
‘[AB, AC, AD]‘ con idéntico volumen
Volumen = ——————
6
A B

Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son:
A(—1,2,1) B(3,0,2) c(1,2,3) D(—1,0,1)

PRIMERO. Se calculan tres vectores que tengan origen en uno de los puntos y extremo
en |os otros puntos.

El volumen del tetraedro

AB = (4, —2.%) AC=12072) AD =10,=2,0) es la sexta parte del volumen
. 4 =2 1 del paralelepipedo
SEGUNDO. Se halla el producto mixto (2B, AC. AD] — | 2 0 2= at16—12
de los tres vectores. 0 -2 0
TERCERO. Se aplica la formula AB, AC, AD]| 19
para el calculo del volumen volumen = f v 208
del tetraedro.
34. Obtén el volumen del paralelepipedo generado por los 35. Obtén el volumen del tetraedro cuyos vértices son
vectores U = (2,3, —2),V = (0, =3, 0)yw = (=7, 2, —1). A(0, 0, 0), B(0, 0, 1), C(0, 2, 0) y D(3, 0, 0).

o
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Operaciones con vectores

Dados los vectores i = (2, —2, 1),V = (—1,1, 1)
y w = (0, 2, —5), determina las coordenadas del vector

T L
2w — Vv + —U.
2

PRIMERO. Se calculan las coordenadas de cada uno

de los términos de la operacion entre vectores.
L 1
U= (1, =, 5)

SEGUNDO. Se realizan las operaciones indicadas coordenada
a cooraenada.

2w = (0, 4, —10) V=(111

l\)lA

2vT/—V+lU=(0,4,—10)~(~1,1,1)+<1,—1,%):

21
(2, 2, 7)

N

i

PRACTICA

36. Dados los vectoresu = (0, 2, —1),v = (—1, 0, —3)
yw = (4, —1, —2), determina las coordenadas

1 "
del vector—EV + 30— 2w.

Punto medio de un segmento

Operaciones con vectores

Dados los puntos A{4, —2, 1) y B(—2, 0, BMeterﬂna
las coordenadas del punto C que verifica AC = 3BC.

PRIMERO. Se foma un punto generico y se caiculan

las coordenadas de los vectores. Se establece la condicion

que se tiene gue cumplir.

SiC,y,2) »AC=(X—4 y+22—1)
BC={x-+2v 23

La condicion es;

AC=3BC > (X —4,y+2z-1)=3K+2y, 23
SEGUNDO. Se iguala coordenada a coordenada y se resuelve
el sistema

X—4=3+6->x=-5

y+2=23y S y=1

Z—1=32—-9->7-4
Elpuntoes C(—5, 1, 4).

PRACTICA

37. Dados los puntos A{1, 2, —1) y B{3, 6, 9), halla
las coordenadas del punto C, sabiendo
que CB = —3CA.

Dados los puntos A(1, 0, —2), B(—1, 0, 2) y C(—2, 1, 0), halla las coordenadas de un cuarto punto D
con la condicion de que el cuadrilatero ABCD sea un paralelogramo.

PRIMERO. Se considera un punto genérico D(X, y, 2). Si los puntos ABCD determinan un paralelogramo, sus diagonales

Se cortan en sus puntos medios.
D

A B

M es el punto medio de BD — M<

2 " 2° 2

|k (=7 —
MeselpuntomediodeACeM( bl O 2+O>=(~%%f1>

—1+x 0+y 2—%—2):<X~1 y z+2>
Zuplimonsl

SEGUNDO. Se Igualan las coordenadas y se resuelve el sistema resultante

< 11 ) <x—1 y z+2>
=5 U= L =
22 2 2" 2

|
—
I

Por tanto, el punto buscado es D(Q, 1, —4)

102

PRACTICA

38. Sabemos que el cuadrilatero ABCD es
un paralelogramo. Halla las coordenadas
del punto D sabiendo que A(2, 3, 1),
B(—1,04)y C(—2,—1,0).




Vectores en el espacio

Bases

Dados los vectores 4 = (3, 0, 1), ‘,7 = (1,1, 1) yw = (2, —1, 1), comprueba que son una base y calcula
las coordenadas del vector Z = (1, 5, 1) en esta base.
PRIMERO. Se comprueba si los tres vectores forman una base en R®,

3 0 1 3 0 1
{301 (1.1,M 2 11> A —(1 11 tAl= |1 T 1
2 =11 2 =1 1l

Como el determinante es distinto de cero, los tres vectores son linealmente independientes y, por tanto, son base de 2.

=3+0

SEGUNDO. Se expresa el vector como combinacion lineal de los vectores de la base
1,5N=x-B0N+y-1L1,N+72-2 -1, NV=3x+y+22y—zx+y+2

TERCERO. Se plantea y se resuelve el sistema de ecuaciones que resulta al igualar coordenada a coordenada.

X +y+27 =1

i | 3x+z+5+2z—1}_)3x+3z:44}—~——»x_*4“22 3(—4—22)+37 ——4

X+z+5+z=1 X+2z=—4 ~12—6z2+3z2=—4
X+y+z=1 —3z:8—>Z:—§
3

— 427 x=2 —7i55y="L
s 4= XY= =74 Y3 PRACTICA
En la nueva base, las coordenadas del vector son: z = (i, L —é) 39. Calcula las coordenadas del vector X = (1, 0, 1)
3'8 3 en funcion de los vectores i = (—1, 2, 1),
v={2—-11yw= (=20, —3).
Dependencia lineal de vectores Producto escalar

Determina el valor de m para que los vectores

it - 51 Calcula | & + V| sabiendo que |G| = 4,|V|= 2y iv = 60°.
U=1(3,2,—1),v=(=-3-1,0yw= (3 —2, msean

linealmente independientes. PRIMERO. Se aplican las propiedades del producto escalar.

PRIMERO. Se calcula U-u=|up=16

el determinante cuyas filas g 3 _(1) PN V-V =|VPP=14

corresponden a las 3 2 m U+VP=0+V-W0+V)=0-0+VN+V-(U+V) =

coordenadas de los vectores. — 0 0+0-V+V-04+v-7V =
U-G+20-V4+V-vV

SEGUNDO. Para que tres vectores sean linealmente B
independientes, el rango de la matriz formada por sus
coordenadas tiene que ser 3. Por tanto, el determinante tiene
gue ser distinto de 0

SEGUNDO. Se calcula el producto escalar utilizando
su definicion.
|G+VEP=0-0+20-V+V V=

SI3m —9 + 0 - m #+ 3 — Los vectores son linealmente e |
=16+ 2{0||V|-cos 60+ 4 =

Independientes 1
SI3m —9 =0 — m = 3 — Los vectores son linealmente = 16+ 2(4'2-5> +4 =28
dependientes.
|T+V[P=28 - |0+ V|=v28 =2v7
PRACTICA
= . PRACTICA
Dados los vectores v, = (—1, 3, 4),v, = (2, —1, 3)
yvs = (1, 2k + 1, k+ 3), halla el Gnico valor de k 44. Calcula el angulo que forman los vectores i y v
para el cual estos vectores no son base de R®. sabiendoque|d|= 3,|vi=56yl|lu+ Vv|=7
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Producto escalar Producto vectorial
Dados los puntos A(3, —1, 2), B'( 1,0,3),C(1,—1,2) Determina un vector unitario que sea ortogonal
y D(—m, m, m + 1), calcula el valor de m para el que alosvectoresii = (0,1, 1) y Vv = (2,1, 0).

los vectores AB y CD sean perpendiculares.
v perp PRIMEROC. E| productc vectorial de los dos vectores es otro

PRIMERO. Se calculan las coordenadas de los vectores vector perpendicular a ambos vectores
y se impone la condicion de perpendicularidad ]k
E:(—4,1,1) gXv=[0 1 1 :*I‘:‘Zj_Zk
m_r 2 10
=(—m—1 1, m— ]
Cﬂ Lm ;m: ’ L El vector (—1, 2, —2), y cualquier vector proporcional a este,
AB L CD—>AB-CD =0 (=), 23, —2N), son perpendiculares a los vectores T y V.
(=4, 4,0 (=m -1 m+1,m—1)~= SEGUNDO. Se impone la condicion de que su modulo sea 1

=m+H+m-+-N+Mm-1N=6m+4

(A 2N 2N = VAT AN A — £3h > A=t

SEGUNDO. Se resuelve la ecuacion resultante. 3
’ W:QLz_% 7
ém+4=0—>m=—§ R 3’3 3 _
B e 2 — (1 2 2 g
AB y CD son perpendiculares sim = 3 W3 33 e
7
PRACTICA
PRACTICA
42. Calcula el valor de k para que los vectores
U=1(—k 2 0yv=1(2 —k+2, k+ 1)sean 43. Calcula un vector unitario y ortogonal a los vectores
perpendiculares. Gd=1(—1,2,00yv=1{2—21).
-+ Producto vectoriai
Dados los puntos A(1, 1, —2), B(—2, 1, 0) y C(m, 2, 1), determina el valor de m para que el area
.. 1
del triangulo ABC sea 4/ 79 Uz, C el
PRIMERO. Se considera el paralelogramo cuya mitad es el tridngulo determinado "
por los tres puntos Se calculan las coordenadas de los vectores que lo determinan. SHE
AB=(—2—1,1—10—(=2) = (=3,0,2)
AC=m—12—-11=(==mMm-1,13) A B
SEGUNDO. S¢ Utiliza el modulo del producto vectorial para calcular la mitad del area del paralelogramo.
g I S
AB X AC =| —3 0 2|==21+02m+7))—3k=(—22m+7, -3
m—1 1 3
| 4B % AC | = V(=22 + @m + 7)2 + (—3) = V4m? -+ 28m + 62
", |AB X AC|  vam? + 28m + 62
Trangulo — = = =
2 2 2 PRACTICA
m=—1
8m? + 56m + 124 = 76 — { s 44. Halla el vector U que tiene la misma direccion
ey quev = (1, —2, 3}y forma con el vector
1 W= {— = 2
Param = —1ym = —6, el tridngulo ABC tiene un area de 29 U :’e éréa % %= 1jun parzlclograme de S
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Producto vectorial

¥

Dados los vectores:
u=(ab1 V=(-341 w=01,2¢0

determina el valor de los pardametros a, b,c = R
de manera que los vectores Vv y W sean
perpendiculares y, ademas, i X w = V,

donde X denota el producto vectorial.

¢Qué angulo forman i y v en dicho caso?

PRIMERO. Se escriben las condiciones de los vectores
en funcién de sus coordenadas

<

N

Il

<y

J
— Q@ —
N T~

SEGUNDO. Se desarrollan los productos para obtener
ecuaciones, igualando coordenada a coordenada
en el caso de vectores

(=3,41-00,2¢)=0->5+c=0

=(bc—2i+(1—acj+a—hbk=

N >~
O = XY

- o —i

= (bc—21—ac2a—by=(—3,41

Igualando coordenada a coordenada se obtiene:

bc—2=-3
1—ac=4
28—b=1

TERCERO. Se resuelve el sistema formado por todas
las ecuaciones obtenidas anteriormente

5+c=0
T e g S )
= 14sa=1 [
2a—b=1 2o OS]
LD
5
= 1
h— —
5
c=-5

CUARTO. Se calcula el angulo que forman los dos vectores.

SIU x W =V, por la definicion de producto vectorial, v tiene
que ser perpendiculara 7 y w.

———

av = 90°
PRACTICA

45. Calcula ay bsabiendo qued = (1,0, 2),v = (a, b, 1)

yw=(—2,5 —1)yquell X v = W.

vectores en el espacio

Producto mixto

Sean 4, v dos vectores tales que |i7| = 3,|v|= 4,
|i—V|=5.

Calcula el producto mixto [i, V, i X V], siendo & X V
el producto vectorialde i y V.

PRIMERO. S& calcula el angulo gue forman
los vectores mediante las propledades
y la definicion del producto escalar

<
<¥

- (g—-vV)=0-0—2U-vV)+VvV- -V
Asl, resulta:
U—VP=uP—2w-v)+ |V
Sustituyendo los valores conocidos en la expresion anterior
obtenemos:

2 =3-2(0-V)+4*>20-V)=0->0-V=0
U-v =|0l|-|V]-cos a=0

Como|l|+ 0y|V]+0 —> cosa =0

Por tanto, se obtiene « = 90°.

SEGUNDO. Se permutan ciclicamente los vectores

que aparecen en el producto mixto hasta encontrar
la expresidn que resulte mas facil de calcular

[0, V,0XV]=[UXV,UV]=1[V,TxV U]
[U,V,0XV]=0(VX({TXV)
[T XV, 0 V]=(UxV)-({UxV)
[V,UXV,0l=V-((UXV)X0)

En este caso, la expresion mas facil de calcular es
[0XV,UV]=({xXV)UxXV)
porgue consiste en hallar el producto escalar de un vector
€onsIgo Mismo.
TERCERO. Se aplican las definiciones de los diferentes
productos para calcular el producto pedido.
® Producto escalar:

<!

(UXV)(UXV)=|TXV]|-|TxV|=|0xV]
* Producto vectorial:
|0 % V|=|0|-|V]|-sena
CUARTO. Se sustituyen en la expresidn anterior los valores

conocidos, y se halla el producto pedido en el enunciado
del problema

|T x V|=|0l-|V]-sena=3-4-sen90° = 12

[0V, UXVI=UXV)-(UXV)=|UxXV]=122= 144

PRACTICA

46. Silg|=6,|v|=8y |G+ v|= 10, determina
[4, v, w], siendo w el producto vectorial de d y v.
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ACTIVIDADES

Operaciones con vectores

47.

59.

60.

106

Representa en los ejes de coordenadas los vectores
0=(3,42,Vv=42-3)w=(2-13
yX=(—2-1,4.

¥

. Copia en tu cuaderno estos vectores y realiza

graficamente las siguientes operaciones.
ai+v

by i—V

cy 20+ Vv
dy 20—V
e —20—V

<I

7

. Dados los vectores i = (2, —3, 1)y V = (4, 2, —1), calcula

las coordenadas de los siguientes vectores.

ayu+v d)—20—-V
b) 7 —2V e 2(i+V)—V
c) 30+ 2v f) 0—3(—20)
. Halla dos vectores U7 y V que verifiguen simultdneamente

las siguientes condiciones.

U+v=(-2223) 20—V =(5—-2,3)

. Determina el valor del parametro m para que el modulo

del vector Vv = (3, —4, m) sea 13.

. Determina un vector cuyo moédulo sea 9 y que tenga

la misma direccion que v = (2, 5, —1) pero sentido
contrario.

. Calculamy n para que se verifique que ma + nb =¢,
siendo @ = (2,10, —4), b =(—1,3, —2)y ¢ = (11,15, =2).

. Encuentra un vector f que verifique que

20 — 3V =2 — W, siendod = (8, —1,3),V = (2,0, —6)
yW =(—6,2,4).

. Expresa el vector X = (6, —7, —8) como combinacion

lineal de los vectores 7 = (3, —2, — Ny vV =0, 1, 2).

. Expresa el vector X = (7, —2, 0) como combinacioén lineal
delos vectores = (1,1, —2), vV = (1,0, 3)
yw =(—2,5,0).

. Demuestra que los vectores i = (2, —1, 0),

vV =(—1,3, —5yw = (5 —5, 5) son linealmente
dependientes.

. Demuestra que los vectores i = (—2,1,2),V = (0, 3, 2)

y W = (1, 4, —5) son linealmente independientes.

Determina para qué valores de m son linealmente
independientes estos vectores.
0d=21,-3 v=02 m+3,—-4) w=(-2,2,m—1
(Existe algtin valor de m para el que los vectores
Ug=@,m —2m,vV=1(62m—"10yw=(62m,2)
sean linealmente dependientes?

61.

63.

64.

66.

20

67.

¢Existe alglin valor de m para el que los vectores
U=01,m-=-10vVv=01-10Nyw=(-1,2,m—1
sean linealmente dependientes?

. Decide si son bases del espacio los trios de vectores

siguientes.

ali=62-1 V=0-2 W=42

by 7=05-23 7=(-242 W=(1109)

0 U =230 V=10-13 Ww=(=1-1-1
& T=(-210 V=223 W33

Sean los vectores d = (1,1, 2),V = (2,1, 3)
yw=1{(1,—a, 1.

a) Determina para qué valores del parametro a los vectores
U, v yw forman base del espacio tridimensional.

b) Paraa = 2, determina las coordenadas del vector

w = (—1, 5, 0) en esa base.

Si tres vectores i, V y w son linealmente independientes,
¢podemos afirmar que los vectores U+ V, 0 — V
y U + V — w también lo son? Razona tu respuesta.

. Dado el segmento AB, determina los puntos My N

que dividen el segmento en tres partes iguales, siendo
A(—2,3,—1)yB(9,—3,0.

Determina las coordenadas del punto M sabiendo

que A(%, -3, 4), B(1, 8, —4)y% =3

oB
S
M
A r
Considera los puntos:
A2, 3,1) B0, —1,5) C(3,5,a)

Determina el valor de a para que los puntos A, By C estén
alineados.

. Encuentra los valores de a y b que hacen que |0s tres

puntos estén alineados.

P2, —1,a) (5,1, 6) R(b, —5,9)

. ¢Qué condiciones deben cumplir a, by ¢ para que los

puntos P(3, 5, —7), Q4,a, —3)y R(b, —7,¢) estén
alineados?

. ¢Qué relacidon deben cumplir a y b para que los tres

vectores sean paralelos?

g=(@2Db V=2(3ab5) w={,-b, —1

. Deduce si existe algln valor del pardmetro m para el que

losvectores i = (2+m,1,2)yVv = (2,1 + m, —4) sean
paralelos.




Prodtcto escalar

72.

73.

77.

78.

79.

80.

82,

83.

. Compruebacond = (-2, 3, 4)

Determina el producto-escalar de los vectores 7 y v
en los siguientes casos.

1 .
21 =
< 2,1, 3>yV

©,2,—%

a)u

b

v
S
II
/‘\
N
N
N
——
~Z
<i
I
P S
w
N | s
)
DU

0 7= (3.v3.~s)y7 ~ (2. -v5.-1)

Determina el angulo que forman cada par de vectores
siguiente.

Il

ayu <*2, 1, %)y? = (0,2, —3)

o[ M= (31_
b)u—< 1,2,\/;>yv (3,2, 2)

0 U:@, x/§,—5>y\7=<3 —\/’,—l>

. Sabiendo que|d|= 3,|V|= 5y av = 60°, determina

el producto escalar de los vectores 7 y V.

. Dados los vectores i = (—1, —1, =)y V = (0, 2, 1),

calcula:
a u-v
b) El &ngulo que forman los vectores 7 y V.

. Determina el moédulo, el producto escalar y el angulo

formado por los vectores i y V en los siguientes casos.
a) u=@21,-3yv=1(020
b) 0=(-352yvV=0,1-1

Considera los vectores i = (1, m, 3)y V = (0, 2, —5).
Determina el valor de m sabiendo que los vectores forman
un angulo de 120°.

Halla, en cada caso, el valor de p para que los vectores
tengan modulo 7. ¢Hay siempre una Unica solucion?
Razona la respuesta.

a =2 -3p bV=(5p6 W= 16

Calcula el modulo del vector i = (1, —1, —2) y determina
dos vectores unitarios paralelos a él.

Dados los puntos M(2, 3, —4)y N(5, 0, —1), determina
un vector unitario en la direccion del vector MN.

= (1, —2, —3)que,

v
vi=lal+ |V

y
en general, no es cierto que |7 +

¢Como tienen que ser dos vectores para que se verifique
queld + V|=10|+ |7]?

Demuestra que si dos vectores I y ¥ tienen el mismo
modulo, los vectores 1 + v y 1 — v son ortogonales.

84. Demuestra gue estos conjuntos de vectores forman
o

85.

900

86.

oo

87.

88.

%

89.

90.

91.

-1

92.

-1

93.

una base del espacio tridimensional. ; Alguna de las bases
es ortogonal? ¢Y ortonormal?

a) 8= 11,3, —1;0,1,0; (10,2}
b) 8, = {(=2,1,1);(1, 2,0 (=21, -5)

B 1 ¥V3) .o V3
c) B3A{<O, E' T), (1,0, 0); (O, T,~2>]

Demuestra que las diagonales de un paralelogramo solo
son iguales cuando sus lados son perpendiculares. Utiliza
el resultado que afirma que si los lados de

un paralelogramo son 4 y v, entonces las diagonales son
ua+vyd—v.

Los vectores U, V y 4 — ¥ forman un triangulo. Demuestra
que se cumple el teorema del coseno, aplicando

la definicién de moédulo gue proporciona el producto
escalar|u — V2= (U — V) (i — V)

Determina los valores de m para los que son
perpendiculares los vectores i = (m, —1, —m)
yv=m,4,—3).

¢Qué valor debe tomar t para gue los vectores i = (3, t, 5)
yV = (2, —7, t) sean perpendiculares? ;Y para que sean
paralelos?

Considera los puntos A(—1, 2, —1), B{m, 1, Q)
yC(2,—m, 3).

a) Determina el valor de m para el que los vectores AB y AC
son perpendiculares.

b) Obtén el angulo formado por los vectores A8 y AC
param = 1.

Determina para qué valores de m son perpendiculares
los vectores d = (1 — m?, —m, m)y v = (m, 2m2, 2).

Demuestra que los vectores i = (m®, —1, m2— 1)
y Vv = (2, —3, 1 — 2m) son perpendiculares para cualquier
valor del pardmetro m.

¢Cuanto debe valer m para que los puntos A(5, m, 7),
B(3, —1,4) y C(6, 5, 4) formen un tridngulo rectangulo
con el angulo recto en B?

Considera el triangulo ABC cuyos vértices ¢
son A(1,—2,0),B(0, 3, )yC(—1, 2, —3).
Calcula:

a) Su perimetro.

b) La amplitud de sus angulos. A B

. Dados los vectores U = (2, =3, )y V = (4, 2, —1), calcula

la proyeccion del vector v sobre el vector 4.

. Determina el angulo formado por los vectores i y v

sabiendo que 4 = (1, 2, 0}y |Proy, V| = —\/%,
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96.

97.

98.

ACTIVIDADES

Dados los puntos A0, —1, 2), B(—1, 3,00y C(0, —2, 0),
calcula:

a) Las coordenadas del punto D N D

que hacen que ABCD sea
un paraletogramo. 7

b) El perimetro del paralelogramo.
¢) Lalongitud de sus diagonales.
d) Sus angulos. A B

Considera los puntos A(m, 2, 1), B(1, 0, —1)y C(3, 4, —2m).
¢Existe algin valor de m para el cual el tridngulo ABC sea
rectangulo en el vértice B? Determina en ese caso

la longitud de sus lados y la amplitud de sus angulos.

¢Es isosceles el triangulo de vértices A(1, —2, 1),
B(—3,1,0)y C(1, —2, —1)? Razona la respuesta.

Producto vectorial
99. Siendo U =(3,2,00yV = (3,6, —2), hallad x v

“ yv x 1,y explica el resultado.

100. Determina el producto vectorial de los vectores 4 y v

°" enlos siguientes casos.
a) U=(—122yv=_@32 -5

. 1 .

by U= (3, —4, §>yv =(1,-3,2
o 7= (v6 v3,0)yv =(1v2, -1

401. Sabiendoque U = (1,0, —1),|V|= 5y v = 45°,

° determina el médulo del producto vectorial
de los vectores d y v.

102. Demuestra, usando las propiedades de los determinantes,

*** que el producto vectorial distribuye a la suma.

UXWAW=U0XV+UXWwW

103. Dados los vectores 4 = (0,1,0), v = (=1, —1,2)

" yw = (=3, —3, 4), calcula:
a U+ V)xw dy (v —0) x 2w
b) 0 X (V—w) e) (T X V) X (VX W)
C) VX QU —W) f)y 20 X (W X 3V)

104. Compruebacond = (3, —4,5yV =(—2,3,1)

*" sise verifica la igualdad: | T x V|=1{d|-|V| — (T - V)?

105. Demuestra que (i — V) X (U + V) = 2(U X V), sean

°**  cualesquiera los vectores G y V.

106. Calcula el valor de m para que el producto vectorial

* delosvectores i = (—1,m, 0)y V = (—m, 0, 1) sea
proporcional al vector w = (‘I, —%, —2).

107. Encuentra dos vectores que tengan modulo 5y que sean

**" perpendiculares a los vectores i = (2, 0, —1)
yv =16, —3,2).

108

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

Dados los vectores:

0=, —24 V=(-301
determina un vector w perpendicular a ambos .
y con médulo. 1. - '

Obtén Un vector ortogonal a los vectores U = (2, 1, 3)
y vV = (—3, —1, 6) cuya primera coordenada sea 1.

Encuentra un vector w, de modo que para los vectores
4=1(351),b=01,0-4yC=(-3-12

cumplan que 23 — 340 = b X €.

Dados los vectores:
ug=1(—4,1,1) V=(—2 —3 -5
determina otro vector w de manera que U,V y w

formen una base ortogonal del espacio tridimensional.
Transforma esta base en una base ortonormal.

Determina el area de este tridngulo.
C,4,—1)

A(—2,—2,0) B(1,0, =1)

Determina la altura correspondiente al vértice B del
tridngulo de vértices A(1, —3,5), B(—2,1,0)y C@3, —1, ).

Determina el tipo de tridngulo que es el tridngulo de
vértices A(—3, 3, 1), B(—1,0,0) y C(0,1, 1), y calcula:
a) Su perimetro.

b) La amplitud de todos sus angulos.

€) Su superficie.

Dados los puntos A(0, 2, 0), B(1, 0, 0} y C(0, 1, 4):

a) Determina las coordenadas de un punto D
para que ABCD sea un paraletogramo.

b) Calcula su perimetro y su superficie.

Los vectores 4 = (1, 2m, —1) y V. = (3, —1, 5) generan
un paralelogramo de superficie V66 U2 ;Existe algln
valor del pardmetro m para el que se verifica esta
condicién? Razona la respuesta.

Determina el valor de m para que la superficie
del tridngulo cuyos vértices se encuentran
en los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, m) tenga

3
como superficie > U

Dado el tridngulo de vértices A3, —1, 2), B2, 3, —2)
y C(1, —m, 3), calcula:
a) Elvalor de m parael que

el tridngulo sea rectangulo,

con angulo recto

en el vértice A.

b) La altura correspondiente

al vértice A. A B




119. Considera los puntos A(0, —30, —30), B(15, 0, 15)
" yc(10, —10, 0).

a) Demuestra que los puntos A, By C estan alineados.

b) Determina razonadamente cual de los tres puntos
se encuentra entre 0s otros dés.

¢) Considera un punto D que no esté alineado con ellos.
¢ Cuél de los tridngulos DAB, DAC o DBC tiene mayor
superficie?

Producto mixto

120. Halla[d, v, w] en los siguientes casos.

au=042 V=(=27"1 W= (5 —21)
by =042 V=(6-21 W= (=271
OuU=09410 V=(-15-1) WwW=1(12560)

121. Explica por qué para cualquier trio de vectores 3, b ycC:

[@+20—C —33+5h,—23+7b—¢]=0

122. Dado el vector & = (3, —5, 2), elige otro vector b
*" y comprueba que[&, b, 23 — b] = 0. Explica por qué
sucede esto.

123. Compruebacond = (3, —4,5 y vV =

(=2,3,1)
si se verifica la igualdad |7 x v|=|d|4V|

—(U- V)2

124. Demuestra que (i — V) X (T + V) = 2(J X V), sean
*** cualesquiera los vectores I y V.

125. Encuentra un vector U, de modo que para
“" losvectores @ = (3,5, 1), b = (1, 0, —4)
y ¢ = (—3,—1, 2) se verifiqgue que 24 — 30 = b X C.

126. Calcula el volumen de este paralelepipedo.

W=1,4-2

0=1(-110

127. Determina el volumen del tetraedro descrito
por los vectores i = (3,0, —2), V = (5, =6, 5)
YW = (7,0, =7).

128. Los vértices de un tetraedro se corresponden

" con los puntos A(3, 4, 0), B(—1, 2, 5), C(3, —2, 0)
y D(0, —6, 9). Determina el volumen
de ese tetraedro.

1.2.9. ¢Pueden ser estos puntos, en cada caso, los vértices
de un paralelepipedo? Razona tu respuesta.

a) A(1,1, —=1),B(—3,0,—7),C(1, 4,5 yD(—2,3,5)
b) A(1,0,0),B(2,3, —1),Cd, 1,2) y DO, —3, 1)

130

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

. ¢Es posible que los puntos A(—6, 1, 1), B(O, —2, 5),

C(=1,=3,4) y D(=8, 1, 1) sean los cuatro vertices
de un'tetraedro?

Razona tu réspuesta.

Halla et valor de m para que los vectores
U=01,m—2,-1)v=(2,50yw=01,m1)
determinen un paralelepipedo de volumen 6.

Determina el volumen del tetraedro de vértices A(1, 2, 0),
B(0,2, —1).C(—1,0,—6)yD(@4,1,1).

Con ese volumen, decide si los puntos son coplanarios

0 ho.

Los vectores i =(—3, 9, 2),
V=01,5-1yw=1(,7 —6)
generan un paralelepipedo.
Considerando como base la
generada por los vectores I
y V, determina la altura del
paralelepipedo.

Determina la superficie y el volumen de

un paralelepipedo sabiendo que cuatro de sus vértices
estén en los puntos A(Q, 0, 0), B(0, 1, 2), C(1, 5, 3)

y D(1, 0, 1).

a) (Puede haber varios paralelepipedos con estos veértices?

b) ¢Tendrian la misma superficie? ¢Y el mismo volumen?
Razona la respuesta.

Los vectoresti = (2,1, — 1),V = (—4, 0, 2)
yw = (m, —1, 3) generan un paralelepipedo de volumen
30 U, Determina los posibles valores del parametro m.

Los vectores i = (0,m,m), Vv =(m — 3, m + 4,0)

yw = (m, 4, —m) generan un paralelepipedo de volumen
9 u®. Determina los posibles valores del parametro m
para que esto se cumpla.

Determina el valor del pardmetro m sabiendo que
el volumen del tetraedro cuyos vértices estan
determinados por los puntos A(3, 5, 7), B(1, 0, — 1),
C{7, —1,4)yDim, 4, —6)es 107 13

Calcula el centro de gravedad del tetraedro cuyos
vértices son 10s puntos A(2, 3, 5), B(0, —3, 5), C(—2, 5, 7)
yD(7,7,3).
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MATEMATICAS

iPara que sirven los vectores?
para explicar fenomenos naturales

Una superficie cualquiera siempre contiene infinitos
puntos, y de cada uno de esosspuntos sale un vector
perpendicular a dicha superficie ‘

Como ya sabes, esos infinitos vectores tienen un
médulo, una direccion y un sentido. Para nosotros,
en este caso, el moédulo y el sentido van a ser fijos v,
por tanto, se mantienen constantes, pero, en cam-
bio, la direccién la vamos a poder modificar como
nos convenga.

Temendo claras todas estas reglas, lo que hacemos
ahora es tumbar todos esos vectores manteniendo
en cada caso el mismo punto comun entre esfera y
vector, de forma que, en vez de ser perpendiculares
ala superficie, son tangentes a la misma. :

Pues bien, graclas a un teorema que existe en ma-
teméaticas mas avanzadas y que se llama de forma
muy explicita «¢teorema de la bola peludany, se sabe
gue siempre que se realiza el experimento ante-
riormente expuesto, al menos habra un punto de
la superficie de la esfera que se quede sin cubrir
por algun vector. ... 5

Seguro que ya de por si el nombre del teorema te da
una pista, pero ;,como relacionamos esto con el re-
molino del pelo?

Vamos a extrapolar el resultado matematico a noso-
tros mismos. Supongamos que nuestra cabeza es la
superficie esférica, y que cada uno de nuestros cabe-
llos es un vector perpendicular a la superficie de la
cabeza.

4. Explica si puede haber mas de un punto vacio en
una esfera como la anteriormente descrita.

2. Define qué serian el modulo, la direccion
y el sentido si realizas el estudio sobre tu propia
cabeza.

3. (Qué crees que ocurriria si en vez de una esfera
realizaramos el mismo proceso en un circulo?

Puedes pensar (y con razon) que ni nuestra cabeza es
exactamente esférica, ni tenemos infinitos cabellos.
Pero también estards de acuerdo en que son una
buena aproximacién 4 las condiciones del teorema, ¥
por tanto, valido también.

Cuando nos peinamos el cabello, realmente esta-
mos haciendo que nuestros cabellos-vectores s€
yuelvan tangentes a nuestra cabeza, por lo que
siempre habra un pedacito sin pelo, generalmente,
en la coronilla. : :

Este mismo razonamiento 1o podemors aplicar tam-
bién a los huracanes o a los remolinos en el agua,
que son dos fenomenos naturales en los que en el
centro hay un punto en el que no ocurre nada.

4. Define la superficie
(la'que mas consideres que
se parece), los vectores
y el cambio en la direccion
de estos en el caso de
los huracanes. N

Explica brevemente, con
base matematica y con tus
palabras, el proceso que
debe ocurrir para que se
forme un huracan.

5. ¢Qué otros fenémenos naturales tienen un proceso
similar?




Rectas y planos en el espacio
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Ecuaciones de la recta en el espacio

m Ecuacidn vectorial. . .

Una recta en el espacio queda deterrﬁ_inada por:

5

» Un punto P, de la recta. El vector OT% es el
vector de posicién del punto P,.

= Un vector vV cuya direccion es la recta y que
se denomina vector director. X

El vector OP, + tV es un vector con origen en Oy cuyo extremo, dando distintos
valores a t, determina cualquier punto de la recta.

_ Se llama ecuacién vectorial de la recta r a la expresion:
[;;__ﬂ Dos puntos determinan

na recta. Dados dos puntos Pl . 2) L e S

u ] u — .

Ay B, la ecuacion de la recta oF — @»0 4 17 donde OP,=(xo Vo, 2o)  Vector de posiciéon del punto Fy
que determinan es: ’ vV =(Vy, Vo, V3) Vector director de la recta

OP = OA + tAB t Cualquier nimero real

Expresandolo en coordenadas: (X, y, z) = (Xo, Yo, Z0) + t (V4, V2, V3)

Se escribe asi m Ecuaciones parameétricas

A partir de la ecuacién vectorial (x, y, z) = (Xo, Yo, Zo) T tHvy, V2, v3), igualando

Las ecuaciones paramétricas . P
b ceordenada a coordenada, obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta:

de la recta también se pueden
escribir como: X =Xt tvy
Ko -+ 1y Vo + tVa, Zo -+ V) Y = Yo -+ tvey, siendo t un nimero real.
zZ = Zy+ tvy

m Ecuacion continua

Despejando t e igualando, obtenemaos la ecuacion continua de la recta.

@ Solo podemos escribir la _ X — X

ecuacion coritinua cuando todas X = Xottvy| > 1= %
las coordenadas del vector
,. — _ Y= Yo X — Xp Y — Yo Z— 1y
director son distintas de cero. Yy=Yottvyy 2>t = - = =

Vo Vq Vo V3

Z—7Z
Z = Zy + th -t = Z 40
V3

m Ecuaciones implicitas o cartesianas

Si separamos las igualdades de la ecuacién continua y agrupamos los términos en
un miembro, obtenemos las ecuaciones implicitas de la recta.

X—Xo _ Y Yo

Vq Vo - VoX — VY + (V1Y0 - V2X0] =0
X~ Xo _ Z—Zo vaX — viz + (v4Zg — vaxg) = 0
Vi V3
ACTIVIDADES
1. Determina el vector director de la recta que pasa por: 2. Da un vector de modulo 2 que sea vector director de:
a) A@B, —2,4yB(—1,2,5) b) A4,0, —1)yB©,3, —1) a) Ee OX b) Eje OY C) Ee 07
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Rectas y planos en el espacio

Dados el punto A(—2, 0, 1) y el vector i = (1, —1, 2), determina:

a) Las ecuaciones de la recta que pasa por Ay tiene como vector director .
b) Siel punto B(0, —1, 2) pertenece a la recta.
¢) Un punto que pertenezca a la recta.

E)
a) Ecuacion vectorial: (x, y, 2 =(—2,0, 1)+ t(1,—1,2)

X=-2+t
Ecuaciones paramétricas: (x, y, 2) = (=2,0,1) + t(1,—1,2) =y = —t J
zZ=1+2t
L X+ 2 y z—1
Ecuacion continua: == ===
X+ 2 Y

] X+y+2=0}
X+2 7—1 2X—7z2+5=0

Ecuacion implicita:

1 2

b) Se sustituyen las coordenadas del punto en cualquiera de las ecuaciones
y se comprueba si se cumplen las igualdades.

X+2:L_Z—1} 8(0,~1,2) {o+2 -1, 2-1

+F—
1 —1 2

1 -1 2
B no pertenece alarecta.

¢) Para calcular un punto de la recta se da un valor cualquiera a una variable
y se calcula el valor de las otras dos.

X+y+2=0} Parax =0 0+y+2=0

y=-2 B
2X—7Z+5=0 2'OAZ+5=O}_>Z 5}_’P(0, 2,5 €r

Halla la ecuacién continua y las ecuaciones implicitas de la recta que pasa
por los puntos A{1,1, 1)y B(2, 0, 3).

PRIMERO. Se calcula el vector definido por los dos puntos.
AB=2-10-13-1)=01-1,2=V

SEGUNDO. Se escribe la ecuacion de la recta, conocidos un punto v el vector.

X—Xo _ ¥ =Yoo _ 2720 ALY X—1_y—1_ z—=1 _ Ecuacion
vy V2 Vs V=(,-1,2 1 -1 2 continua
A partir de la ecuacion continua, se calculan las ecuaciones implicitas:
X—=1 _ y—1
X=1_y=1_2z=1 1 =1 —(x=N=y—1 X+y—2:0}
1 -1 2 X=1 _z—1 2.x—=N=2z—-1 "2x—z—-1=0
1 2

3. Determina las distintas ecuaciones de estas rectas.
a) Pasa por A(—1, 1,2)y su vector director es vV = (2, —3, 1).

4, Determina tres puntos de larectar. (A, 1 — X, —2 + 2A).

5. (Pertenece el punto P(3, —1, 2) a la recta de ecuacion

b) Pasa por los puntos A3, —2, 4)y B(4, 0, —1)

C) Suvector directores vV = (—1,2,0) y €l punta P(1, 0, 3)
pertenece a la recta

X+ 2 - ;
r -51_ =—y = 4 ;r 1? Determina el vector director

de la recta y un punto.

i
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Ecuaciones del plano en el espacio

EXA Ecuacion vectorial .

Un plano, &, queda determinado por:

« Un punto P, del plano. El vector OPO es el vector de posicién del punto Po.

» Dos vectores U y v no paralelos, los vectores directores del plano.

El vector OP, + Ai + u¥ es un vector con origen en Oy cuyo extremo, dando
valores a Ay u, determina cualquier punto del plano .

No olvides Se llama ecuacién vectorial del plano  a la expresion:
Los vectores directores de un Py, 2) Un punto del plano
plano no pueden ser paralelos, L OP, = (X0 Yo Zo)  Vector de posicion
es decr, no pueden ser OP = OF, -+ AT+ pV = {1 = (uy, Uz U3)
proporcionales. 7 = (v Vs Vi) Vectores directores del plano
A Dos ntimeros reales
En coordenadas: (x, y, 2) = o, Yo 2o} + A+ (U, U tg) + 10 (vy, V2, V)
XA Ecuaciones paramétricas
A partir de la ecuacion vectorial del plano, igualando coordenada a coordenada,
ebtenemos las ecuaciones paramétricas del plano.
X:X0+7\U1+]J.V1
y = Yo+ Mz + nvap, siendoA y u nameros reales.
Z :Z0+}\U3+U.V3
Recuerda m Ecuacién general o implicita
@ Propiedades de los vectores Si despejamos en la ecuacion vectorial, obtenemos que, para cualquier punto del
%5 - EA plano, P, el vector PP, es combinacion lineal de los vectores del planod y V.
= — =
« AB + BC = AC OP — OB, + NI+ u — OP — OB, = AT+ w7 = OP + RO = Ai+uv

- PP = A+ v RP
Expresandolo en coordenadas: X — X0y — Yo Z— Zo) = A (Uy Uy, Ug) + 1 (Ve Vo, v3)

Esto quiere decir que los tres vectores son linealmente dependientes, lo que en
términos de matrices y determinantes significa que:

X—Xo Y~ Yo Z—Zo X—Xo Y~ Yo Z" 7o
Rango uq U> 18] =2 u Uy u; |=0
Vi V2 V& Vi V2 V3

Desarrollando el determinante obtenemos la ecuacién general del plano:
Ax + By + Cz+ D =0,donde A, B, Cy D son nimeros reales.

6. Da las ecuaciones del plano que contiene a P(—2, 1, 1)y cuyos 3. Determina el valor de m para el que el punto P(1, m, —3)
vectores directores son i = (1, —2, 3)y vV = (0, 1, —1). pertenezca alplanom: 2x —y +z—1= 0.

7. ¢Pertenece el punto P(—2, 1, —2) al plano de ecuacion 9. Determina el valor del m para el que el punto P(—=2, 3, 5)
7t 3x + 2y — z + 2 = 07 Razona tu respuesta pertenezca al plano . mx +y — 3z + 4=0




Rectas y planos en el espacio

N—

Dados el punto A(1, —1, 0) y los vectores

ug={1,-1,2)yv = (2,1, 0), calcula:

a) Las ecuaciones del plano que contiene
a Ay tiene como vector director G y V.

b) SiB(0, —1, 2) pertenece al rﬁ?ano.

¢) Un punto que pertenezca al plano.

a) Ecuacion vectorial:(x, y, 2 = (1, =1, 00 + A(1, =1, 2) + (2,1, 0)

X=1+A+2u
Ecuaciones paramétricas:y = —1 — A +u
Z =2\

x—1 y+1 2z
Ecuacion general:| 1 =1 2|==-2Xx+4y+3Z+6=0
2 1 0

b) Se sustituyen las coordenadas del punto en cualquiera de las ecuaciones
y se comprueba si se cumplen las igualdades.

X ay+3z+6=0"2T1D, 5044 (1) 4324640

El punto B no pertenece al plano.
¢) Para calcular un punto del plano se da un valor cualquiera a dos de las variables
de su ecuacion general y se calcula el valor de la tercera.

Parax=—1,y=1
Xt Ay +37+6=0 0= VT,

»z=-4
El punto P(—1, 1, —4) pertenece al plano.

—2-(=N+4-1+32+6=0

Calcula la ecuacion general del plano que pasa por los puntos A(1, —1, 0),
B(2,0,2)y C(3,0,0).
PRIMERO. Se calculan dos vectores a partir de los tres puntos.
AB=1(1,1,2  AC =1(21,0)
secuNDo. Se desarrolla el determinante que expresa su ecuacion general y se iguala a cero.

X—1 y+1 z
1 1 2|=4Ay+ N +z2—22-2— 1) > 2x—4dy+z—6=0
2 1 0
A
‘/————>4 B
€
10. Determina la ecuacion del plano que contiene 11. Determina las distintas ecuaciones de cada uno
alos puntos A,By C de los siguientes planos.
a) A2, —1,3),B(1,0,1);,C(—1,3,4) a) Plano OXY
b) A, =1, 1), B2, =3, 1), C(4, —2, 0) b) Plano OXZ
) A(1,0,0), B0, 2,0 C0,0,3 c) Plano OYZ

)
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Puntos alineados y coplanarios

XN runtos alineados

b}

Los puntos P, P, P;, ..., P, estan alineados si pertenecen a la misma recta

Dos puntos siempre estan alineados. Existe una Gnica recta que une dos puntos. |

)

) : : :

Determina si los puntos A(2, 1, 0), B(—1, 0, 2)y C(5, 2, —2) estan alineados.

PRIMERO. Se define la ecuacion de la recta que determinan dos de esos puntos. I

—_— - . X—2 -1 z

AB =(=3,—1,2 Ecuacién continua de r — —3 = l_—1— ==

SEGUNDO. Se comprueba si el resto de puntos pertenecen a esa recta. |
x—2:y—1:£ C5,2,—2) 5*2:2-1:—_2_)Cer

-3 —1 2 -3 —1 2 |

Por tanto, los tres puntos estén alineados. |

m Puntos coplanarios

82 e Cuatro puntos o mds son coplanarios si pertenecen al mismo plano.

Tres puntos siempre son coplanarios. Tres puntos determinan un plano.

Determina si los puntos A(2, 1,0), B(—1,0, 2), C(0, —2, —1)y D(0, 3, —2)
son coplanarios.
PRIMERO. Se define la ecuacion del plano gue determinan tres de €sos puntos.
X—2 y—1 Z
—3 —1 2
—2 -3 -1

AB =(—3,—-1,2

= =7x—Ty+72—7=0
AC = (—=2,—3,—1)

SEGUNDO. Se comprueba si el resto de puntos pertenecen al plano.

M=ty +77-7=0-202"2,7.0-7.3+7-(-2-7+0->D&x

Los puntos A, B, C'y D no son coplanarios.

12. Comprueba gue los puntos A(0, —1, 3), B(—1,2,1) 14. Comprueba si son coplanarios los puntos A(2, —2, 3),
y C{2, —1, —2) estan alineados. B(0, 0, 2),C(—2,0, 1)y D(—2, =5, 1).

13. Calcula el valor de a para que los puntos A(2, 3, —2), 15. Obtén el valor de a para gue los puntos A(Q, 0, 6),
B(3, 2, —5)y C{0, 5, a) estén alineados. B(1, —1,7),C(—2, 3, —5)y D(—3, —1, ) sean coplanarios.




Vector perpendicular a un plano

m Vector normai a un plano

;
Dadoelplanon: Ax + By + Cz+ D = 0, el vector 1 = (A, B, C) es un vector
perpendicular al plano ©. A este vector se le llama vector normal del plano.

Sea PQ un vector del plano w: Ax + By + Cz + D = 0:

Aqi+Bg: +Cqs + D=0

—).-__): _ o o :O
Ap1+sz+Cp3+D=0}_)n PQ= Al —pd+ Bl p)+ (@™ P

D1 M

| Comprueba quen = {(—2, 1, 1) es el vector normalderm: —2x+y+z=10

Se hallan dos vectores directores de = mediante sus ecuaciones paramétricas:
=\y= . =

o4y 4 7=0—TM Ty, = A~ W~ T=(1,0,2,V=0,1,—1

Se comprueba que 7 es perpendicular a estos dos vectores:

ﬁﬂ:(*2,1,1)-(1,0,2)=—2-1+1-O+1-2:O .
I - nlx
A-0=(—21101-1=-20+11+1(=1=0

m Vvector director de una recta expresada por dos planos

Dad Ax+By+Cz+Di=0] _ o s g C |
aar.A2X+B2y+CZZ+D2:O,n1—( v By, C) y I = (A, Be, C) son los

vectores normales a cada uno de los planos. Si vV, es el vector director der:

restd contenidaenn, — v, L Iy

, . o eV, =m XN
r estd contenidaenm, = v, L nz} ’ E

Y

x—y+z—2=0
Calcula el vector director de esta recta: r: y }

—x+2z2—1=0
PRIMERO. S calculan los vectores normales de ios planos: 7 = (1, =1, 1)y i, =(—102

SEGUNDO. El vector director de la recta es el producto vectorial de estos dos vectores.

Rectas y planos en el espacio

Se escribe asi

A es un vector perpendicular
al plano , y se escribe 1 L w,
cuando es perpendicular

a cualquier vector contenido
en el plano.

Date cuenta

Dados dos vectores directores
del plano, 7 y V,sabemos que
su producto vectorial, 7 X V,es
un vector perpendicular a ellos
y, por tanto, al plano.

Asf, el vector normal del plano
B=,B8Cyelvectord x vV
son paralelos.

[ A ¢
—1 0 2
16. El plano = contiene al punto P(—1, 3,1) y sus vectores 17. Determina los vectores directores de estas rectas.
directores son 4 = (1, 0, 3)y V = (0, 1, —1). Comprueba 2X—3+2-5=0 . —x+3+1=0
que su vector normal es paralelo al vector I X< V. AT _y+2743=0 By oy y+z+3=
/ 117
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Date cuenta

a Las ecuaciones implicitas ¥

de una recta representan
la interseccion de dos planos.

44‘.\4‘.'I’.'

Recuerda

m El rango de la matriz de ios

coeficientes as siempre menor
0 1gual gue el rango de la matriz
ampliada.

Rango (M) < Rango (M*)

18. Determina la posicién relativa entre la recta r y el plano .

qxty-z+1=0
‘lax—y—3=0

En caso de gue sean secantes en un punto, determina X

las coordenadas de ese punto.

118

_El sistema es compatible indeterminado.

m3X—y+2z+8=0

Posiciones relativas de recta y plano

Para determinar la posicién de una réctay un plano estudiamos el sistema formado
por las ecuaciones implicitas de la recta y ld ecuacién general del plano.

31X+b1y+c1z+d120 . o
T g% + bay + oz + dy = 0 TmAx+By+Cz+D=0

aq b1 Cq a4 b1 Cq d1
M= dn bg C2 M*= as bg Co dg

A B C A B C D
Secantes
Larectay el plano se cortan en un punto. / r
El sistema es compatible determinado. f

Rango (M) =3 Rango (M*) = 3 ,'. .

Paralelos A

Larectay el plano no se cortan.

El sistema es incompatible. :
Rango (M*) = 3 '

Rango (M} = 2

Recta contenida en el plano T[

\kam

La recta est4 contenida en el plano.

Rango (M) = 2 Rango (M*) = 2

>

Ve
Determina la posicion relativa de la recta y el plano.

2x+y+2=0

r'2x—z+1:0} mxty—z+3=0

PRIMERO. Se halla la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
2 1 0 2 1 0 2
M=12 0 —1 M*=12 0 —1 1
T 1 -1 171 —1 3
. SEGUNDO. Se calcula el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.
Rango (M) = 3 Rango (M*) = 3
El sistema es compatible determinado; por tanto, la recta y el plano son secantes.

19. Estudia la posicién relativa entre recta y plano.

X=A
aryy=1 yn—-2x+y—z+5=0.
Z=—A
bl

b) r—= Sy

2 3 -Wyn?X+3y—Z—‘|:0.




Rectas y planos en el espacio | -

Posiciones relativas de dos planos

Para determinar la posicién relativa de dos planos en el espacio. estudlamos el
sistema formado por las ecuaciones generales de los planos. :

TC1'.A1X+B1y+ C1Z+DT:0 To: A2X+B2y+CQZ+D2:O

M:<A1 B, cl> M*=<Al B, G Dl>

Ag B2 C2 Az B2 CZ DZ
Coincidentes
La interseccién es todo el plano. \
El sistema es compatible indeterminado. i

Las dos ecuaciones representan el mismo plano,
todos sus coeficientes son proporcionales.

Rango (M) = 1 Rango (M*) =1

Secantes

La interseccién de los planos es una recta.
El sistema es compatible indeterminado.

Las dos ecuaciones no representan el mismo plano, \/
algunos de sus coeficientes no son proporcionales.

Rango (M) = 2 Rango (M*) = 2

Paralelos

£~

Los dos planos no tienen puntos en comun. b

El sistema es incompatible.
Rango (M) =1 Rango (M*) = 2

&

o)

e
Determina la posicién relativa de los planos.
mix+ty—z4+2=0
m:2x+2y—22+5=20

PRIMERO. Se halla la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado
por las dos ecuaciones.

(11~ L (11 =1 2
M_(z 2 —2) M‘(z 2 -2 5) -
SEGUNDO. Se calcula el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.
Rango (M) = 1 Rango (M*) = 2

El sistema es incompatible, los dos planos no tienen ningln punto en comun
Y, por tanto, son paralelos.

20. Estudia la posicion relativa entre los planos 21. Estudia la posicion relativa entre los planos
a2X+4y—2z+2=0yB —3x+y—2z=1Encaso a—X+3y—2z2+1=0yR:2x—6y+mz—2=0
de que sean secantes, determina las ecuaciones en funcién del pardmetro m. ¢ Existe algun valor de m
paramétricas de la recta de interseccion. para el que los dos planos sean paralelos?
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yAll Posiciones relativas de tres planos

Para determinar la posicion relativa-de tres planos en el espacio estudiamos el
sistema formado por las ecuaciones-de 1os tres planos. -, A

T A1X + B1y + C1Z + D] =0 A1 B1 C1 D1

To: A2X+B2y+ C2Z+D2: 0> M*= Ag Bg C2 Dg

T3t A3X + Bgy + C3Z + D3 =0 A3 B3 C3 D3
M

Se cortan en un punto

El sistema es compatible determinado.
Rango (M) = 3 Rango (M*) = 3

Se cortan dos a dos
El sistema es incompatible.

Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3
Dos planos paralelos cortan al tercero

El sistema es incompatible.
Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3

No coincidentes y se cortan en una recta

El sistema es compatible indeterminado (no hay ecuaciones
proporcionales).

Rango (M) = 2 Rango (M*) =2

Dos planos coincidentes cortan al tercero

El sistema es compatible indeterminado (dos de las ecua-
ciones son proporcionales).
Rango (M) = 2 Rango (M*)} = 2

Tres planos paralelos

El sistema es incompatible (ninguna de las ecuaciones es
proporcional).

Rango (M) =1 Rango (M*) = 2
Dos planos coincidentes y paralelos al tercero

El sistema es incompatible (dos ecuaciones proporcionales,
y la otra no}.

Rango (M) =1 Rango (M*) = 2
Tres planos coincidentes

Fl sistema es compatible indeterminado (sus ecuaciones

E son proporcionales).
Rango (M) =1 Rango (M*) =1

22. Sean los planos: 23. Estudia, en funcién de los valores del parametro m, la I
mX+y—z+1=0 my+z=0 posicion relativa entre los planos . mx +y —z=m — 2, |
g 3X—2y—1=0 T 2X—3y+z—2=0 T X+Yy+22=0Yy mi3X+my+z=m-—2.
a) Estudia la posicion relativa entre i, m, ¥ wa. Determina, en el caso de que sean secantes en una recta,
b) Estudia la posicion relativa entre o, <z ¥ 7. la ecuacion paramétrica de esa recta.
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Rectas y planos en el espacio

Solo en los casos en que Rango (M) = Rango (M* v su valor es 3 0 1, podemos con-
cluir cudl es la posicién de los tres planos.

En los demas casos hay que estudiar la posicién relativa de los planos dos a dos.

»: &

Determina la posicion relativa de los planos.
TiX+y—z+2=0
M 2X+2y—2z2+5=0
T3 —X+y+z=0

PRIMERO. S€ halla la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado
por las tres ecuaciones.

171 —1 T 1 =1 2
M=y 2 2 =2 M*={ 2 2 —2 5
-1 1 1 -1 1 10
SEGUNDO. Se calcula el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.
T 1 —1 T 1 =1 2
Rango| 2 2 —-2|=2 Rango| 2 2 —2 5|=3
=1 1 1 =1 1 10

TERCERO. S¢ analizan los resultados obtenidos al calcular los rangos anteriores,
deshaciendo, si fuera necesario, cualguier ambigliedad.

Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3
El sistema es incompatible, pero alin no se se puede decidir.

Se estudia la posicion de los planos dos a dos, para deshacer la ambigliedad
que presenta el estudio de los rangos.
TX+Yy—2+2=0

T2X+ 2y — 22+ 5= 0} — Paralelos

TX+y—2+2=0

X4y +Z=0 }—» Secantes

T 2X+2y—22+5=0

Xty 70 ] - Secantes

i 7

Los planos my y m, son paralelos y cortan a 7.

24. Determina la posicion relativa de estos planos. 25. Estudia la posicion relativa de los planos.
T.6X+3y—z=0 wmX—Z+2=0
m.3X—2y+2—3=0 W 2X+2y+32+3=0
2y —2z2+1=0 s 3X+8/+72+1=0

[ 12




26. Estudia la posicion relativa de las dos rectas dadas
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a continuacion.

riyy=2—2a ySX=y=2Z

X=5-—A

zZ=—A—3

g

Posiciones relativas de dos rectas

Sean las siguientes rectas ry s, cuyos puntos y vectores directores son:

. {P(a, b,c)

V = (vy, V5 V3)
Estas rectas en el espacio pueden ser:

Coincidentes
Las dos rectas son la misma.

Los vectores vy V' y el vector PQ son
proporcionales.

Secantes

Las dos rectas se cortan en un solo punto.
Los vectores V y v’ no son proporcionales
y el vector PQ es combinacion lineal de
vyv.

Paralelas

Las dos rectas no tienen puntos comunes,
pero estén contenidas en el mismo plano.

Los vectores v y v’ son proporcionales,
pero no son proporcionales al vector PQ.

Rectas que se cruzan

Las dos rectas no tienen puntos comunes,
ni estan contenidas en el mismo plano.

Los vectores vv y PQ forman una base.

: {Q(a’,
s

b;c)

V' = (v, vz, V3)

\Z Vo Vi
Rango| Vi Vi vi | =1
& —a b—b —c

Determina la posicion relativa de las rectas.

Vi Vo V3
Rango =2
9Ny vz vs

i Va
V] vy V3

V3

a—a b —b c’—c)

\%
Rango (Vi, : V3,> =1

Vi Va2 V3

V3

Vi Va v >=2
a—a b—b ¢ —c

\Z! V2 Vs
V1 '

vy >:3
—b ¢ —c¢

-1 —1 —1
rixy, 2 = (1,—1,0) + (1,1, 2) 33X1 = y—1 = 22

pRIMERO. Se halla un puntoy su P, —1,0 jeu, 1M

vector director en cada recta. V=012 S =0,-12

seGUNDO. Se calcula el rango de

la matriz que forman los vectores
directores y de la matriz formada
por estos y el vector que tiene por
extremos un punto de cada recta.

Las rectas se cruzan.

de rectas

" (1 1 2)f
angoiq —q o)~

x=3
riyy=A+2ys:

z=2—1A

1 1 2
2 Rango|1 —1 2)=3

0 2 1

27. Estudia la posicion relativa entre el siguiente par

2x+ y— z+3=0
x—2y+2z—4=0




Rectas y planos en el espacio

Podemos estudiar la posicién relativa de dos rectas con sus ecuaciones implicitas.

.A1X+B1Y+C1Z+D1:O .A2X+B2y+CZZ+D2:0
" Ax+By+Ciz+ D=0 S A+ By + Ciz+Dy=0

Para ello estudiamos el sistema formado por las ecuaciones de ambas.rectas, es .-

declr, el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. _ o /B .
Ay By C - Ay B, C D 7
Al B ._|AT B C D 7
M B Ag Bg C2 M B Ag Bg Cg D2 S/
Ay By A B, C; D5
Coincidentes
Su interseccion es toda la recta. Rango (M) =2 Rango (M*) =2
El sistema es compatible indeterminado.
Secantes
Su interseccién es un punto. Rango (M) =3  Rango (M*) =3
El sistema es compatible determinado.
Paralelas
No tienen interseccion. Rango (M) = 2 Rango (M*) = 3
El sistema es incompatible.
Sus vectores directores son proporcionales, entonces Rango (M) = 2.
Rectas que se cruzan
No tienen interseccion. Rango (M) = 3 Rango (M*) = 4
El sistema es incompatible. ,
Sus vectores directores no son proporcionales, entonces Rango (M) = 3.
@
Determina la posicion relativa de las rectas.
o xty—z+2=0 X+ 2y—2z+2=0
Tox+3y—z+1=0 s X+y+z=0
PRIMERO. Se hallan la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema formado
por las cuatro ecuaciones.
T 1 —1 T 1 —1 2
|2 3 =1 23 =11
M=l_1 2 -2 Mi=1_1 2 —2 2
171 1 171 10
SEGUNDO. Se calculan el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.
Rango M) = 3 Rango (M*) = 4
Luego las dos rectas se cruzan.
23, . : x+y=2 . Jx=2z+m__[x=—z+1
Determina la posicion relativa entre fa recta r: { y+z=0 29. Considera las rectas r. y=—2z+3YSy=2z4n"
Y 1a recta s que pasa por los puntos A2, 1, 0) y Halla la condicién que deben cumplir m y n para que las
B(1,0, —1). rectas ry s sean coplanarias (pertenezcan al mismo plano)
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Se escribe as

u Cuando decimos gue dos
elementos son

perpendiculares, esto es
equivalente a afirmar que uno es
normal al otro o gue son
ortogonales.

[IDADES

Perpendicularidad entre recta y plano

Una recta r y un plano r son ortogonales cuando el vector director
de la recta es perpendicular al plano.

Halla la recta perpendicular al plano m: 2x— 3y + z— 1 =0, que pasa

por el punto P(0, 2, 0). r
PRIMERO. Se halla un vector normal al plano. p

Un vector normal al plano zes 77 = (2, =3, 1. L

SEGUNDO. Se calcula la ecuacion de la recta que tiene

por vector director el vector normal al plano y pasa por

el punto pedido.
A=2 -3 X _y—=2 _ z
P, 2,0 1

o

&)

. X —2 z
Halla el plano perpendicular a la rectar: — = yoz_2

al punto P(0, 2, 0). 2 -3 1

, que contiene

PRIMERO. Se halla un vector director de la recta.
Un vector director de la rectaes vV = (2, —3, 1).

SEGUNDO. Se calcula la ecuacién del plano gue tiene por vector
normal el vector director de la recta.
vV = (2, —3,1) — Laecuacion del plano es
defaformarn:2x —3y +z+ D =0.

TERCERO. S€ impone la condicion de que el punto
pertenezca al plano para calcular el valor de la
constante D.

P0,2,00 »2:0-3:-24+0+D=0—->D=6

Asi, la ecuacion del plano perpendicular
ala recta r que pasa por el punto P es:

X —3y+z+6=0

30. Determina la ecuacion general de la recta que es 32. Estudia la posicion relativa entre la recta r cuyas
perpendicular al plano x: x + 2y — 3z + 1 = 0y que pasa = A

por el punto A(1, 1, —6)

31. Halla la ecuacion general del plano gue es perpendicular a la

1-y

ecuaciones paramétricas sonr: 1y = A ylarectas
z=1—2A
que pasa por el punto P(3, —1, 2) y es perpendicular

X z ;
rectar: DAt Ty contiene al punto A0, —1, 1. alplanom:2x —y +z—1=0

1
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Rectas y planos en el espacio =

ﬂ Haces de planos

EIXR Haz de planos paralelos
Date cuenta
Dado un plano m: Ax + By + Cz+ D = 0, llamamos haz de planos
paralelos a m al conjunto de todos los planos que son paralelos a él. Todos los planos del haz de s

planos paralelos a r son

P . perpendiculares a la recta cuyo
Un plano paralelo an: Ax + By + Cz + D = Qtiene el mismo vector normal que x, Ueolor direttor &6 Sl vetdor

n = (A, B, C). Asf, la ecuacion general de un plano paralelo a = seré de la forma: normal de =
TAX+By+Cz+D =0 conD' &R

Haz de planos secantes

El haz de planos secantes a una recta r es el conjunto de todos los planos
que contlenen a dicha recta.

Si expresamos la recta como interseccién de - Ax+ By + Ciz+ Dy = O}

dos planos: A+ By + Coz+ Dy =0

Cualquierplanom: A’x + By + Cz+ D =0 Ax+ By + Cz+ D=0

que contenga a la recta no cambia la solucién r:Ax+ By +Cz+D,=0 T
del sistema de ecuaciones. Ax+By+Cz+D =0

Asl, la ecuacién del nuevo plano es combinacién lineal de las otras.
Ax+By+Cz+D = plAx+ By F Ciz + D) + AMAx + By + Coz + D))
En la practica, consideramos que la ecuacién del haz de planos secantes es:
(Ax + By +Ciz+ D)+ AMAx + By +Coz+D,) =0 condER

r- - =

JEMPLO

.. Halla el haz de planos secantes y el haz de planos perpendiculares de la recta
X y—2 z
r—="—"=—
2 -3 1 i

X _y—2

2 =3 X2y —4=0
y—2  z y+3z—2=0

-3 1

Escribimos la recta en forma implicita:

Haz de planos secantes: 3x + 2y —4) + Ay +3z—2) =0
. — z .
Hallamos el vector director de la recta: % = VT; =7 -V =1(2-31
El haz de planos perpendiculares tiene por vector normal el vector director de la recta:

V=02 -31N>2x—3y+z+D=0

See - S L

33. Calcula los valores de a y b para que los planos 34. Determina los valores de a y b para que los planos
Ti2X+y—32+5=0,m,2x+ a8y —32=0y TX+2Y—Z2—1=0,m.2X+ty+az=0y
ms: 4X + 2y + bz — 3 = 0 pertenezcan al mismo haz de s 3X + 3y — 2z — b = 0 pertenezcan al mismo haz
planos paralelos. de planos secantes.
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Ecuaciones de la recta

En el espacio se da la recta definida por los dos puntos
(1,2, 3) y(—1, 6, 2). Halla el valor del parametro k para
que el punto (k, 2k, 3k) pertenezca a dicha recta.
PRIMERO. Se determina la ecuacion de la recta.

En este caso, para calcular la ecuacion de la recta se conocen
dos puntos por los que pasa:

A(1,2,3) B(—1,6,2)
Se calcula su vector director.
AB =(—1,6,2—(1,2,3) = (~2,4,—1)
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:
X=1—2A
rry=2+4a
Z=3—A
SEGUNDO. Se aplica la condicidn de que el punto pertenece
alarecta.
Como (k, 2k, 3k) & r, cumple la ecuacion de la recta:
k=1—2A
2k = 2 4+ 4
3k =3—A

TERCERO. Se resuelve el sistema de ecuaciones que resulta

En la primera ecuacion ya esta despejada k, se sustituye
en las otras dos:

21/:1;2?\ k=1-21 201 —2)) = 2 + 4}
o 3120 =3—A
3 =3—A

_)2—47\:24—47\ ) A=0
3—6A=3—2A k=1
CUARTO. Se sustituyen los valores del parametro para obtener
el punto pedido.
k=1-( 2k 3K = (1,2,3)

QuINTO. Se comprueba que €l punto pertenece a la recta.

Se sustituye el punto y se ve que existe un i para el que se
verifican las ecuaciones

1=1-2
2=2+M}f>A=0
3=3-4

(1,2, 3) es el punto de la recta para el valor A = 0.

PRACTICA
35. Considera la recta que pasa por los puntos A(0, —2, 1)
y B(4,0, —1).

a) Determina el valor del pardmetro a para que el punto
Cl4 + a,a — 1, —a) pertenezca a dicha recta.

b) Calcula el valor de m para que D(2m, 3m + 2,5 + m)
pertenezca a la recta.
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Ecuaciones de la recta

Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto
P(—1, 2, 0) y es paralela a la recta
- x—1_y _z+3
oA —1 -2
PRIMERO. Se calcula el vector director de la recta que se da.

El vector director de la recta sera el mismo por ser las dos
rectas paralelas.

X —1 Y Z 5 & s
r == > V=12 -1-2
5 = — " =1(2,—1, =2
SEGUNDO. Se escribe la ecuacién de la recta con el vector
director que se ha calculado y el punto que se da. La ecuacién

continua de la recta seré:

Vs = (2, —1,—2) N x4+ y—2 4
P{(—1,2,0) 2 s —1 -2

PRACTICA

36. Halla la ecuacion de la recta que contiene
al punto P(—1, —2, —3) y es paralela a la recta
x+ty—z—1=0
P

Ecuaciones del plano

Halla la ecuacion del plano que contiene al punto
P(0, —2,3)yalarectar: (A + 2, A, —A).

PRIMERO. Se Calculan las coordenadas del vector director
de la recta y de uno de sus puntos.
v=(11-1 a=0
A —_—
A+ 2, A —N
SEGUNDO. D0S vectores directores del plano son.
= El vector director de la recta
» El vector con origen en el punto que da el problema
y de extremo el punto hallado. Pz
PO=@2—-00+20-3=(22 -3
X y-+2 z—3
1 1 —1
2 2 -3

Q200 €<r

=—x+y+2=0

X of
El plano que contieneaPyaresmx —y —2=0

PRACTICA

37. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto
+ty—z—-1= 0}

X
P{(—1,—2,—3)yalarectar: y—27=0




Rectas y planos en el espacio -

Ecuaciones del plano

X+1

- . z X
Halla la ecuacion del plano que contiene a estas dos rectas. r: —_y-2~ S s: ey == =

PRIMERO. Se determina la posicion relativa de las dos rectas.

“

= > 1 -2 P

V= (1,-21 {vs=<2,2,—1) ( ' ) (1 -2 1

r { S Rango, 2 2 -1 |=2 Rango ) =2
P(=1,0,0) 00,2, 041 2-0 —1-0 2

Las rectas son secantes

SEGUNDO. LOS vectores directores del plano son los vectores directores de las rectas. Cualquier punto de las rectas
pertenecerd al plano.

=01,-21 2 - :
|7 X+1 y z 5 -
T Vs = (2,2, 1) 1 —2 1|=3y+6z=0 y
P(-1,0,0) 2 2 -1 V.

El plano gue contiene a las dos rectases .y + 2z = 0.

PRACTICA

38. Halla la ecuacion del plano que contiene a estas dos rectas.

2x+z—2=0 2x+y+2=0
r y+2=0 s: z—2=0

Ecuaciones del plano

- . X =9 z X+1 = z
Halla la ecuacion del plano que contiene a estas dos rectas. r: — = y —> - : 2 S — > y _43 =77
PRIMERO. Se determina la posicion relativa de las dos rectas.
v - —1 =7 1
Ve=(=1,-21) Vs = (=2, —4,2) (—1 =2 1)
r S. Rango| —2 —4 2 =2 Rango =1
P©,1,~2) 0(~1,3,0 g (_1 o 2) 8l2 —1 2

Las rectas son paralelas

SEGUNDO. LOS vectores directores del plano son uno de los vectores directores
de una de las rectas y el vector generado por un punto de cada recta
Cualquier punto de las rectas perteneceré al plano.

=120k 1 242
miPO0=(-1,22 |1 —2 1 |=—-ex+y—47—-9=0
P©,1, —2) -1 2 2

El plano que contiene a las dos rectas es m. —6x +y — 42 — 9 = 0.

PRACTICA

39. Halla la ecuacién del plano que contiene a estas dos rectas.

xS X y—2 z+1
rryy=a S, =T, T4
z=2+2A
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Ecuaciones del plano Ecuaciones del plano

b
*

Halla la ecuacién del plano que contiene al punto Halla la ecuacion del plano perpendicular al plano
P(2,—1, —2) y que es paralelo al plano 7 X+ y — 2z + 1 = 0 que contiene a la recta
w—2x+3y—z+3=0. r:x—zﬁl__z_

1 2 -1
PRIMERO. Se determina el vector normal al plano dado,
y el vector director y un punto de la recta dada

PRIMERO. Se determina el vector normal al plano dado
T—2X+3y—z+3=0->1=(-23-1

SEGUNDO. El plano que se busca tiene como vector normal . v.o=(1,2—1)

el vector calculado y pasa por el punto dado n=01-2 1P, 0, 0)

Si el vector normal de @’ es 1 = (=2, 3, 1) SEGUNDO. El plano que se busca tiene como vectores directores
7. —2X+3y—z+D=0 estos dos vectores y pasa por cualquier punito de la recta

Si P2, —1, —2) esta en el plano’ n=001-2 |x-2 y z
—ox4+3y—74D=0 P2, —1,—2) iV, = (1,2, —1) 1 12 :12 =3—y+z—6=0

—2-243-(-)—(-2+D=0->D=5 P(2,0,0)

. El plano buscadoesw.3x —y +z2 — 6 =10
Por tanto, la ecuacion de! plano es:

T -2X+3y—7z+5=0 PRACTICA
PRACTICA 41. Halla la ecuacion del plano perpemfiicular al plano
. —x — 2y + 3z+ 2 = 0 quecontiene a
40. Halla la ecuacién del plano que contiene a P(3, —1, 2) x+t1_y—2 =z
y que es paralelo al plano m 3xZy+z+1=0. r: 3 —2 T

Ecuaciones de rectas y planos

o X+1 _y-1_z [ 2x+ty—-3=0 - .

Dadas las rectas: r: T = =7 ys: {—2x tZz-1=0 halla la ecuacion de la recta perpendicular a ambas.

PRIMERO. Se determina la posicion relativa de las dos rectas. Para gue la solucion sea Unica, las rectas deben ser secantes o cruzarse.
v,.=0,21 v, =210 %x(=2010=01,-22

Los vectores directores de las rectas no son proporcionales; por tanto, las rectas se cortan o se cruzan en el espacio.
SEGUNDO. Se determina el plano que contiene a una de las rectas y es perpendicular a la otra recta

Se toma un punto de la recta ry su vector director para asegurar gue dicha recta esté contenida en el plano,
y como segundo vector se toma /i = I X V,que es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, a s.

P=(=110 x—=1 y+1 2z
il = (1,2, ol 1 2 1|=—=7x+10y —132+17 =0
A=0XV=1(6—1-4 6 -1 -4

TERCERO. Se determina el punto de interseccion del plano con la recta que no esta contenida en él.

TS 3 91 121
_ox+z—1=0 —>R( )

53 53" 53
—7x+ 10y —13z+17 =0 PRACTICA

CUARTO. La recta buscada tiene como vector director /i y pasa por el punto
calculado.

42. Encuentra la ecuacion de la recta secante
perpendicular comuna ry s.
N=U0xv=(6-1-4
r l

Sty D =<34 il ﬁ)ﬂ(a —1,—4)

il xS Ix—2y—z+2=0
53 53" 53 s

y=2+A y+2z=0

t
R( 3’ 53’ 53) z=-—1
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Posiciones relativas de dos rectas

Considera las rectas: i
Z e
rx—3=y—4-= -

2

& X—5_ y—-4 z-—

=2 =1 2

Estudia, seglin los valores del parametro m,
las posiciones relativas de las dos rectas.

m,donde meR

PRIMERO. Se hallan un punto y un vector director de cada recta.

P(3, 4, 5) 06, 4,m)
V=012 W=(-2-12

SEGUNDO. Se escriben la matriz formada por los vectores
directores y la matriz formada por estos y el vector que tiene
por extremos un punto de cada recta.

1 12
M‘(—z -1 2)
= 11 2
PO=(2,0,m—5)—>M*—<-2 - 2 )
2 0 m-—5

TERCERO. Se calcula el rango de las matrices
~

" Rango de M:
Los vectores no son proporcionales — Rango (M) = 2
= Rango de M*
1 1 2
=2 =1 2 =m+3
2 0 m-—5

Sim = —3 — Rango (M*) = 2

Sim # —3 — Rango (M*) = 3

CUARTO. Se analizan los resultados obtenidos

en los célculos anteriores.

* Sim = —3 — Rango (M) = 2y Rango (M*) = 2

En este caso, las rectas S

lo} .._‘_‘.‘\\ /
SON secantes y se cortan e
en un punto. “F '

= Sim + —3 —> Rango (M) = 2y Rango (M*) = 3

En este caso, /
las rectas no se Caa
7

cortan en ningun e
punto Las rectas
se cruzan.

\

43. Estudia, en funcion de los valores del parametro m,
la posicién relativa de estas rectas.
rrim+X—14+02m— 1)\, 2A)

X
m—+1

PRACTICA

s: =2—y=2+2

Rectas y planos en el espacio

Posiciones relativas de recta y plano

Seanelplanomax+ 2y —4z=»5b
X-3_ y—-1_z+3
a4 -4 1
Determina los valores de a y b para que la recta r esté
contenida en el plano r.

ylarectar:

PRIMERO. Se calculan las ecuaciones implicitas de la recta.
X—3 y—1

3 4 —4
X—3 7+3
4 1
X+y—4=20
‘X—4z—-15=20

-

SEGUNDO. Se hallan la matriz ce los coeficientes y la matriz
ampliada del sistema formado por las ecuaciones implicitas
de larectay la del plano

7 1 0 1 1 0 =4
M=[1 0 —4 M*=[1 0 —4 —15
a 2 —4 a 2 —4 —b
TERCERO. Se calcula el rango de la matriz de coeficientes
y de la matriz ampliada en funcién de los pardmetros.
M| =12 —4a=0->a=3
" Sla #+ 3 — Rango (M) = 3y Rango (M*) = 3
= Sig =3 — Rango M) =2
171 0 —4 7 1 0 —4
Rango ={1 0 —4 —15|=Rango(0 —1 —4 —11 |=

8 2 =4 =g 0 -1 -4 —b+12

e B -
=Rango(0 1 =4 o )—{g z:g;gg
0 0 0—b+23

cuARTO. Se analizan los resultados obtenidos al calcular
los rangos anteriores en funcién de los parametros.

# Stg + 3 — Rango (M) = 3y Rango (M*) = 3
La recta v el plano se cortan en un punto.

“ Sta = 3yb + 23 = Rango (M) = 2y Rango (M*) = 3
La rectay el plano son paralelos.

® Sla =3y b =23 = Rango (M) = 2y Rango (M*) = 2
La recta esta contenida en el plano.
El plano m 3x + 2y — 4z = 23 contiene

XS e il Zgtad

alarectar:

=i 1
PRACTICA
44. Dados el planow: ax + 2y — 4z— b =0y larecta
r: X; ! = _Ls = z+ 3, determina los valores de a

y b para que la recta esté contenida en el plano.
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ACTIVIDADES

Ecuaciones de rectas y planos

45.

47.

48.

49.

50.

51.

o0

52.

00

53.

oe

54.

55.

56.

130

Sean los puntos A2, 1, 1), B(—3,0,2) yCii, —2.4). indica
si alguno de estos puntos pertenece a la recta de

x=4-—t !
ecuaciénr:y =1—t:.
z=1+1

x+y+z=0}

. Determinaelpuntodelarectar:,, 7 6=0

cuya segunda coordenada sea nula.

Determina todas las ecuaciones de la recta que pasa por el
punto A(1,2,2)Y tiene la direccion del vector v =(—12273)

Halla las ecuaciones de la recta gue pasa por los puntos
A(3,5 —NyB2,1, —2).

Determina la ecuaciones de la recta que pasa por el punto
A(—3,2,7)ye€s paralela al:
a) EeOX b) Eje OY C) Ee0Z
Determina, en cada caso, las ecuaciones de la recta que
pasa por el punto Py s paralela alarectar.
X y—3

a) P1, =3,0yr— ="F—=12

) P( )y 5

x—2y=0

b) PG, 1L VYE y—z:o} s

Existe algun valor de m para el que el punto M(m, m, m)
pertenezca a la recta r? Estlidialo en cada caso.

ar—3,1+t -1 + 30

Calcula los valores de my n para los cuales el punto
pP(m + n,2m — n, 2) pertenezca a la recta que pasa
por los puntos A(2, 1, 0)yB(—3,0,— 1.

x=—2+A
Pertenece el punto P(—1, 2,7)alarectar:y = 3— A7
z=2+3A

En caso negativo, obtén la ecuacion en forma paramétrica
de la recta paralela a r que pasa por dicho punto.

Determina todas las ecuaciones del plano que contiene
a los puntos A, 3, —1), B, 1, 1)y C(3,0,0).

Determina la ecuacion general del plano que contiene
al punto P(2, 1, 1) y CUyOS vectores directores son

T=01,0"NyV=(-210.

Determina la ecuacion general del plano que contiene al
punto P(—3, 3, 1)y cuyo vector normates A = (2,1, —1).

. Elplanomx + 3y — 2z + 4 = 0 pasa por el punto

P(1, —2, 1). Calcula el valor de m.

_ Determina la ecuacion del plano que contiene al punto

P@3, 3, 1)y es paralelo al plano de ecuacionx —y+z—1=0.

. Determina la ecuacion general del plano que contiene al

punto P(2, —4,2)y es perpendicular a la recta r: (A, A, A

. Determina la ecuacion del plano cuyo punto mas proximo
al origen de coordenadas es el punto P(1, 3, 2).

_ Determina la ecuacion general del planoque contiene

al punto P(—1, =1, 1), tiene la direccion del vector
V=(1,0-2yes paralelo a la recta de ecuacion
x+5 y+2 _z

3 5 4

S

_ Determina los puntos de corte de estos planos con

los ejes de coordenadas.

a)n:Zx‘3y+42~12:0 b) m2X—2+6=0

. sabemos que el plano T = AX +By+Cz—8=0

corta a los ejes de coordenadas en los puntos P(4, 0,0,
Q(0, —2,0)Y RO, 0, 1). Determina la ecuacion del plano .

. calcula el valor de m en cada caso para que el punto

A(2, —1, m) pertenezca a estas rectas.
=A—2
arny=»rt+i
7=3\+2

b _x+3yfz:0}

S'x-y+3z:O

. Determina si estan alineados los puntos A(1, —1, 0),
© B2, —2, 1)y CQO,0, —1).

. Calcula el valor de a para que los puntos A, —2, 1),

B(2,2, —NycC(=1.a, —4) estén alineados.

. Encuentra los valores de a 'y b que hacen que los tres

puntos estén alineados: PR, —1,a), Q(5,1,6)yRb, =5, 9.

. Tres vértices consecutivos de un paralelogramo

SOn A3, 1,0, B(4,5,2)y Cl4, 7, —2).
a) Halla el cuarto vértice del paralelograma.
b) Calcula su perimetro.

. Demuestra si son o no coplanarios los puntos A3, —1,2),

B(2,5,1),C(—1,0,3yDOG 1 —3).

. Calcula el valor de a para que los puntos A(0, 0, 6),

B(1, —1,7), C(—2,3, =5y D(—=3, —1, a) sean coplanarios.

. considera los puntos del espacio: A©, 0, 1, B(1, 1, 2)

yCco, —1, =1
a) Encuentrala ecuacion del plano ABC.

b) SiD es el punto de coordenadas (k, 0, 0), ¢cudnto ha
de valer k para que los cuatro puntos A, B, Cy D sean
coplanarios?

. Sean los puntos A(1, 1, 1), B, 2, b)y C(1,0,0).

a) Cona = 2, calcula b para que los tres puntos determinen
un plano gue pase por el punto P(2,0, 1. iCual es
la ecuacion de dicho plano?

b) Calcula los valoresde ay b para que 10s puntos A, ByC
estén alineados.




73. Sean Ay B |os puntos del espacio de coordenadas
° A, 1,2)yB(1, 2, 3). Encuentra la ecuacion paramétrica
de la recta que pasa por dichos puntos.

(Existen valores de ry s para los cuales e punto C

de coordenadas C@3,r + s,r — ) Jpertenezca a la recta
calculada antes? En caso afirmativo, calcula los valores
de ry s. Razona la contestacién en caso negativo.

Posiciones relativas

74. Estudia las posiciones relativas de las parejas de rectas

°

76.

77.

siguientes.

X—2 +2
—zoyrz,

a r.

3
sx—g-—Yt4_z-4

X—3 y+2
S ) 3
X +z=10

'5x—y—z1é}

. X+tz=24

‘X+3y+z=4
X+y—2z=38

"X —y+3Z=18

r:
O ty+27=-2

G Xy zZ+
3 —1 2

Atby—z=7 J[

. Di si las dos rectas son 0 no paralelas.

, Xt2y—z=13 Xf;;i}‘
"2X—y—7z=16 s')z/:_,}\

En caso afirmativo, determina la ecuacién del plano
que las contiene.

Decide si estas dos rectas se cortan y, en caso afirmativo,
determina el punto de corte.

X=—4+7A X=1—nqn
rry=2» Sy=10+4p
z=-—1 Z=3+2n

Decide si las dos rectas se cortan, y en caso de gue sea
asl, calcula el plano que las contiene.

X=3—2\
X+3 _ y—1_ z+1
r: =Y=1_ sy=1+x
2 2 1
z=—\

78. Decide las posiciones relativas de las siguientes parejas
L 2

formadas_por una recta 'y un plano.

B X: 3= %
ary=2" T2X—3y+z—2=0
zZ=—=1+3A

2X+ y—3z+3=0
b)r'X Y i }

"X +5y—-77+1=20

C)r

—4x + y—22+3*0}
; Wy =

2X+4y+ z+4=0

mXx+3y—z—5=0

X=—1— A+n
2+2\N—1n

z= 3 —n

79. Estudia las posiciones relativas de las parejas de planos.

X= 2+20+
a) T yy=—1+2A—3u
z= 1 -+ 5
=X +5y+4z7—-12=0
by .x—2y+4z—1=0
T2 +5—32+2=0
X= — A— qu

) my=3+2A+3u
Z=1+3\+4n

T X—y+7+2=0

80. Estudia las posiciones relativas de estos trios de planos.

amw X+ y+3z+2=0
=3 +5y+4z7 -7 =0
" y+37—-6=20
bym. x—2y+3z—1=0

72X+ y— z+5=0
" IX =4y +72+7 =0

On 6X—3y+9%2—1=0
i~ Xx+2y— z+1=0
7 X =2y +6z+5=0

dy m 2x—3y+ z =0
i 2X— y+4+5=0
76X —5+97—1=0

81. Calcula el valor que debe tomar m para que las siguientes

rectas se corten en un punto.

L X—m _y+10 _z+3

—1 4 1
x= 1
Siy= 6+ 4A
Z=—1+2A

82. Estudia la posicion relativa entre las rectas
®

.x+y+z+3=0} X+

z+m
"x—y-z—1=0/Y® =y+i=

2 -2
en funcién del parametro m. Determina el punto de
interseccion en los casos en que ry S sean secantes.

P
y
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. X
. Considera la rectar:

X
. Dados larectar:

. Considera el plano w:ax + 2y — 42 —

ACTIVIDADES

+y=
y+2=
por los puntos A(2, 1,0)y B(1, 0, —1).

2
O} y la recta s que pasa

a) Estudia la posicion relativa en_t;e_ ambas_rectas.

b) Determina un punto C de la recta r tal que los segmentos
CA y CB sean perpendiculares.

_ Determina el valor que debe tomar m para que las

Xx—1_y+1_2z-m XS Ene
rectasr: = = ys:y=t sean

2 —
4 m 4 S —q—t

paralelas. En ese caso, determina la ecuacion del plano
que las contiene.

_ Determina, en funcion del parametro m, la posicion

relativa entre las rectas r- X+z—=1=0
X +y+z+1=0

Z+1
m

ys—x=y=

. Determina el valor de m para gue las rectas

r. LA A —Z—yS'x = y = z sean secantes
"2 m =3 7
y perpendiculares. Determina en ese €aso la ecuacion

de la recta secante perpendicular comin a ambas.

. Determina la posicién relativa entre d recta

pXTYy—=1=0
"X+z+1=0
en funcion del parametro m.

}yelplan0n1x+my—z—6=0

=Yy
y=x

estudia la posicion relativa entre la rectay el plano

en funcién del valor del parametro a. Halla, cuando sea

posible, las coordenadas del punto de interseccion.

}yelplanow:2x+3y—az=0,

= 0vylarecta

- Xx—3 _y—1_z+3
4 —4

los valores de a y b, la posicion relativa entre la recta

y el plano.

. Estudia, en funcion de

. Elplanom:2x —y + mz — 4 =0y larecta

- Xx—=1_y+2 _2z-
3 2

la ecuacién del plano perpendicular al dado

y gue contenga a la recta.

1 )
son paralelos. Determina

. Considera el plano de ecuaciénw: 2x + 3y +z+1=0

=X
y la recta de ecuacion r: —— = Y — 7 ison

2 -3
ortogonales? Razona la respuesta.

. Sean dos planos de ecuaciones my: ax + 9y — 37z—8=0

y m,. X + ay — z = 0. Determina el valor de a para que:
a) Los planos sean paralelos.
b) Los planos sean perpendiculares.

923.

Estudia en funcidn del parametro k la posicion relativa
de los tres planos.en cada caso.
a) X +y+Z—3=0
X F2y+3=0
Xty +kz+15=0
by tp2x —ky +4z=0
mX+y+72=0
T kx —y +132=0

. Considera los planos ;. X — y = &, mi X + gz =2a+1

ymgx —y+ @ —az=2a

a) Estudia, en funcion del pardmetro a, la posicion relativa
de los tres planos.

b) Siexiste el caso en el que los tres planos son secantes en

un punto 0 en una recta, encuentra el lugar geométrico
expresandolo con detalle.

Problemas de geometria en el espacio

97.

100.

101.

. Determina la ecuacién del plano que contiene

alos puntos A, 1, )y B(1,0, 1)y es paralelo a la recta
de ecuacionr: (—3 + A, 0,1+ 2A).

_ Determina la ecuacion del plano que contiene a larecta

2X+y—z=

de ecuacionr: y—27=

g} y al punto P(—2, 2, —2).

Determina la ecuacion del plano perpendicular a la recta
x—3 y—2 _z+3
3 2 -
al punto A(—3, 1, 0).

de ecuacion r: y que contiene

. calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano

de ecuacion =; —x + 3y — 5z + 2 = 0y que pasa por
el punto A, —1, 5).

X=A
. Dadoslarectar: y = A — 1 pyelplano
zZ=2A+1

w7Xx — 2y + 6z + 9 = 0, determina el plano que
contiene a la recta ry es perpendicular al plano .

Calcula la ecuacion del plano gue contiene a la recta
pXF1_y+1_z43

T2 2 -
s x+2y—z+4=0}
"2x—3y+2z+4=0[

y es paralelo a la recta

X—2y=0 X=2+A
Consideralas rectas ', _ 5, 4 4 = 0}ys: y=1—RAp

Z=A

Calcula la ecuacion de un plano que contiene al punto
P(1, 1, 1) y es paralelo a ambas rectas.




Recias.y plangs

102. Dadas las rectas

mx=y=z
X—1 y z
PN ==
) 3 2
y#F1  z
fp—X+2= ==
s 2 3

Determina los tres puntos de corte de estas rectas
conelplanox:5x — 4y + 72+ 1=0.

103. Dados larectar: (1,1 + A, 3 + 2A) y los puntos A2, 1, 1)
y B(—3, 4, 3), determina el punto o los puntos P de

la recta r para los que APB es un tridngulo rectangulo

de hipotenusa AB.

zZ+1
A
y el punto P(3, 5, —1). Halla un punto Q perteneciente
a la recta r tal que la recta que pasa por los puntos Py Q
sea paralelaal planon:3x — 2y +z + 13 = 0.

104. Consideremos larectar:2x —2 =y +2 =

105. Demuestra que lasrectasr: 2t — 1,1 —t, =)y
> o X*¥5 _y=3 _z-2
1 3
valor del parametro m. Después, determina la recta
perpendicular comin a ambas y el plano que las contiene.

son secantes para cualquier

106. Dados la siguiente recta y plano:
=1—t B
rry=2+3t w3X+y—22+8=0,
zZ=5

determina:

a) La posicion relativa de la recta con el plano.
X —1 zZ—1
gue corta al plano m en el punto P correspondiente
ax=1ley=-5.

b) La ecuacion de la recta paralela a s:

107. Considera la ecuacion del planow:2x + y —z+2 =0
ydelarectar: (5 — 2t, t, 6 + mt). Determina:

a) La posicion relativa entre la recta y el plano en funcion
del parametro m.

b) Param = —3, la ecuacion del plano que contiene
ala rectay es perpendicular al plano.
C) Param = —3, la ecuacion del plano que es paralelo

al planoy contiene a la recta.

i . . Xty—z=5
108. Justifica que las re(;tas de ecuaciones r: ,, ", y— 27 = 2}
S X= 3+ 2hF
y'siy =1042A sSon secantes en un punto. Determina:
zZ=54+2A v

a) El punto de interseccion entre ambas rectas.

b) La ecuacion general de la recta que es secante
y perpendicular a ambas rectas.

) La ecuacion del plano paralelo a ambas rectas
y que contiene al punto A3, 2, 1).

109. Dadas las rectas:
X—=2 _ y+1 z

1 2
G X=1_y+7 _z+5
R 2 3

y el punto P(1, 1, — 1), buscamos la ecuacién de la recta
que pasa por Py que corta ary a s. Para conseguirlo:
a) Encuentra la ecuacion general o cartesiana (es decir,

la ecuacion de laformaAx + By + €z + D = 0)

del plano & que contiene a la recta ry al punto P.
b) Halla el punto M calculando el punto

de interseccion del plano 7 con la recta s.
¢) Encuentra la ecuacién de la recta gue pasa

por los puntos Py M.

d) Comprueba que la recta encontrada en el apartado
anterior es la que buscamos.

110. Considera el punto P(3, —1, 1) y la recta de ecuacion
. X+ 2 1-z .
= —y = ———. Determina:
3 2
a) La ecuacion del plano que contiene al punto y a la recta.

b) La ecuacion de la recta que corta perpendicularmente
ary contiene al punto P.

111. Determina la recta perpendicular que corta a las rectas
® rysencada uno de los casos.
X=2—-2A
a) riy=3A

M z=2A
X=1_ :Z+1
M 5 3 =v-3 2
42X—y+223}

b) r

><
‘X+2y+22=0

g Sx=y=z
> N 3x75y+z=3}

/\ c) r:2x—y—z—1:0

X+2y—3=0
S y—2z=4

112. Considera lasrectasr: (4 +2A, 2 — A, 1+ A)
T ys@d+t2+3tm-— 2.

a) Determina la posicion relativa de ry s en funcion
del parametro m.

b) Calcula la perpendicular cominaryasparam = 1.
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113.

114.

115.

116.

117.

134

ACTIVIDADES

Considera las rectas de ecuaciones:

X+y+2z+1=0 X =m+ 2}
: X_y+3:0ys:y=2—7\ }
z=-1+3A
5
a) Estudia la posicion relativa de las rectas en funcion
dem.
b) Param = 0, encuentra la ecuacion de la recta
perpendicular comdn a ambas rectas.

. : x=1
Considera las rectas de ecuaciones r. , _,, — 1}

X=A
ys.y=a .
=14+A

a) Estudia, en funcion del pardmetro a, la posicion relativa
entre las rectasrys.

b) Paraa = 1, determina la ecuacion de la recta secante
perpendicular cominarys.

¢) Paraa = 0, determina la ecuacion de la recta secante
perpendicular comdnarys.

Observa la ilustracion y determina, en cada uno de los
casos, la ecuacion de la recta secante a lasrectasrys
que pasa por el punto P.

a)r(t+aA—N :szxgzzyz_i3
P, 1,0
—x+22=2 S
by r: 1 S X—3=—y=
y== -2
2
P0,0, 1)
_ X —y=10
c) ri{—2x12) s.y+32:5}
P(1,0,0)

Determina la ecuacion de la recta secante

=2+t
a las rectas de ecuaciones r: y = 1
z=t—1

—2 z—2

X )
ySs: , sabiendo que pasa

por el punto A(Q, 0, 1).

X=3—A
Dadas las rectas de ecuaciones r: y = m + }\}
zZ=2+2A

zZ+2
ys:x—1= Y o=
—1
los que las rectas son coplanarias. (Cudl es fa posicion
relativa de ry s para ese valor de m?

. calcula los valores de m para

118.

- ¢l punto B pertenece a la recta

119.

120.

121.

122.

Determina los extremos de un segmento AB sabiendo
que eI—.puntoA_pertenece alplano2x +y +z =0,

x—1 _y—-2_ 2

, ’ 2 1 3
y el punto medio del segmento es (0, 0, 0).

Justifica que los planos m: 2x — Y +3z—-5=0
y . 5x — y + 6z = 3s0n secantes en una recta.
Determina la ecuacion paramétrica de esa recta.

Justifica que los planos de ecuaciones ti X —2Z2—5=0
ym. —y+4z+4=0s0n secantes en una recta que
pasa por el punto P(3, 0, —1). Determina la ecuacion
paramétrica de esa recta.

Se consideran larectar: (x,y, 2) = {t + 1, 2t, 3t), el plano

mx — 2y —z = 0yelpunto P(1, 1, 1). Se pide:

a) Determinar la ecuacion del plano =y gue pasa
por el punto Py es paralelo al plano .

b) Determinar la ecuacion del plano =, que contiene
alarecta ry pasa por el punto P.

¢) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta interseccion
de los planos anteriores, mr Y To.

Estudia la posicion relativa de l0s siguientes planos
segun el valor del parémetro a.

=3—A+2p

Ty = A o T dx +ay—2z2—5=0

z=1+ 2

123.

124.

125.

Determina el punto de interseccion de la recta
X—2
r
2
w=2X+y—2z—3=0que contiene al punto A(1, 1, 1).

=y = z con el plano paralelo a

Determina la ecuacion del plano paralelo a la recta

de ecuacion r: +Y—22=3 1| e contiene
‘x—y+3z=-11 :

X _

+2 _ 2—-y _ .
-3 2

Estudia la posicion relativa de los planos:

a la recta de ecuacion s:

Te3x—my—2z—(m—1N=0

X+ 3y—m—1Nz=0

T 2X —5y+32—1=0
segun los distintos valores del parametro m.

/




127.

128.

129.

130.

131.

132,

133.

. Determina las condiciones que deben cumpliray b
para que los planos de ecuaciones m:ax +z — 1 =0,
X+ bz4+2=0ymV5x +3y+22—-3=0,

se corten en un punto. Determina las coordenadas

de ese punto.

e
4

Determina a y b para que los planos
axX+2y—z—1=0,82X+ty+az=0
y x: 3x + 3y — 2z = b sean del mismo haz de planos.

X —
Dados larectar: T3 e y_?)-li =z, el plano

X —Y+2z+1=0yel punto P(2, 1, —5), determina:

a) La posicion relativa entre la recta ry el plano . Si existe,
determina el punto de interseccion.

b) La ecuacion del plano que contiene a la recta r
y al punto P.

Dados el plano &: 5x — 4y + z = Oy larecta
z . - .

rox= % = 3 obtén la ecuacion de la recta s contenida

en w, que es perpendicular a ry que pasa por el origen

de coordenadas 0O(0, 0, 0).

Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto
A(1,1, 1), esparalelaal planor:x —y+z—-3=0

rtaalarectar: x=1
y o Ly =3[

b

Considera las rectas:

_X:m_z}‘ X+y—z=0
[ == S x+z=1
Z=—1+2A

a) Estudia, en funcion del pardmetro m, la posicion relativa
entre las rectas ry s.

3 ) L
b) Param = T determina la ecuacion de la recta secante

perpendicular coman a ambas rectas.

¢) Param = —1, determina la ecuacion de la recta secante
perpendicular comun a las rectas ry s.

Determina las ecuaciones paramétricas de la recta gue:

» Pasa por el punto de interseccion del plano

3y—x=6}

T X+y—zZ+6=0conlarectar: y—z=3

e Esparalelaalarectas: (1 4+ 2X, 1 — 6A, —261).

Considera el planow: x +y — 4z + 7 = 0, larecta

x=2
r,_ 3}y el punto P(3, —2, 1).

a) Determina la posicion relativa entre la recta y el plano.
Determina, si existe, su punto de interseccion.

b) Determina la ecuacion del plano que contiene al punto
y a la recta.

€) Halla un punto Q de la recta de modo que |a recta que
pasa por Py Q sea paralela al plano.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

Sean el punto A(1, 2, 1) ¥ la recta

z—3

— 4 - .

a) Determina la ecuacion de larecta s que pasa por A
y corta perpendicularmenteé larectar.

b) Determina la ecuacion paramétrica de una recta
que cortearys.

LXH1=Y52%

Determina la ecuacion de la recta que corta a las rectas

de ecuaciones r;. )z( i (1)} y (28 — 3,1,A), yque es

paralelaalarectarsx = —y =2z

Halla la ecuacién general de una recta que pase por
el punto P(1, —1, 2), sea paralela al'plano de ecuacion
w X — 3y + 2z —1=0yseasecante alarecta
Z—x=1
r: y=2
intersecan ambas rectas.

}. Determina el punto en el que se

Halla las coordenadas de un punto P que pertenece
alarectar: a-=e=0 determina con la recta
arecta Yt z=—1 y que de
62X+ Z==2 1 blano que contiene a la recta
" X+y=0 P q
) X=-2

Decide si el plano 6x — 4y + z — 1 = 0 pertenece al haz
2X—y+z—3= O}

de planos definido por la recta y+27-8=0

En caso afirmativo, exprésalo como combinacion lineal
de los dos planos que definen la recta.

¢Pueden estar dos caras de un cubo de Rubik apoyadas
a la vez en los planos de ecuaciones
T2X+7Y—Z—4=0ym;: —3Xx+ty+z—-—8=0?
Razona la respuesta.
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MATEMATICAS EN TU VIDA 3

Para hacer mesas estables

Cuando apoyamos una mesa, el suelo realmente esta
haciendo la funcién de un plano. Para que la mesa
sea estable, los cuatro punfos que son la base de las
patas deben formar también un plario, es decir, ser
coplanarios. En ese caso, el plano de las patas y del
suelo serdn el mismo cuando ponemos la mesa de
pie, 0 sea, seran planos coincidentes. -

Lo que ocurre en la practica es que, en muchas oca-
siones, las mesas de los bares no son de buena cali-
dad y con el paso del Uempo las patas no estan en su
p051c1on original.

Como ya sabemos, para construir un plano cualqule—
ra necesitamos tres puntos. Como en general las me-

sas tienen cuatro patas, silos puntos que son bases

de las patas no son coplanarios, entonces forman un
espacio tridimensional y, por tanto, vamos a tener
una mesa coja.

;Como podemos prevenir este tipo de incomodi-
dades?

1. Explica con tus propias palabras el salto
de dimension que hay entre cuatro puntos
gue son coplanarios y otros cuatro puntos que
no lo sean.

2. ;Crees gue una mesa de 5, 6 0 7 patas tiene mas
posibilidades de estar coja? ¢Por qué?

- una mesa firme.

< Por otra parte, esta la opcién de construn‘ mesas de

Pues ademads de utilizar mejores materiales y mesas
bien equilibradas, también existen otras opciones
mas matematicas..

Si utilizamos tina servilleta doblada y Ja ponemos de-
bajo de la pafa mas corta, realmente lo que estamos
haciendo matematicamente es desplazar ese punto
‘Que me hacfa saltar a una dimensién mas, y conver-
tirlo en coplanario con los otros tres. Asi tendremos

‘w

solo tres patas, ya que estas nunca estaran cojas. Eso
ocurre porque el nimero minimo de puntos que ne-.
cesitamos para definir un plano es tres, y mientras
que esos puntos, base de las patas, no estén alinea-
dos, la base de la mesa formaré un plano y, por tanto,
es 1mpos1b1e que esté coja.

Por este tltimo motlvo muchos taburetes solo tie-
nen tres patas, aungue también hay muchos otros
objetos que se aprovechan de esta propiedad, como
son los triciclos con los que Juegan los nifios o los
tripodes usados en fotografia.

Resulta muy curioso que, aunque tengamos la ima-
gen de que las mateméticas son abstractas, las pode-
mos encontrar incluso en la mesa de un bar

3. Si los seres humanos pudiéramos ver.en mas de
tres dimensiones, ;cuantos puntos como minimo
necesitariamos para construir un espacio de cuatro
dimensiones? ;Y de cinco dimensiones?

4. Busca otros objetos que puedan tener el mismo
problema que las mesas.




Angulos y distancias

Angulos entre rectas
y planos

Proyecciones ortogonales
Puntos simétricos

Distancias entre puntos,
rectas y planos

Lugares geométricos.
La esfera

El domingo, tu dia favorito. Tras una dura
semana es el momento de disfrutar de
la videoconsola y de leer ese libro que
te tiene enganchado. Ademas, juega tu
equipo de fatbol, es la final de un gran
torneo de tenis y hay una apasionante
carrera del mundial de MotoGP.

En tu casa tenéis la costumbre de ver
las carreras de motos en familia porque
a todos os gustan, y normalmente son
en un dia en que estais reunidos. Te
resulta muy interesante ver los
adelantamientos, las velocidades
maximas (ue se toman en pista o quién es
capaz de hacer la vuelta rapida.

Pero, después de tantos anos viendo
carreras de motos, te sigue
sorprendiendo la misma pregunta:

;como se pueden inclinar tanto los pilotos
en las curvas?

Desde hace unos anos, en la propia
retransmisién en directo de la carrera,

se van marcando los dngulos que van
tomando los pilotos en cada curva. Y, por
supuesto, en ese proceso las matematicas
tienen mucho que decir.

¢COomo se sabe el angulo de
inclinacién con el que un piloto toma
una curva?




7—

Angulos en el espacio

EER Angulo entre dos rectas

e

L

Fl Angulo que forman dos rectas, ry s, es el menor angulo que se puede
formar entre sus vectores directores, Uy V. Se calcula como:

cos o — M‘ — q = arc COS<M>
a[17] a1

Angulo entre una recta y un plano
Date cuenta

£l angulo entre dos rectas El angulo que forman una recta ry un plano x es el complementario del
es siempre menor o igual gue menor angulo formado por el vector director de la recta i y el vector normal
90° v, pOr tanto, su Coseno s al plano 11 Se calcula como:
siempre positivo = = Mles. =
i-n i-n
cos (90" — a) = % — @ = 90° — arc cos L’—:
al-|5] |al-|5|

Si las rectas son perpendiculares. o
g-v=0-cosa=0
Halla el angulo que existe entre:
x—2 y+1_Z
-2 3 1

y—6
1

a) Lasrectasr:

b) Larectar: —_)11—

priMERO. Se halla el vector director de cada recta y el vector normal al plano,
y se calculan su producto escalar y sus modulos.

a) Vector director de r — 0=(-=23"M vector directordes = vV = (1,0, 1
gv=-214+30+11=~1 |G| =+ |vl=+v2

b) Vector director — T=11"0 vector normal —» A = (1,1,
GA=—11+11411=1 |gl=+3 \l=+v3

segunpo, Se aplican las formulas para calcular el angulo.

a) cosa = |0V :’l-L:—L—»a:arccos(—L>:79°é’23”
(G- 17] via-v2  2v7 2V7
by cos(Q0° — o) = 1] ~1, a = 90° — arc cos <l> = 19°28"17"
NERVEIE 3
1. Halla el angulo y el punto de interseccion entre estas rectas. 2. calcula el angulo que forman al cortarse estas rectas
= lanos en cada caso.
a)r-Xer'ZZO1 b ); 2+; i P I) Xty+z+1=0
: rry=t-— L X= FZ+ 1=
= a r -l = g
2X+7+3 OJ — 94+t ) 2 3 4 b)r_zx+y—32:0}

s@2+A—ABFN S 3 =7 wax+ey+2z—-9=0 tx—y+5z2+7=0




Angulos y distancias ||

[EER Angulo entre dos planos

El angulo que forman dos planos, 7, y 7, es el menor dngulo que se forma
entre sus respectivos vectores normales, 11, y .. Se calcula corno: v
|ﬁ1‘ﬁ2| |ﬁ1ﬁ2| = AL'
COSOLZ_,——_,——,}OL:aI‘CCOS e —
| B || e | 7| | e |

El 4ngulo entre dos planos es igual al dngulo
que forman dos rectas perpendiculares, respec-
tivamente, a cada uno de ellos.

Date cuenta
= Como el angulo entre dos planos B
Halla el angulo que se forma entre los siguientes planos. es el &ngulo’entre dos rectas,
X=34+A+2p es siempre menor o igual que
T x+2y—z+2=0 miy=3—A+n 90° v, por tanto, SU COSeno es

siempre positivo.
z=3

Si los planos son perpendiculares.
PRIMERO. Se hallan los vectores normales a cada ptano. P-F,=0->cosa=0

Vector normalam, = A, = (1,2, =1 »~
Para calcular el vector normal a m,, se halla primero su ecuacion implicita:
X—=3 y—3 z—3
1 —1 0 | =0 ->3¢z—3=0—-2z—-3=0
2 1 0
Vector normalam, — M, = (0,0, 1)
SEGUNDO. Se calculan el producto escalar de los vectores normales a cada plano
y sus mddulos respectivos.
ﬁj'ﬁ2:1'0+20+(*’|)'1:_1
A=(012-1- | 7] = \/g
ﬁz = (0,0,1) = |ﬁ2| =1

TERCERO. Se aplica la formula para calcular el angulo que forman los dos planos.

cos a = Pefl 121 arccos<i> = 65° 54’ 18"
A | : | ﬁz| V6 -1 V6 Ve
3. Determina el angulo que forman los siguientes planos 4. Considera estos planos.

al cortarse m.—X+y—3Z+D=0 mw —2X+3y—z+D=0
a m2Xx+y—32+2=0 Ty —X+5+z2-7=0 a) Demuestra que son secantes en una recta para cualguier
b) 7. 4x+y—3=20 iy —3X+2y—32+8=0 valor de D

X 2 —1 b) Halla el dngulo que forman ¢Depende del valor de D?
C) w |y —1 (2) *13 =0 T 3X -y —2+5=0 ) Determina la ecuacion de la recta interseccion, sabiendo

z

que pasa por el punto A0, —2, 2).




Proyecciones ortogonales

m Proyeccion ortogonal de un punto

!

* La proyeccién ortogonal de un punto P sobre una recta r es otro

punto Q que pertenece a la recta, y tal que el vector PQ es perpendicular
al vector director de la recta.

™ * La proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano = es

un punto Q que pertenece al plano, y tal que el vector P() es perpendicular
al plano.

P
:
o

o)

., —1
Determina la proyeccion ortogonal de P(0, 0, 0) sobre r: X 5 T 7 = -

PRIMERO. Se halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por P.

Vector normal: i = (2, 1, —1) N 2=+ 1y —0—1z—-0 =0
Punto: P, 0, 0) T2X+y—z=0

SEGUNDO. Se calcula el punto de corte de la recta con el plano que se ha hallado,
Yy ese punto sera la proyeccion ortogonal.
X-1_y—-3_ 7z X—2y=-5 X =-2/3
2 1 o x+27=1 —>y:13/6—>0<—
2X+y—z=0 2X+y—2z=0 z=15/6

o

13
o

Wl

o |
S

& | Calcular la p DyeCCcion ornogao

r Determina la proyeccién ortogonal de P(0, 0, 0) sobre : 2x — 3y + z— 2 = 0.
° PRIMERO. Se halla la ecuacion de la recta perpendicular al plano & que pasa por P.

Vector normal: i = (2, —3, 1) L, X=0_y-0 z-0
Punto; P(0, 0, 0) o2 -3 1

SEGUNDO. Se calcula el punto de corte del plano con la recta que se ha hallado,
Yy ese punto sera la proyeccion ortogonal.

X_Yy _z X+2y =0 X = 2/7 5 3 1
2 -3 1 - X—2Z =0t > y=—3/7—>0<7,—7,7>
2X=3y+z—-2=0 2X—3y+z=2 z=1/7

ACTIVIDADES

5. Halla la proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta. 6. Calcula la proyeccion ortogonal del punto P sobre el plano .

a) PG —1, —3) r:XT”:!#:z A P=3,1,0  mo2Xty—z—1=0
5 PO, —2 Aoy 4z—2 =
e A  Xtytz-2-0 b)P(O, . 5) n'3x 2y + s 0
i } ._X+2}/*4Z*'|=O C) P2,1,—1 X —y—24 =0

/
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Angulos y distancias |

m Proyeccién ortogonal de una recta sobre un plano

La proyeccion ortogonal de una recta r sobre un plano « es una recta s e
que esta contenida en el plano, y tal que el plano ©” que contiene a'las dos .
rectas es perpendicular al plano . T

.. x—1 -3 z
Halla la proyeccién ortogonal de la recta r: 7 = 11— = _—130bre
el plano de ecuacion : 2x — 3y +z— 2 = Q. s
PRIMERO. Se hallan el vector director de r, €l vector normal a = y un punto de r. ‘
vector directorder: 4 = (2,1, —1) -

Vectornormalam: 7 =2, —3,1)
Punto der: P(1,3,0)

SEGUNDO. Se calcula el plano =’ que pasa por el punto Py tiene como vectores
directores el vector director de la recta y el vector normal al plano =.

xX—1 y—3 z
'l 2 1 —N=0->n.-2k—1)—4(y—3 -8 =0
2 -3 1 S X+2+47—7=0

El plano = contiene a la recta ry es perpendicular al plano .

TERCERO. Se halla el corte de los dos planos, m vy «’, que es la recta s, proyeccion
ortogonal de r sobre .

I
25
X:7—2}\
2X—3y+Zz—2=0] seresuelve
: _ 12
X+2y+4z—-7=0 27—7\
Z=2A
2
X=—5' 2\ .
7 -
. 12
Luego la ecuacion de larectaes s: y = 777\
Z=2A

sl
N~

La proyeccion ortogonal de una recta sobre un
plano también se puede calcular escogiendo dos

puntos de la recta, calculando su proyeccién or- : O
togonal sobre el plano y, posteriormente, hallan- Q

do la recta que pasa por las proyecciones. /

7. Determina la ecuacion general de la recta que es proyeccion 8. Consideraelplanon. x —2y +az—3 =0

ortogonal de la recta r sobre el plano = en cada caso. _ y=2
ylarectar: 7 _ e
Cx—1 z X—z=
a r =y=— Yy TX—-y—2-1=0 ! ;
3 2 a) Determina el valor del parametro a para el que la recta r

X=—2+t es paralela al plano .
byriy=t y m2x—y+3z-1=0 b) Para ese valor de a, determina la ecuacion general

z=3 de la proyeccion ortogonal de r sobre .




Puntos simétricos

m Simétrico de un punto respeéto de otro punto o de uina recta

\
.
*1

C. = Fl simétrico de un punto P respecto de otro punto Q es un punto P’
tal que el punto Q es el punto medio del segmento PP’.

= El simétrico de un punto P respecto de una recta r es un punto P’
tal que la recta r pasa por el punto medio del segmento PP, y el vector PP’
es perpendicular a larectar.

s

Halla el simétrico del punto P(0, 2, —1) respecto del punto Q(—1, 0, 2).

PRIMERO. Si €l Simétrico es P’(a, b, ¢), se halla el punto medio del segmento PP’.

P, 2, —1)y P'@ b, ¢) = Su punto medio es: (% g;—b _1; C)

SEGUNDO. Se resuelve el sistema que se forma al igualar el punto medio al punto Q.
a2+b —1+c¢
2

(—1,0,2) = <? o ) — El punto simétrico es P(—2, —2, 5).

. x—1 zZ+ 2
Calcula el simétrico del punto P(—1, —1, 0) respecto der: = % =
pRIMERO. S¢ halla la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta, para eso se calcula
la ecuacion del plano perpendicular a la recta que pasa por el punto.
Vector normal: 1 = (1, 2, 2)
P(—1,—1,0

Se calcula el punto de interseccion entre este plano y la recta.

}—>nzx+2y+22+30

X—=1 y z+2 A=y —2=0 X =1

1 2 2 - 2Xx—z—4=0p>43y=0 - 01,0 -2
X+2y+2z+3=0 X+2y+27+3=0 z=-2

SEGUNDO. Se calcula el simétrico def punto respecto de la proyeccion.

—1+a —1+b o
(1,0,—2) = <——2 a’ 5 %) — El punto simétrico es P(3, 1, —4).
ACTIVIDADES
9. Determina el simétrico del punto A con respecto al punto B. 10. Halla el simétrico del punto P con respecto a la recta r.
a) A(1, =2, —1)yBQR,2, —2 +
) A( )y B( : ) a) P(é,*1,—3)yr.x,)3=y_'14=z
b) AG3,0, 42)y5<—1,3, 0) B

b) P2, —5 —a)yr X+y+z—2:0}

—x+2y—4z—-1=0
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Angulos y distancias

[EEN) simétrico de un punto respecto de un plano

P
x
El simétrico de un punto P respecto de un plano = es otro punto P’ ,-1
tal que el plano = pasa por el punto medio del segmento PP’, y el vector PP - . o
es perpendicular al plano . &
®
¥ P’
)
Calcula el simétrico del punto P(—1, —1, 0) respecto de w: x + 2y + 2z+ 3 = 0. ' p
PRIMERO. Se halla la proyeccion ortogonal del punto sobre el plano.
Se halla la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P. Q ]
vector director: i = (1,2,2)] _ pXE1 Y41z : z
P(—=1,—-1,0) 12 2 P
Se calcula el punto de interseccion entre este plano y la recta.
X+1:y+1:£ 2X—y+1=0 X =-—1
1 2 20— 2X—=2Z2+2=0; 2> {y=—1-0(—1,-10)

X+2y+22+3=0 X+2y+2z+3=0 z=0

SEGUNDO. Se calcula el simétrico del punto respecto de fa proyeccion.
—1+a —1+b ¢
2 2 "2

(—1,—1,0):< ) - P(—1,—1,0)

r
I
Hay infinitas rectas respecto de las cuales dos puntos fijados son simétricos.

Dados dos puntos, Py P’, existe un Ginico plano « respecto del cual son simétricos. Po---¢
Ese plano contiene al punto medio del segmento PP’y es perpendicular a PP’.

Si los puntos P(1, 0, 5) y P(3, 2, —3) son simétricos, halla una recta y el plano
respecto de los cuales dichos puntos son simétricos.
Calculamos Q, el punto medio de Py P’, y el vector PP”:

143 0+2 — —
( , 2 3)» 0,1, 1) PP = (2,2, —8)

2 2 2

Una recta respecto de la cual son simétricos pasa por su punto medio y su vector
director serd perpendicular a PP” = (2, 2, —8), por ejemplo: i
X—2 y—1_z—-1

2 2 1

El plano respecto del cual son simétricos pasa por el punto medio y tiene
por vector normala PP’ = (2,2, —8) » m 2x + 2y — 8 + D = 0.

2:242-1—=81+D=0->D=2>7m2x+2y—8+2=0

Como(2,2,1):(2,2, -8 =0—~>r:

11. Halla el punto simétrico del punto P con respecto 12. Halla la ecuacion de = para que A y B sean simétricos.
al plano . a) AQ, —1, —3)yB({2,—3, 1)
a) P(—=3,1,0ym2x+y—2z—1=0 3 3 13
b _ -~ - by Al=, ——= —1)yBl——=, =5
) PO, =25y 3x —2y +z2—2=0 2 g 2° 5

i
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Distancias a puntos y a planos

(XA pistancia entre dos puntos -

1

La distancia entre dos puntos Ala,, a,, a;) y B(b,, b2, bs) en el espacio es
el moédulo del vector que tiene por extremos dichos puntos.

d(A, B) = | AB|
d(A, B) = |(by — a1, by — a5, by — ag)| = V(b1 — af + (b, — azf + (by — adf’

~ Calcula la distancia entre los puntos A(—1,2,0)y B(2,0, —1).
AB=0Q2—(=10-2-1-0=@3-2—1
da,B) =@, 2, N[ =Vo+4+1=V14 .

m Distancia de un punto a un piano

La distancia de un punto P a un plano =« es la distancia entre el punto P
y su proyeccién sobre el plano .

" Conocida la ecuacién del plano m: Ax + By + Cy + D = 0, la distancia de
un punto P(xy, ¥4, 1) al plano = se puede calcular mediante la expresion:

- IAXI_ILBY1+CZ1+D|

VA + B+ C

Qe--~-=--1--87T0

d(P, )

Halla la distancia del punto P(2,1,0) al planom: 2x— 3y+z—2=0.

PRIMERO. Se calcula el vector normal al plano y su madulo.

A= —31-|il=+v4
SEGUNDO. Se sustituyen los datos en la expresion que se utiliza para hallar
la distancia.

At ButCH+D| 224 (=3 14+1-0-2] 1 V4
VAZ+ B+ C? V14 via 14

dP, n)

ACTIVIDADES

13. Determina la distancia entre los puntos A(1, 4,—2) 15. Determina la distancia del punto P(0, 1,—3) al plano
yB(3,2,1). w2X—y—2z+4=0.

14. Determina los puntos de larectar: (A, A, A +1) que se 16. Calcula D para gue la distancia del punto P(—1, 3,—2)
encuentran a 5 unidades de distancia del punto A(1, 4,—2). al plano m: x + 2y + 2z + D = 0 sea de 4 unidades.
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Angulos y distancias

m Distancia entre dos pianos

= Silos planos son coincidentes o se cortan, la distancia es cero.

= Silos planos son paralelos, la distancia entre ambos es igual a la dlstanaa entre :

cualquier punto de uno de los planos al otro plano. or g R A
o 7

ot

Halla la distancia que hay entre los planos ;: 3x — 3y =0y m: x—y=1.

PRIMERO. Se determina su posicion relativa a partir de sus vectores normales. Date cuenta
A= (3, —3,0)y i, = (1, —1, 0) son proporcionales, luego los planos son paralelos. Siias ecuaciones de los planos
SEGUNDo. Se halla un punto P de uno de los planos paralelos y el médulo del vector paralelos son de la forma
normal del otro plano. ™ AX - By + Cz + D=0
P, yr, 22) = P(1,1,2) € my A= (1,-1,0) = || = V2 S AX+ By +CZ+D =0
TERCERO. Se halla la distancia entre el punto P € =, v el plano .. para calcular la distancia se
, , , , utiliza la siguiente expresion
| A%+ By, +Cz+D | [1-1+(=1-1+0-2—=1 1«2 ;
d(my, mp) =d(P, my) = NS = el = vz = e e 2
VAZ+B?+C ’ VA + B2+ C?

m Distancia entre una recta y un planc

= Silarecta y el plano tienen algun punto en comun, la distancia es cero. /

» Silarectay el plano son paralelos, la distancia entre ambos es igual a la distancia D
entre cualquier punto de la recta al pfano.
)

Date cuenta

= Posicion relativa de una recta r E

. . X — z v
Halla la distancia entre la recta r: ! =Y = —vyelplanom x— y= 2. B0l YSHoY il
2 2 —1 y un plano = con vector
PRIMERO. Se determina su posicion relativa. normal 7
_V):(Z,Z,*'I),/_')):(’I,_'I,O) SV -A=2—2=0 =SV -n+#+0,secortan
en un punto.
P(1,0,0) € ryno pertenece al plano — ry = son paralelos. o
= Siv - n =0, son paralelos
SEGUNDO. Se halla un punto P de la recta y el médulo del vector normal al plano. 0 la recta esta contenida
P, ya, 2 = P(1,0,00 € 1 en el plano
A=(1,-10 - |l =v2
TERCERO. Se halla la distancia entre el punto P = ry el plano «.
AX;+ By +Czy+D 114+ (=1-0+0-0—2 2
o, m=ap, = 1B EC D] [T 1) L _¥2
AT B C V2 V2 o2
17. Determina la distancia entre ios planos 19. Determina el valor del parametro a para el que la recta de
! _ ms . = 1 -
rit ZXERAYE N Z el SO S Ay 22 57 0. ecuacion r- x = & > 2 _ 2 2 sea paralela al plano
18. Los planos de ecuaciones m;y —X + 2y + 2z —1 =10 de ecuacibnz: 5x —ay +z + 4 =0.
y @, 2x — 4y — 4z + D = 0 se encuentran a una distancia Para este valor encontrado, caicula la distancia entre
de 3 unidades Determina los posibles valores de D. la recta ry el plano .
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Date cuenta

a La distancia de un punto P
a una recta r también se puede

calcular como la distancia entre
el punto Py su proyeccion
ortogonal sobre la recta r.

L

Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P a una Qt“'é‘cta r se puede calcular con la formula:
|7, x AP |
|7

siendo v, el vector director de la recta y A un punto cualquiera de la recta.

d@,r) =

Para demostrar este resultado utilizamos el
area del paralelogramo PABC:

Area = Base - Altura = |V, |- h

Area = \\Z X ﬁ’
Como h = d(P, r), igualando y despejando h:
|V, x AP |

7]

7,|-h =|7. xAP| > h =

)
=
.4
Halla la distancia del punto P(1, —3, 2) a la rect X2y =
. alla la distancia ael punto B y alarectar: X+22=3'
pRIMERO. Se hallan el vector director ¥ y un punto A de la recta.
i 7k
Vo=l3 —2 0|=—4T—&+2k=(-4,-62
1 0 2

En las ecuaciones de la recta, six = 1 — y =1,z = 1.Un punto esA(1,1, 1.

sEGUNDO. Se calcula el vector determinado por el punto Py el punto A de la recta.
A=01—-1-3-12—-1=0—47

TERCERO. Se determina el producto vectorial de los vectores vy AP.

i 7k
VX AP =|—-4 —6 2|=27+4+16k=(2 4,16
0 —4 1

cuarTo. Se calculan los médulos de los vectores vy, y V; X AP,y se sustituye
en la formula que permite hallar la distancia del punto a la recta.

|V, x AP | = ¥4+ 16 + 256 = V276 |7,| = V16 + 36 +4 =56
[V xAP| _ V276 269 _ V966

ap,n = = = =
|| V56 214 14
20. Halla, en cada caso, la distancia del punto a la recta. 24. Sabemos que el punto P(2, 1, m) se encuentra
— 3t a una distancia de 3 unidades de la recta que tiene
a) P(1,2, —3)yry=—2+2 porecuacic’Jnr'X_zzi‘l .
z=1-2t y=3

b) P(3,0, —Nyr2x=y—5=1-12

c) P(—1,0,2)y el eje OX
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Determina los posibles valores que debe tomar
el pardmetro m para que se cumpla dicha
condicion.




Angulos y distancias
Distancias entre rectas

(XA pistancia entre rectas paralelas y secantes

= Si las rectas son secantes o sofi coincidentes, la distancia entre " :

dichas rectas es cero. /

= Silas rectas son paralelas, la distancia entre ellas es igual a
la distancia entre cualquier punto de una a la otra.

“ Calcula la distancia entre estas dos rectas.
x—1_y _z+2 2y +2z+2=0
1 =2 22 S ox+y—1=0

r:

Determinamos la posicion relativa de las rectas, y para ello calculamos un vector director
y un punto de cada recta.

Ju=0,-2,-2 !
1P (1,0 —2) i
} Calculamos el vector director de s. i
i j ok i
MXh=0-22x21,0=|0 —2 20=—2+ 4 + 4k - Vs = (=2, 4, 4)
2 =1 0

| Calculamos un punto de s. Si hacemos x = 1: {
I
1

~2y+22+2—0] 2y +2z2+2=0
X=1- - B

24y —1=0 y__1}—>2+22+2:o—>z——2

Luego P«(1, —1, —2) es un punto de la recta s.

1 -2 -2 T2 2 '
| Rango(iz . 4>=1 Rango | —2 4 4 |=2
1—1 —1-0 —2—(-2)

Los vectores v, y V; son proporcionales entre si, pero no son proporcionales al vector PPy,
por tanto, las rectas r y s son paralelas. i

Para hallar la distancia entre las dos rectas, calculamos la distancia entre un punto de r i

ylarectas.
- i 7 K
Ve X PPy=(—2,4,8X(0,~1,00=—2 4 4|=4i+2=(40,2 ‘
0 —1 0
d(PS):\VSX?Ps': Vie+4 Y0 +5
' [ V] Va+16+16 V36 3
22, Determina razonadamente la distancia entre la recta de 23. Determina la posicion relativa de estas dos rectas.
ecuacionesr'x_syi;}ylarectas,quees o ZamyssEs Sl =S8 g AReE
Z= —X+2y—z—-7=0 S —1

la inter: i6n de | i ’ .
Seceian 0s siguientes planos. Calcula de manera razonada la distancia entre estas

T3X+y—2—11=0 T X+y—5=0 dos rectas.
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m Distancia entre dos rectas que se cruzan

La distancia entre dos rectas, 'y s, que se cruzan se calcula con la férmula:

- AB, ¥, 7
d [I‘, s) :—I—V—;(W

!

siendo ¥, el vector director de la recta r, A un punto de larectar, v, el vector
director de la recta s y B un punto de larecta s.

Para comprobar este resultado utilizamos el volumen del paralelepipedo &
determinado por los vectores AB, V. y V..

Volumen = (Area Base) - Altura = |V, X V|- h
Volumen = ‘[TAE —A—C:, E]’
Como d(r, s) = h, igualando y despejando h:
\[AB, AC, AD]|  |[AB, ¥, ¥

|V, X |- h = |[AB, AC, AD]| > h =

|V, X 7] |V X V4]
Halla la distancia entre las siguientes rectas:
Ix—2y=1 X y+1
vides r x+22=3} s.2 =73 =z—14
!,'.I ) Si 77y V7 son 10s vectores PRIMERO. Se determinan los vectores directores y un punto de cada recta.
directores de rys, ik
respectivamente, yA =ryB € §. V=13 —2 0|=—4i—6/+2k=(~4—62)
= , X ¥, = 0 — Son paralelas 1 0 2

V, XV, +0

Enlas ecuacionesder, six=1—->y =1,Z=1 - UnpuntoderesA(1,1,1.
.. .,
[AB, Vr, Vs] =0

} — Se cortan. N
Vs = (2,3, 1) yunpuntodelarectasesB(O, —1,4).
Vi, X Vs#+ 0

. SEGUNDO. Se calcula un vector determinado por los puntos de cada recta
[AB, 7, V] + O

gue se han obtenido.
AB=0—1-1—14—1=(1-223)

] — Se cruzan

TERCERO. Se determina el producto mixto de los vectores directores de la recta
y el vector AB.

o]k
VX V=|—4 —6 2|=—12]+8 =(-128,0)
2 31
IAB, V,, Vsl = (—1, —2,3) - (—12,8,00 =12 — 16+ 0 = —4
CUARTO. Se sustituyen los datos obtenidos en la formula, y se opera.

4B, v, 7| -4 4 Vi3

dir,s) = ——=——=— = = =
|V, X V| Viaa +e4+0 208 13
ACTIVIDADES
; s 2X — 4z—1=0
24. Determina la posicién relativa de estas rectas. 25. Seanr:(m + 2t, —t,—2 + Hys 3y x++ 79— O}'
y+z=3 x+2 _z
F 7 =—1 S—3 =YVY=75 a) Halla el valor de m para el que ry s no son coplanailas.
Calcula la distancia entre larectary larecta s b) Param = 1, calcula la distancia entre las dos rectas.
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Angulos y distancias |-
VAl | ugares geomeétricos. La esfera

m Lugar geométrico en el espacio

Un lugar geométrico es el corﬁimto de todos los puntos del espacio que
cumplen una determinada propiedad geométrica.

Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de dos
puntos fijos A(0, 0, 0} y B(1, 2, 3).
Sea P(x, y, ) un punto del espacio que pertenece al lugar geométrico.
d(a, P) = Vix — O + (y — OF + (z — OF
dB.P) =y — 17+ — 22+ — 37
lgualando ambas distancias, obtenemos la ecuacion del lugar geométrico:
VAV A+ =Nl —2xt Ay + 22— bz + 14 - ' ﬁ
S X+ YA =X 2XF Y Ay + 22— 62+ 14 > 22X+ Ay + 62— 14=0
El lugar geométrico pedido es el plano m: 2x + 4y + 6z — 14 = Q.

m Superficie esférica

Una esfera es el lugar geométrico de los puntos del espacio que estan
a la misma distancia de un punto fijo, llamado centro. A la distancia
constante se la denomina radio.

La ecuacion de la esfera de centro Cla, b, ¢) y radio r es:

x—aP+{y —bP+{z—cf=r?
Considerando A = —2a, B= —2b,C = —2cyD = a®> + b* + ¢ — r?,

obtenemos la ecuacion general de la esfera:
X+ 4+ 27 +Ax+By+Cz+D=0

Halla la ecuacién de la esfera de centro C(—1, 2, 3) y que pasa por el origen.

dO, 0 =r->V(=1?+224+3 =
La ecuacion de la esfera es:

|
|
L K+ HY— D+ -3 =014 > K+ 1P+ —2+@z—3°=14

La ecuacion general de la esfera se obtiene desarrollando la expresion anterior:
XH2X+H 1+ =8y + A+ 22— 62+9=14 > X+ V2 + 22+ 2x — 4y —62=0

26. Determina la ecuacion de la esfera cuyo centro es el punto 27. Calcula el centro y el radio de la esfera de ecuacién
C(3, —2, 1), sabiendo que A(1, 0, 2) pertenece a ella. XX+ +22—4ax+ 10y —2z+ 26 = 0.
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Angulos en el espacio

Halla el valor de a para quejosplanos i X —y +az—1=0ym:2x -y +22+5=0 formen un angulo de 45°.

PRIMEROQ. Se calculan 10s vectores normales de 10s dos planos

e, = (1, =1, 8) fir, = (2,-1,2)
SEGUNDO. Se aplica la formula que permite calcular el dangulo

cosase — A= el |0, -1@-@-12] _ st2a  ¥2 _ 342 FRACTI=A

| A | -] 7o, Va2 +2-v9 3Va?2+ 2 2 a2+ 2 28. Halla el valor de & para que
TERCERO. S€ resuelve la ecuacion resultante para calcular el parémetro. larectar: 2)4(_ 3= _21}
2 XTy—2z=

(3v22 +2)) =6 +4a)2? > 24— 488 =0 > a,= 0,8, = 24 5 EIpIETeE X = P 2 = §

Se obtienen dos valores porgue hay dos planos gue forman un angulo de 45° con m, formen un angulo de 30°.
Proyecciones ortogonales Proyecciones ortogonales

z—3

4
P(1, 2, 1). Halla la recta que pasa por Py corta
perpendicularmente a r.

Seanlarectar:x+1=y—2 = y el punto

PRIMERO. Se calcula la proyeccion ortogonal de P sobre r.
Se halla el plano que pasa por Py es perpendicular ar.
A= G =014 > x+y+4z+D=0
PO > 14+24+44+D=0->D=~7
TX+y+4z—7=0
Se halla la interseccidn entre el plano v la recta.

)(4—1:y—2=——z_3 X—y+3=0
4 - AX—z+7 =01 -
X+y+4-7=0 X+y+4z—7=0

455
ﬁo( 3'3’3)

SEGUNDO. S¢ halla el vector de extremos el punto que
se ha calculado y el gue da el problema.

P 4 5 5 7 12
PO={———1=-—-2-—1=|-7—-—==
Q <3 "3 "3 1) (3' 3’3>
TERCERO. La recta que se busca tiene como vector director PQ
Yy pasa por P.
Se toma como vector director de la recta un muitiplo de PQ.
XK= 1 =2 z—1
8 Gl N i

==/ —1 2
PRACTICA
_ o Xx—y+1=0
29. DadosP(—1,0,2)y r: X—27—2=0 , halla la recta

que pasa por Py corta perpendicularmente a r.

Dadoslarectar: x—2 =y = —_2—1 y el punto

P (0, —2, 3), halla uno de los planos que contienen
a Py es paralelo a r.

PRIMERO. Se calcula la proyeccidn ortogonal de P sobre r.
Se halla el plano que pasa por Py es petpendicular ar.

n=v,=11-10>x+y—z+D=0
T1P0,—23 >0—2—34+D=0->D=5

TX+y—z+5=0
Se calcula fa interseccidn entre el plano y la recta

4 e (e
*O(—?—‘s"E)

N=2=y=——
=1 = —x—-z+2=0

SEGUNDO. Se calcula el vector de extremos el punto que

se ha calculado y el que da el problema.

X+y—z+5=0f X+ty—z+5=0

TERCERO. El plano que se busca tiene como vector normal
el que se ha calculado y contiene el punto que da el problema.

” 33 3 3
: 2 6 4
PO,~2,3 0+ -2 +D=0-D=—

TX+Yy+2+4=0

PRACTICA

2x—y=20
—2z+1 =0}
Halla el plano que contiene a Py es paralelo a r.

30. ConsideraP(2,—2,1)y r: N




Angulos y distancias

Puntos simétricos

Determina la ecuacion de la recta‘_.simétrica delarectar: x =y = Zrespectodel planom:2x+y—z—6 = 0.
PRIMERO. Se toman dos puntos de la recta y se calculan sus simétricos respecto del plano.

Dos puntos de la recta son: P(0,0,0) € r om1,nher

Se hallan las ecuaclones de Gos rectas perpendiculares al planc, una gue pase por Py la otra por G.

vector director: 1 = (2,1, —1) X _yY_Z Vector director: n = (2,1, —1) LoX=1_y—-1_z—-1
P(0, 0, 0) 2 1 —1 Q1,1,1) 2 1 =1
Se calcula la interseccion entre las rectas y el plano.

X_y_Z X—2y=20 X =2 /P
21 - X+2z2=0p>4y=1 - P@R1,-1) 2 S04
2X+y—z—6=0] 2x+y—z—6=0 z=—1 ,JO :%
X=1_y—=1_2z-1 X—2%+1=0 ; . ] — A “S

2 1 —1 X = = — = — = — | — — —
- +22—-3=0;>x 3V =372 3—>O<3,3,3> /

2X+y—2—6=0 2X+y—z—6=0
Se calcula el simétrico de cada punto respecto de su proyeccion en el plano.

abc
271 - NN=[=- ==
2,1.—1 (2,2,2

7 5 ’l> <a+1 b+1 C+’l> ,,(‘H 7 1
L == S
3°3"° 3 2 2 2 3°'3° 3

) - P"4,2,-2)

PRACTICA
SEGUNDO. La recta buscada es la que pasa por 10s dos puntos calculados.
- 14 - 5 & 31. Determina la ecuacion de la recta
vector director p7Q7 = (— 37 E) Sy =422+ 7\<vl a1 E) simétrica de la recta
lP”(4,2,—2) gy Il 3"3"3 rix+2=y—1=z+ lrespecto

delplanom: x—z+2 = 0.

Puntos simétricos

. 1 .
Determina los valores de a y b para que los puntos A(1,0, 1) y B(;, a, b) sean simétricos respecto del plano
Tmx—yt+tz=1
PRIMERO. Se calcula el punto simétrico del punto cuyas coordenadas se conocen con respecto al plano.
Se halla la ecuacion de la recta perpendicular al plano gue pasa por A.

Vector director: 71 (1, =1, 1) e A=A W
A(1,0,7) 1 -1
Se calcula el punto de interseccion entre esta recta y el plano.
X=1 Z =1 X+y—1=0
Aol W AT Y 2 1 2 2 1 2
1 —1 1 - x—z=0 _->X:E,y:§‘z:_3__>o5'51_3T
X=y+z—1=0 X=y+z—1=0
Se calcula el punto simétrico de A.
(gl_Z_>:<1+XOﬁ’l-ﬁ-ZO)»}P,(_’]_—Q__']_) PRACTICA
380 z 2 ‘ & 9 4 32. Determina los valores de ay bpara
SEGUNDO. El punto calculado y el punto que da el problema tienen que ser 1
el mismo. Se igualan sus coordenadas y se halla el valor de los parametros que los puntos P(2,1,0)y B("' b, 7)

12 1V (1 b | sean simétricos respecto del plano
333 \zdb)ma=gb=3 m2x—3y+z—2 =0
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Puntos simétricos

Calcula la recta contenida en el plano zr;: x + y + z = 3, paralela al plano 7,: X = 0,
y que pasa por el punto simétfico a B(—1, 1, 1) respecto de r,.

PRIMERO. Se Calcula la simetria que se pide.

e calcula el simétrico de B(—1, 7, 1) respecto de 7w x = 0
Vector director: i = (1,0,0)] _ . A —0
B—1,4,1] YT
Z =
Se calcula la interseccion entre myy 1.
=—1+A y=1,2=0
x=0-=> e 14+A=0>A=1> 0011

Se calcula B’ el simétrico del punto B con respecto del plano .

—1+a 1+b 1+¢
2 72" 2

(O,'I,T)Z( ) - B(1, 1M

PRACTICA

SEGUNDO. La recta que se busca tiene como vector director el producto vectorial de
los vectores normales de los dos planos y pasa por el punto que se ha calculado

33. Calcula la recta contenida en
el planom: y — z = 0, paralela
al plano OXY, y que pasa
por el punto simétrico
a B(0, 1, —1) respecto de OXY.

—>ry=1+Aa

Vector director: vV = A, X i, = (1,1, 1) x (1,0,0) = ©, 1, _1)} X =1 ]
zZ=1—A4

B'(1,1,1)

£

Puntos simétricos Distancias

Considera los puntos P(2,3,1) y Q(0,1,1). Halla
la ecuacion del plano respecto del cual estos puntos
son simétricos.

Determina los puntos de la recta r: (A, 1 + A, 2A) que
se encuentran a una distancia de 3 unidades del plano
m2X— 2y +zZ+1=0.

PRIMERO. Se calcula el punto medio del segmento cuyos
extremos son los dos puntos que se dan.

Sea R el punto medio de PQ:

R(Z-I—O 3+1 141
2 ' 2" 2

PRIMERO. S& toma un punto genérico de la recta y se calcula
el médulo del vector normal del plano

PAMT+ A2 ETr conA ER
=@ -21-|Al=v9=3

) =21
seGUNDO. Se halla la distancia del punto de la recta al plano.

. El plano buscado tiene como vector normal el vector
SEGUNDO. EI D ector normal el vecto Clza—2-0+n+a+1 -1

de extremos los dos puntos gque se dany contiene al punto dp, ) =
medio que se ha calculado. 3 3
e @ = (=2,—2,0) > —2X— 2y +D =0 TERCERO. S€ Impone la §ondi(:|én que rios pide el problema
n'kR(1,2,1)M>—2~4+D=0—>D:6 T;;fjl?elvelaecuauon S .
El plano buscado es 3 :3_)|2}\_1|:9—).{27\—1:—9—’7\:—4

mm2X =2+ 6=0. Los puntos son P, 1+ A, 20) ——2 p(5, 6, 10)

PRACTICA

34. Considera los puntos:
P(_3r Or 71)y 0(21 11 1)

Halla la ecuacion del plano respecto del cual estos
puntos son simétricos.
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PRACTICA

35. Determina los puntos delarectar: (0,1 + A, 1)
que se encuentran a una distancia de +/5 unidades
del planom: x — 2y — 2 =0.




Angulos y distancias | -

Distancias

Calcula m para que la distancia eptre las rectas r y s sea de /2 unidades.

R s_x+2y=7}
X=Ty=2 T X—z=3
PRIMERO. S¢ Calculan Jos vectores directores y un punto de cada recta,
= g V= (1,—11 Sx+2y:7}_>Vs:(1,2,0)><(1,0,—1)=(~2,1,—2)
——y=7—-m >
4 A, 0, m) “x—z=3] "lparax =3 - B@E 20

SEGUNDO. Se aplica la formula de la distancia entre las dos rectas.
AB = (3,2, —m)

Y ¢ AB, V., V. 3+m
VXV=(1-1,1N%X(=21,-2=| 1 =1 1=i—k=(1,0-0;-drs) = ! ;v’;s” _ |
-2 1 =2 |Vr [ Vs] \/E
(B, 7, :l| = 3,2, —m)-(1,0,—1) = 3+ m
TERCERO. S€ Impone la condicidn que pide el problemay se resuelve la ecuacion.
3+ m| _ . {3+m:2—>m:—1 PRACTICA
V2 =V2olstmli=2- 050 T s

36. Dadaslasrectasrix=—y=2z—1
ys:x—2=y=2z— m,hallampara
Param = —1: Param = —5 que la distancia entre ellas sea de v2
rx=—-y=z+1 rx=-y=z+5 unidades.

Existen dos rectas cuya distancia a la recta s es ¥/2 unidades.

Distancias

zZ+2
—2

Se dan los puntos A(2, 1, 1)y B(1,0, —1)ylarectar: x —5 =y =
de r que equidista de Ay B.

. Calcula razonadamente el punto C

PRIMERO. Se escribe |a recta en forma paramétrica para determinar las coordenadas de un punto genérico de la recta.
Un punto de la recta es P(5, 0, —2) y un vector director es v = (1, 1, —2).

X=5-+A
ry=a — Un punto genérico de la recta serd de laforma C(5 + A, A, —2 — 2)
Z=—2—2A

SEGUNDO. Se calcula la distancia de C a los puntos Ay B.
dC, A =vV(=3 =+ — 22+ @B+ 207 = V6\2 - 16A + 19
diC, B = V(=4 — N2+ (=02 + (1 + 202 = V6AZ + 12\ & 17

TERCERO. Se Igualan los resuttados para calcular el valor del parametro.

d(C, A) = d(C, B) = Y6)2 + 16A + 19 = V6> + 124 + 17 > 6N+ 1A+ 19 = 602+ 120+ 17 > 4 =—2 — 7\=—%

El punto pedido es:

1
}\:*_
CE+AN—2— 20— c(% = --1)

PRACTICA

37. Considera los puntos P(—3,0, —1)y Q(2, 1, 1)y larecta r: x+ 1 = y = —z Calculael punto Ade r
que equidista de los dos puntos.
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ACTIVIDADES

Angulos

38

154

. Dos rectas que se cortan en el punto P(5,

Considera las rectas que se cortan en el punto P(1,0, —1)
y Cuyos vectores directores son i = (2,1, —2)

y Vv = (2, —2, —1), respectivamgnte. Determina el angulo
que forman aI cortarse.

. Determina los angulos que describen las siguientes

parejas de rectas.
X=1-—2A

ary=4—»
=2+2A
X+2 ¥

GXHT _
-3 2 —1

X =—A
O ry=2—4x
z =7+ 14\
X-+z=56
s 'X+AZ:O}
o 2x—y+3z=0}
3X—2y+4z=5
5'X+1 _y+4_z-2
2 2 —1

—2,7)y cuyos
vectores directores son i = (0,1, Ny Vv = @, 1, 0),
respectivamente, forman un anguto de 60°. Determina
los posibles valores del parametro a.

. Clasifica en agudo, obtuso o recto el angulo que forman

Jyvseginelsignoded - V.

. ¢Para qué valores de k los vectores a =1k, 3,05)

y b = (2, —4, —2) forman un angulo obtuso?

. Decide si el tridnguio de vértices A(—2, 4, 0),

B(3, —3, Ny C6,
u obtusangulo.

—2, 4) es rectangulo, acutangulo

. Calcula el angulo que forman @y b, sabiendo

queld| =3, |b|—8yque|a+b'—6

. . X
. Determina el angulo formado entre larectar: — =y =2

2

yelplanom:2x —y—z =0.

. Calcula el angulo gue forman estas parejas de rectas

y planos.

x=—1+A
aAmx—2y+3z2=28 rry=2+2i
Z=3—A

X—3 y—3 z—1
bymx—3y—z=26 : = =
) m y A 2 —4
r_x+2yf3z:8}
—2xty+z=4

¢ m2Xx+ 2y +22=-3

48.

49.

50.

51.

52.

53.

on

54.

o0

. Considera la recta r:

. Determina el valor o los valores del parametro m para que

Y. _

la rectar X _«-m‘ —zyelplano = x —z = 0 formen

un angujo

Comprueba que los planos wt y + 2Z = 0y o 3y+z=20
contienen al eje OX y determina el &ngulo que forman.

Halla el angulo que definen estas parejas de planos. ;
a w2x—y+3Z=-9 B:2x —2y —2z =49
b) @ —x -+ 5y +3z=—1 B:3x+5y+72=9

XxX=—2+1t+3s
€) a—4Ax+ 12y — 282 =—13 By=2—-2t+s

z=1-t

Estudia la posicion relativa entre las rectas ry s. En €aso
de que sean secantes, determina el angulo gue forman
y su punto de interseccion.

X+t _y—=1_ 5 X+3y=2
ne = =3—z Soytz=5

Determina la posicion relativa entre las siguientes rectas
y, si fuese posible, el angulo que determinan y su punto

de interseccion.
. X+y—-5=0
r2—233+781+% s'x—z+1:0}

Calcula el valor de m para que las rectas ry s sean
secantes.
r,x+y+z+3 = 0}

‘x—y—z—1=0
Para ese valor de m, halla el angulo que formanrys
y el punto de interseccion entre ellas.

S (=1+2A -1+ A m—2))

Considera las siguientes rectas.

XxX=—2+t
ry=4—t SSX=y=12
z=m—2t

a) Estudia la posicion relativa de las rectas en funcion
del pardmetro m.

b) En caso de que sean secantes para algun valor de m,
determina el punto de interseccion y el angulo que
forman.

. X 2
Considera la recta r: 3= ?y = —zyelplano

mX+2y—z—9=0.
a) Estudia la posicion relativa entre la recta y el plano.
b) Determina el angulo formado por la recta y el plano.

X—2¥+z—-3=
—3Xty—z+4=
max+y—2z—1=0

}y el plano

a) Comprueba que el punto A(1, —1,0
rectar.

b) Sabiendo que el punto A(1,

) pertenece a la

—1, 0) también pertenece

al plano =, determina el &ngulo formado entre ambos.
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56. Sean la recta y el plano con las siguientes ecuaciones.
e

r:<1+2}\,%,a—3?\> mX+2y+taz—2=0

a) Determina la posicion relativa entre la recta y el plano
en funcion de los valores del pafametro a.

b) Paraa = 0, determina el &ngulo formado por la recta
y el plano.

€) Cuando a =1, determina la ecuacion del plano
perpendicular al dado y que contenga a la recta.

57. Considera el punto P(2, 0, 0), la recta r: X - y= L
“* yelplanomx+y—z—5=0. 3 1
a) Comprueba gue el punto no pertenece a la recta
ni al plano.
b) Comprueba que la recta y el plano son secantes en
un punto, determina ese punto y encuentra el dngulo
formado entre ambos.

¢) Encuentra el dngulo formado por el plano gue contiene
alarectary al punto P con el plano r.

58. Considera los planos de ecuaciones
Y mpax+y+22+1=0m;—2x+ay+52+1=0
ym4X — ¥y + az — 2 = 0. Demuestra que hay un Unico

valor de a para el que los planos son secantes dos a dos y,

para ese valor, determina los &ngulos formados por cada
par de planos. P

Proyecciones ortogonales

59. Determina la proyeccién ortogonal del punto P(3, 1, 5)
sobre el gje:

a) OX b) oy c) 0z
A partir de los resultados obtenidos, generaliza

la proyeccion ortogonal de un punto cualquiera
sobre los ejes de coordenadas.

60. Determina, en cada uno de los casos, la proyeccion
(12
ortogonal del punto P sobre la recta r:

a) P2,2,0yri(A —A3+4
B X=1_y-3
by P(—1,3 Nyr: T 5 ¢

1 2X—y =6

o) P<O’§ )yrx+z~—1}

X=10—3t

d) P(—3,0,Nyr: y =2t

7=-—5

61. Determina, en cada caso, la proyeccion ortogonal
del punto sobre el plano.

a) PR, 3 Nymx+y+z—3=0

b) P(1,——;—, O)yn:—3x+2y—42—25 =0

X=2A
C) P(2,0,—Nym y =08
Z=3—11—2A

62 Determina la proyeccion ortogonal del punto P{—1, 4, —3)
sobre &l plano
ay. OXY e b) OxZ : ¢ ovz

A part|r del resultado obtenido,-generaliza la proyeccién
ortogonal de un punto cualquiera sobre los planos
coordenados.

63. Sin calcularlo, deduce cudl de estos puntos es la
proyeccidn ortogonal del punto P(1, 0, 1) sobre el plano §
TmX+y—z—3=0. '

A(—1,4,0) B(0, —1, 2) C(2,1,0)

64. Determina, en cada uno de los casos, la proyeccion
°* ortogonal de la recta r sobre el plano .
a) ri@2n—1+75-0%
T=X+2y—=32+1=0
"3—Zz
3
TX—3y—2z2+5=0

X s
b)r._3 y—2

) X+ 3Y—1=0

Or oy_Z4+a=0
T—2X+y—z+4=0
,X—1_y+3:

d)r.—_2 5

A —4y —2z—7 =0

65. Determina la proyeccion ortogonal de la recta
" ri(1 — A, A, —22) sobre el plano:

a) OXy b) OXz c) OYZ
66. Determina la proyeccion ortogonal de cada uno de los

ejes de coordenadas sobre el plano de ecuacion
TX—y—zZ+9=0.

X— 1z
67. Dados larectar: 2 3 _ L;;— =7 el plano
TmX—Yy+2z+1=0yelpunto P2, 1, —5),
calcula:

a) La proyeccion ortogonal del punto P sobre el plano .
b) La proyeccion ortogonal de la recta r sobre ef plano .

68. Consideraelplanom: x+y —4z+ 7 = 0, larecta

)z( : 3}y el punto P(3, —2, 1).

r:

a) Determina la proyeccion ortogonal del punto
sobre el plano.

b) Determina la proyeccion ortogonal del punto
sobre la recta.

¢) Determina la proyeccion ortogonal de la recta
sobre el plano.
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ACTIVIDADES

Simetrias

69 Determina el punto simétrico del punto P(—2, 3, 1)
respecto al eje:
a) OX b) OY,‘,,. c) 07

A partir del resultado obtenido, generaliza el punto
simétrico de un punto cualquiera sobre los ejes
de coordenadas.

70. Determina, en cada uno de los casos, el punto simétrico
del punto P respecto de la recta r.

a) P(—1,2,3yr(—2x —1+24,2
_ xt2 y—1___
b) PO, 2, 0)yri—= =S =7-6
X—2y=28
0 P12 13y r 2X+y+)z/—1}

d) P<22 )yr(1—2}\ 3+2\—1—A

71. Determina el punto simétrico de P(2, —1, 0) respecto

del plano:
a) OXy by OXz c) oYz
Saca conclusiones a partir de los resultados que hayas
obtenido.

e

72. Halla el punto simétrico del punto A respecto de la recta r
z—3
r

73. Determina, en cada uno de los casos, el punto simétrico
del punto P respecto del plano .

a) P(1,0,Mym2x—y—5z2—12=0
by P(—1,1,0ym3x+2y—~38=0

siendo A(1,2, Nyrx+1=y—2=

C) P(O, % ﬂ)\/n: —2y+52—-23=0

74. Encuentra la recta simétrica de la recta de ecuacion

[13

X _Y_Z :
r 2 3 - respecto del plano:
a) OXy b) Oxz c) OYZ

75. Determina, en cada uno de los casos, la recta simétrica
de la recta r respecto del plano .

a) r2n —1+2A5—0N T—X+2y—3z+1=0
b)ri=y—2:3gz mX—3y—22+5=0
-3 3
—Xx+3y—-1= , _
c)r 2y—z+440} n—2X+y—z+4=0
d)r:X_—_;:yTH:z wix —4y —22—7=0

76. Determina la recta simétrica de cada uno de los ejes
de coordenadas con respecto al plano
w—Xxty+z—2=0.
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77 Para cada valor de a, los puntos P(1, 2, 3) y A(0, 1, a)
son, snmetrncos respecto a un plano.

,Halla de forma razonada la ecuacion de dicho plano.
“En partlcular, encuentra el plano paraa = 2.

78. Escribe las ecuaciones implicitas de una recta

°*" con la direccién del vector (1, —1, 0) y que pasa por P,
el punto simétrico de P(0, —2, 0) respecto
alplanom: x + 3y +2z = 5. g

Distancias
79. Calcula la distancia entre los puntos A y'é en cada uno de
° " estos casos.

a) A(1,—1,3)yB(@E, 1, 4)

b) A(—2,1,—5yB({1,0, —7)

80. ;EsisoOsceles el tridngulo de vértices A(2, 5, —1), B3, —2,
yC(—2, —3,11)?

81. Determina las distancias que hay entre los puntos
P(1, 0, 3), (4, 5, 1) y R(10, 15, —3). ¢ Qué puedes decir
de los tres puntos?

82. Determina la distancia del origen de coordenadas al plano:

a) OXY b) OXz c) OYZ

83. Determina la distancia entre el punto Py el plano
en cada caso.

a) P(—3,5, -4 ym—x+2y+22+1=0

b) P(O,%,—3>yn:2x—2y—z+1 =0
3 .
C) P(7,—é,g>yn.3x—4y+ézo

. x—z=2
?4. Determina un punto de la recta r: y+27 = 3} que se

encuentre a una distancia de v6 unidades del plano
de ecuacidn m:x —y — 22+ 5=0.

85. Halla la distancia al plano=: 8x — 4y +z — 5 = 0 de
" los puntos P(2, 4, 12), (0, —1, 1)y R(1, 3, 2). ¢Que puedes
decir del punto Q7 ¢Y qué tienen en comin Py R?

86. Determina el punto del plano = mas cercano al punto A
y la distancia que los separa, en cada uno de los
siguientes casos.

a) A, —1,1ymx—y—z—3=0
by A(—=2,1, -4 ym3x+5y—22+7=0
87. Dadoslarectar: X — 1 = ¥Y+1_2+2 y los planos

p 2 3
w3X + 4y = 1y w, 4x — 3z = 1, determina los puntos
de la recta que equidistan de ambos planos.

X+y=
?.8. Encuentra los puntosder., -~ _ g

delplanom2x—y+2z+1=0.

} que disten %
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89. Calcula la distancia entre las siguientes parejas de planos.
X =4+ 4y ]

X=—4+2\N+ 21
anry=1+A—n

Ty =3+A+n

Z=2—A—5n Z=—4+2\—4p
X=14+3A—1u H'=544\

by my = —2A+ Ty =~1+AN—2u
z=3+u Z=8+3A+2n

C)m2X—4y+z—-7=0 T —X+3y—-52+9=0
90. Considera el plano de ecuacion m:5x —y + 72+ 1 = 0.
Calcula dos planos paralelos a él que se encuentren

a una distancia de v'3 unidades.

91. Sea el plano =: x + 2y + 3z = 12. Halla la ecuacion
de los planos paralelos a = y cuya distancia al origen de
coordenadas sea de ¥14 unidades.

92. Dos caras de un cubo estan en los planos
T2X— 2V +Z—1=0ymu2xXx—2y+27z—5 = 0.
Calcula la longitud de la arista del cubo.

=

93. Determina la distancia entre el eje:
a) OXyelplano de ecuaciony +z —3 = Q.
b) OY vy el plano de ecuacién2x +z+ 5 = 0.
€) OZy el plano de ecuacion —3x + 4y — 2 = 0.

94. Determina la distancia entre la recta que pasa por los
puntos A(—1, 1, 1)y B(—3, 2, —5), y el plano de ecuacién
2Xx—2y—z+3=0.

95. Determina, en cada caso, la distancia entre la recta r

y el plano =.
X+ 2y—z=1 i B _
a)r'~x+y+3z=2} TX+T2Y—2+6=0
X—3  2y—1 z .
by ri——= =— X—2y—z+3=
) > 7 —2 T 2y 3=0
X=3+t
Qry=-5+2t T2X—3y+z—7=0
Z=—1+4

96. Determina la ecuacion de un plano paralelo a la recta

rx = —Lz = z — 1y que contenga a los puntos

A(2, —3,5)yB{(—4,1, 1). Calcula la distancia de la recta r
al plano encontrado.

97. El plano & es el que pasa por los puntos P,(—3, 0, 0),
Py(1, =1, =1y P3(—1,0, —1).
Encuentra los dos puntos de la recta:
(A1, —2—A)
que estan a distancia 1 del plano =.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

Dados el planorm: 2x +y —z+ 6 = 0, larecta

- Z — . .
rx=sy= sz el punto A(—2, 2, 1), determina
un buhto 'ﬁldé la recta r de manera que la recta que pase
por los puntos Py A sea paralela al plano =.

Halla la ecuacion de esa recta paralela y la-distancia
del punto P al plano.

Calcula los valores del pardmetro D para el que

la distancia de la recta r: = 3 - —y=z-1

al plano & x — 2y + 2z + D = Q sea igual
a 2 unidades.

Determina para qué valores del parametro D la distancia

entre larectar: . el plan
ecta Yz =1 y el plano

7. 3X + y + 2 + D = 0 es de 2v/11 unidades.

Calcula la distancia del punto P(2, —1, 3) a los ejes OX,
oYyoz

Determina la distancia entre el punto y la recta en cada
uno de los siguientes casos.

a) P2, 2,0 yr:(\ —\3+N

b)P«4,anyr:X—1::i%§§::—z
1 2X—y =6
C) P(O, > O)yr.X+Z:_1}
X =10-—3t
d) P(—3,0, Nyr: y = 2t
z=-5

Halla la distancia entre el origen de coordenadas
y la recta interseccion de los planos de ecuaciones
Xty +22=4ym:2x—y+z=2.

Calcula la longitud de la altura que parte del vértice B

en el triangulo de vértices A3, —1, —2), B4, 2, 1)
y C(5, 3, 4).

c

105. Se consideran los puntos A(2, —1, 0}, B(3, 1, 1), C(0, 1, 2)

yDG5, 4, myelplanom 2x +2y —z+ 1= 0.

Halla en tu cuaderno:

a) Elvalor de m para que los 4 puntos sean coplanarios
(estén en un mismo plano).

b) El 4ngulo que forma el plano que determinan los puntos
A, By Cconelplano «.

C) Laecuacion de los planos paralelos a  y que
Se encuentren a 2 unidades de distancia.

d) El punto P del plano = que se encuentre mas proximo
al punto Q(—1, 2, 0).
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106.

107.

108.

(1]

109.

110.
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ACTIVIDADES

Determina la distancia entre las siguientes rectas.
arx=y=z

SSx=y—1=2+2
x+2 _y—1
T3 2
Sy, 20=01,30+1t—6 -4 -2

b) r

=27 5

) 2Ky #3230
O x+3y+52—-1=0
X=5_

— y

Demuestra que las rectas que aparecen a continuacion
son paralelas.

x=1+t

3X—y+4=0

L1:y:3+3t] Lzzx—)z/+4=o}
z=3+t

Encuentra la ecuacion del plano paralelo al determinado

por dichas rectas y que diste de él Ve.

En cada uno de los siguientes casos, determina
la distancia entre las rectas dadas utilizando estos
tres métodos:

= Método 1: Calculando el plano que contiene ary es
paralelo a s y, después, hallando d(Ps, r).

= Método 2: Calculando la recta secante perpendicular
comtn a ry sy, después, hallando la distancia entre
los puntos de corte con ellas.

= Método 3: Utilizando la férmula de la distancia entre
dos rectas que se cruzan.

X=2-M Z41
a) riy =3 y St =y—3=
3 2
Z=A
2X—y+2z=3 o
b) r'x+2y+2z:o}y3'x‘y_z
—X+2z=2 -
X—3=y
cr 1rys: }
y:E z =1

Sean Py Q los puntos del espacio de coordenadas
P(0, 0, 0) y (0, 1, 2). Encuentra la condicién que debe
cumplir un punto de coordenadas A(x, y, z) para

que la distancia de A hasta P sea igual que la distancia
de A hasta Q.

¢El conjunto de todos los puntos que satisfacen
esta condicién forma un plano? Razona la contestacion.

Dadoelplanom: x + 3y +z = 4

a) Determina la distancia del origen de coordenadas
al plano .

b) Calcula el punto simétrico del origen de coordenadas
respecto del plano =.

¢€) Calcula el &ngulo que forma el plano = y €l plano de
ecuacion x = 0.

d) Calcula el volumen del tetraedro T determinado
por el plano = y 10s planos coordenados.

Lugares geométricos. La esfera

111.

ce

Determina la ecuacion general del lugar geometrico

- dé los puntos del espacio que equidistan de los puntos:

Ca) AC-3.7, 1)y B(, 3,5)

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

b) A(—1,4,2)yB3, —2,1)

. Determina la ecuacion general del lugar geometrico

de los puntos del espacio que equidistan de los planqs:
a) miXx+2y—2z+3=0 4
T 2X—y+22—7=0
b) t:3x+4z+9=0
T dX — 3y +6 =0

Halla todos los puntos tales que, unidos con los puntos
A3, 5, —1),B(5,9, —5)y C(6, 2, 2), formen un tetraedro
de 15 unidades de volumen.

Encuentra los puntos de la recta:
s Xt 1_y _z=2
2 -3 2
que equidistan de los planos a:x +y —z+ 1 =20
yBx—y+z+2=0.

Determina la ecuacion de la esfera de centro el punto C
y radio r en cada uno de los casos.

a) C(—2,1,3)yr=4
b) C@4, —1,0yr=v2

Determina la ecuacion de la esfera de centro el punto C,
sabiendo que el punto A se encuentra en su superficie.

a) C(—1,2,3 VA2 3,2
b) CO, —1, 1)y A@G, —1,5)

Determina la ecuacion de la esfera que pasa
por los puntos A(0, 0, 0), B(1, 0, 0}, C(0, 1, 0) y D(0, 0, 1).
Calcula también su centro y su radio.

Determina la ecuacion del plano tangente a la esfera,
de centro el punto C, en el punto A.

a) C(—1,2,3)YARZ 3,2
by C0,—1, Ny ARG —1,9)

Conocidas las ecuaciones de la esfera, determina
su centro y su radio en cada caso.

a X+ P+ —Ax+2y—22+2=0
by X +y?+22—4dy+6z+11=0

La esfera de centro C es tangente al plano x. Determina
en cada caso la ecuacion de la esfera y el punto

de tangencia.

a) C2, -1,3)ymx—y+z=20

by C(—=3,1,0ymdx—3y+5=0

Determina la ecuacién de una esfera que tiene su centro
xX+y=4
enlarectar: N _i/( _ ‘I} y es tangente al plano

mX—y+2z—4=0enelpuntoP(3,1,1).
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122. Estudia si esta ecuacion corresponde a una esfera.
““" En caso afirmativo, calcula su centro y su radio.

X+y’+22—-2y+2=0
123. Halla la ecuacioén del plano tangente a la esfera de centro
°* (1,2, —1) en el punto A(—2, 1, 3.
Problemas con angulos y distancias

124. Considera las rectas r y s de ecuaciones:

r_x+2y—z—3=o} X—2 _y-1_2z+a

'X—y—32+6=0 2 -2 3

a) Estudia, en funcion del pardmetro a, la posicion relativa
de las rectas.

b) Determina la ecuacion general de la recta secante
perpendicular comun a las rectas paraa = 1.

C) Paraa = 1, calcula la distancia entre ambas rectas.

125. Un helicéptero situado en el punto P(1, 2, 1) quiere
**" aterrizar en el plano =: x + y+3z=0

a) Calcula la ecuacion en forma continua de la recta de la
trayectoria que le lleve al punto méas cercano a .

b) Halla dicho punto.
€) Cailcula la distancia que debe recorrer.

426. Construye un triangulo equilatero de forma que dos
°*" de sus vértices sean P(1, 2, 3) yQ(—1, 4, 3)y el tercer
vérticeRestéenelplanom:x +y + z = 2.
¢Qué area tiene?

127. Sean los puntos A(A, 2, A}, B(2, —A,0)y C(A, 0, A + 2).
a) Existe algln valor de A para el que los puntos A, By C
estén alineados?
b) Comprueba que si A, By C no estan alineados
el tridngulo que forman es isdsceles.
¢) Calcula la ecuacién del plano que contiene
al triangulo ABC para el valor de A = 0, y halla
la distancia de este plano al origen de coordenadas.

X—1
128. Dadas lasrectas r; X = y = 7, 1,: = % - g

X=2 =1 z
y I‘3 "X—— = —, determina sus tres puntos

de corte A, B y C, respectlvamente con el plano
w. 5X — 4y + 7z + 1 = 0y halla el area del triangulo ABC.

X+y+2z+1=0

1‘2.9. Considera la rectar: X—y+3=0

P(1,2,3)y Q(—1,0,1).
a) Determina el punto simétrico de P respecto de r.

b) Calcula un punto R de la recta r de modo que el
triangulo PQR sea rectangulo en Q y determina su area.

}y los puntos

130. Dados los planos zcy, X — 2y = |, X+ 22 = 2

*“ yelpunto P(1, —2, 3), calcula el &rea del triangulo
Ccuyos vértices son el punto Py las proyecciones de este
sobre los planos m, y ..

131. Tenemos un punto A(12, —1, 1) y una recta r que pasa
por el punto P(1, 1, 1) y tiene como vector director

al vector v(3, 4, 0). Encuentra el punto o los puntos de
la recta r que determinan, junto con Ay P, un tridngulo

de &rea igual a 50 unidades cuadradas.

132. Sean los puntos A(1, 3, —2), B(2, 2m + 1, m)
“ycm+1,4,3).

a) Determina para qué valor de m el tridngulo ABC es

rectangulo, con el angulo recto en el vértice A.
b) Param = 0, determina el punto o los puntos D de la recta

r (A, 3, A) tales que el volumen del tetraedro formado
por los puntos A, B, Cy D seade 0,5 u°. -

133 Considera el plano =, perpendicular al segmento PQ
por su punto medio, con P(8, 13, 8) y Q(—4, —11, —8).

a) Calcula la ecuacion del plano .
b) Obtén la proyeccidn ortogonal del origen sobre r.
C) Halla el volumen del tetraedro determinado por

los puntos en los que el plano = corta a los ejes
coordenados y el origen de coordenadas.

134. Dados el punto P(1, 1, 3) y.la recta
N ox—y—-27+3=0
r X—y+4=0
tal que el tridngulo PQR sea rectangulo en P, con Q
el punto de corte de la recta r con el plano OXY.
Determina su area.

}, calcula un punto R de larectar

135. Halla el &rea del triangulo de vértices ABC, sabiendo

" que A es el punto de corte de la recta

y+2
3

T X—y+2z+1=0,Bes el punto de corte de

la recta r con el plano =, z = 2y C es la proyeccion

ortogonal del punto B sobre el plano ;.

rx—1= = 3 —2zyelplano

136. Halla la ecuacion general del plano que equidista
*® delos puntos P(2, 1,3) y Q(0, 3, —1) y es paralelo
alplanom: 3x —y+z+1=0.
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