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Resumen

A estas alturas de tu vida estudiantil has aprendido muchos simbolos matematicos. Posiblemente este
sea el ultimo que aprenderds en el instituto, el simbolo de integral:

J

Fue introducido por el matematico aleman Gottfried Leibniz en 1675, basandose en la palabra latina
summa, ‘suma’, escrito [umma, tomando sélo la inicial. Por tanto, este simbolo es una S, y la integral no
deja de representar una suma.

El término “Calculo integral”, por su parte, fue introducido por Jakob Bernoulli en 1690.
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Actividades de introduccion

4 Calcula el drea de la region limitada por la funcién f (x) = X entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Solucién:
Si representamos la funcidn f(x): X y dibujamos la superficie P /
@ ) =&
entre ella y el eje OX, obtenemos el triangulo rectangulo de la
figura. |
. g < base- altura )
Sabemos que el area del tridangulo es: Area = T 1
Tanto la base como la altura valen X unidades, por tanto: N N N R S Y-
2
< X-X X
Area=—=—
2 2
X2
Por tanto, el drea bajo la curva f(x)= x se calcula como X):?'

4 Calcula el drea de la region limitada por la funcién f (x) = 3+ X entre el origen de coordenadas y
un punto genérico de abscisa X.

Solucion:

Como antes, representamos la funcién f(x)=3+x vy e /
dibujamos la superficie entre ella y el eje OX. Ahora (i@ =3+e

obtenemos el trapecio rectangulo de la figura.

Si dividimos la figura en un rectangulo de altura 3 U y un
tridngulo, el area se calcula como:

XZ

Area=3-x+ 22 —3x+ :
2 2

Por tanto, el drea bajo la curva f(x)=3+ x se calcula como:

X2 /3 2 M o 1 2 3 iops I
A(x):3x+?, ’

4 Repite los procedimientos anteriores para calcular el drea de la regién limitada por las funciones
f(x)=a, f(x)=a-x y f(x)=a-x+b (con ay b e R) entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Analiza:

e Deriva las expresiones obtenidas en los ejercicios anteriores y razona qué relacidon hay entre las
funciones A(x) y f(x).

e Recuerda la interpretacion de drea como “suma de las unidades cuadradas encerradas por una
figura”. Aplicala para determinar el drea de la funcién f(X)216—X2, representandola en una
cuadricula y contando el nimero de cuadrados bajo ella para diferentes valores de X.

e Razona qué ocurre con el drea cuando la funcién f(x) es negativa en el intervalo analizado.
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1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Definicidn de primitiva

Se llama funcién primitiva de una funcién f(x) a otra funcién F(x) tal que la derivada de F(x) es
f(x), es decir, F'(x)= f(x)

Ejemplo:

% La funcion F(x)=x* —%XZ +3X es una primitiva de f(X) =3x* —X+3, yaque F (x)= f(x).

Teniendo en cuenta las propiedades de la derivada, se verifica que si F(x) es una funcién primitiva de
f(x), cualquier otra funcién primitiva de f(x) es de laforma F(x)+C, con CeR.

En efecto; consideramos la funcién F(x)+C, tal que F'(x)= f(x) y CeR. Si derivamos:

(F(x)+C) = F'(x)+C' = f(x)+ 0= f(x)
Por tanto, F(x)+C es primitiva de f(x).

1.2. Definicidn de integral indefinida
La integral indefinida de una funcion f(x) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como
J' f (x)dx . Se lee “integral de f(x) diferencial de x”.
Por tanto, si F(x) es una primitiva de f(x):
J' f(x)dx = F(x)+C
A C se la denomina constante de integracion, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de X.

Esto que ahora no parece tener demasiada importancia, si la tendrd mas adelante, ya que esta
relacionado con la regla de la cadena que vimos en el capitulo anterior y, en el futuro, aprenderds a
realizar integrales en varias variables.

Por otro lado, si recordamos lo visto en la actividad inicial y lo explicado en el “Resumen” acerca del
origen del simbolo de integral, la expresion de la integral indefinida es la estilizacidn de la expresion:

Sumade f(x) por AX cuando AX — 0,
es decir:

J' f (x)dx = “la suma del drea de todos los rectédngulos de altura f(x) y base infinitesimal (dx)”

Ejemplos:

+* j4x3dx = x* + C porque (x4 + C)' =4x3.
1
X

* J.%dX= Inx+C porque (InX+C)' =
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1.3. Propiedades de la integral

Las propiedades de las derivadas justifican muchas de las propiedades de las integrales.

Suma (y resta) de integrales
Sabiendo que si h(x)= f (x)+g(x)= h'(x)= f'(x)+g'(x):

I[f (x)+ g(x)]dx = I f(x)dx + I g(x)dx

Producto por un nimero real
Sabiendo que si h(x)=k- f (x)= h'(x)=k- f'(x):

[k £ (x)dx =k - [ f(x)dx

Ejemplos:

+* I(Sx“ +2x)dx =15x4dx+j2xdx = x° + x* + C porque (x5 + x2 +C)’ =5x* +2x.

+ j?cos X dx =7jcos xdx = 7 sen x + C porque (7sen x+C) =7 cos x

Actividades resueltas

% Determina los valores de a, b y C para los que F(x)=ax3 +be* +CX es una primitiva de la
funcion (x)=7x* —5e* +3.
Como F(x) es una primitiva de f(x):
F'(x)= f(x)=3ax? +be* +c=7x*-5¢" +3=1{a=1,b=-5,c =3}

4 Determina ay b para que F(X) =alnx® +bX sea una primitiva de f(X) =Inx? -5,

Como F(x) es una primitiva de f(x):

2
F'(x)= f(x):a3i3+b¢ In x> =5 = Es imposible
X

+ Six representa el volumen de produccion de una fabrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcién f(X) =3+8X+15X*. Encuentra la funcion del coste total, F(x), si se sabe que
dicha funcidn viene dada por la primitiva F de f que verifica que F (O) =100.

Como F es una primitiva de f(X)=3+8x+15x’:
F(x):j f(x)dx = .[(3+8x+15x2)dx =5%° +4x? +3x+C
Nos dicen que F(0)=100:
F(0)=100=5-0% +4-0? +3-0+C =100=C =100
Entonces:

F(x) =5x® +4x? +3x+100
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Actividades propuestas

1. Calcula las siguientes primitivas:

d) J'(Sx“ —4x°% + 3x2)dx

Comprueba si F(X)=4x® +2x* =X +5 es una primitiva de f(X)=12x* +4x+3. En caso negativo,

Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(x):ax3 +bx?+cx+d es una primitiva de la

Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,

han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningun error

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢ Cdmo es posible?

a) j4x3dx b) ijzdx c) ISX“dx

2. Dada f(x)=x3-3x?+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.
3.

explica por qué.
4,

funcién f(X)=4x* —5x+3.
5.

en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.
6. Razona por qué la grafica siguiente:

\:

/
/

/

j /E(a:}d:r

es una primitiva de la funciéon “parte entera de Xx”, E(x), (salvo en los puntos de discontinuidad

donde no es derivable):

(@),
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2. INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES

2.1. Integral del diferencial de X. Integrales inmediatas

El término dx estd relacionado, como su propio nombre indica, con el concepto de diferencial visto en el
capitulo anterior. Teniendo en cuenta que la derivada y la integral son operaciones inversas una de la
otra, es inmediato deducir que:

jdx=x+C con CeR.

Esta idea nos permite definir las integrales inmediatas:
Integrales inmediatas son las que se obtienen directamente por la propia definicién de integral.
Si recordamos la regla de la cadena para la derivacion:
F(x)= f(u)= F'(x)= f'(u)-u’

podemos reescribirla en forma diferencial como:

F(x)=f(u)=dF = f'(u)-du
y, calculando su integral:

[ fr(u)-du=[dF =F(x)+C
Ejemplos:

+ j(Sx“ +6x)-ex5+3Xz dx = Iex5*3xz d(x5 +3x2): je” du=e'+C=e""* +C

O CEEL I R IO R A PR

4
3

Inx dx (Inx)® )
—dx=|Inx-—=|Inxd(Inx)=——+C =1%In C
ijxxjxxjx(x)2+2x+
2.2. Integral de la funcién constante

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por X.
Ikdx =k-x+C con CeR.

En efecto; consideramos la funcién F(x)=k x+C, con C e R. Si derivamos:
F'(x)=(kx+C) =k +0=k

También podriamos demostrarlo con lo visto en 1.3.2 y en 2.1:

jkdx:k-jdx=k-x+c

Ejemplos:
* [3dx=3x+cC * [2dx=x+cC
+ _f(—8)dx=—8x+C * IZx/ng=2\/§X+C

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
LibrosMareaVerde.tk

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo

Ilustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP




Integrales. Matematicas Il

2.3. Integrales de funciones potenciales
Ya conocemos la derivada de la funcion potencial:
f(x)=x"= f'(x)=n-x"* conneR
También conocemos que:
f(x)=Inx= f’(x)zéz x*

Es facil razonar el proceso inverso:

n+1l

X
IX"dX=—1+C sinz-1yconCeR.

n-+
Ejemplos:
X5+1 X6
+ | X’dx==——+C="—+C
". 5+1 6
1/3+1 4/3
\#J.%/;dx:jxmdx:—x e ic=33x4c
1+1 3 4
341 -2 _
+ J‘isdx:jx*dx: X _ic=X_+c= 12+C
X -3+1 -2 2 X

El caso n = -1 corresponde al logaritmo neperiano:
1
j—dx=Ix‘1dx= In|x|+C con CeR.
X

Donde el valor absoluto se debe a que tenemos que plantear todas las posibles funciones cuya derivada
sea la funcién del integrando, y se cumple que:

3 . — six<0
L P S I8 EY IR TN R
In x six>0 1 six>0

X

Estas dos fdrmulas se pueden generalizar a partir de la regla de la cadena, como vimos antes:

j[f(x)]”-f’(x)dx=%+c sin=-1 y jwdx:ln\f(x)HC con CeR.

f(x)

Ejemplos:

\Lj —4 dx=In[9—4x|+C
9-4x

+ J.(x2 +2f -xdx:%J.(x2 +2f ~2xdx:%_|‘[f(x)]5 : f’(x)dx:%[f(x)](5 +C :M+C

COSX—Ssenx
*+ e cosx

dx = In|senx+cosx|+C
Sen X + cos X
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2.4. Integrales de funciones exponenciales

Partiendo de la derivada de las funciones exponenciales:

f(x)=¢* = f'(x)=¢* y f(x)=a"=f'(x)=Ina-a"
deducimos:

X

a
Ie*dx:ex+c y J.aXdX=m+C con CeRya=1.

Y su generalizacioén con la regla de la cadena:
() a't
fer®. f(x)dx=e"™+c 'y [a' f'(X)dX=E+C con CeRya=z1l.
Ejemplos:

5% ) 7%
%+ |5dx=—+C + | 7% 4xdx=——+C
-[ In5 j In7

+* ISeBde=e8X+C 4+ j9e*dx=9jexdx=9ex+c

e5X 5

* Ie5xdx=_[ c

Necesitamos la derivada del exponente. Lo solucionamos multiplicando y dividiendo por 5

dx=1j'e5x-5dx=1e5x+c
5 5

+ sz -exsdx:sz%xs'?’dx=%jexs -3x2dx=%ex3 +C

. . . 2 2
Necesitamos la derivada del exponente, es decir, 3X“. Tenemos el X,
pero nos falta el 3. Para solucionarlo, multiplicamos y dividimos por 3

X X

+ j23dx:jL(_3)dx:—3j—l-23dx:—3-£+C
-3 3 In2

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, —%.
Para ello, dividimos y multiplicamos por -3.

2.5. Integrales de funciones trigonomeétricas

Isen xdx =-cosx+C vy Isen f(x)- f'(x)dx = —cos f(x)+C conCeR.
[cos xdx =sen x+C y  Jeos f(x)- f'(x)dx =sen f(x)+C conCeR.
[sec? xdx =tgx+C y  [sec® f(x)- f'(x)dx=tg f(x)+C  conCeR.
Ejemplos:
+ [sen (x—7)dx = —cos(x-7)+C
+ .[4x-sen(2x2)dx:—cos(2x2)+C

* J‘M dx = _[cos(ln ZX)%dX =sen(In2x)+C
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2.6. Integrales cuyo resultado son funciones trigonométricas inversas
arcsen x+C
{ x)dx =arcsen f(x)+C conCeR.

[ Iﬁ
1_ arccosx+C 1— f2

dx arctgx+C 1 ’
- ———- f'(x)dx=arctg f C
J.1+x2 {—arCCOtg X+C y .[1+f2( ) (X) X=arcig (X)+ con CeR.

arcsec X +C j f'(x)dx

dx
Ix [v2 _1 _{—arccosecx+C f ()4 F2(x)—1

=arcsec[f(x)]+C con CeR.

Ejemplos:
- ‘[de - J‘;4
J1- (ax) V1-(4x)’
[ [k =[x - f
Vi-ax? V- (2x) 241~ (2x)° Vi- 2")2

1 ~bx B 1 A _a )
I1+In2(x2+l) x2+1dx_3-[1+ln2(x2+1) x2+1dx 3 arctg[ln(x +1)]+C

dx = arc sen(4x)+C

2dx = S arcsen (2x)+cC

Actividades resueltas

* Calcula las siguientes primitivas:

o IX\/ZXZ +5dX. Observamos que la derivada del radicando es 4x, asi que multiplicamos y

dividimos entre 4:
jx\/2x2 +5dx:ﬂ‘4x-\/2x2 +5dx=ﬂ\/2x2 +5-4xdx

Entonces, esta primitiva es equivalente a J\/Udu - J'u% du =Y

jxv2x2+5dx:1-2“(zx?j+5)3 +C = N(2X26+5)3 +C

4

1
0 j(l—_ZXWdX. La funcidn mds importante es la exponencial, y vemos que la expresion mas
+e -e

compleja se encuentra en un denominador en una forma similar al arco tangente.

La reescribimos como:
1 1 1 XAy 1 aX
j1+e_2X -e—XdX=jm-e dX—.[—1+(e_x)2 e dx

Y se confirma la hipdtesis. Multiplicando y dividiendo entre (-1), para completar la

derivada de e7*:

e e B
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3. METODOS DE INTEGRACION

3.1. Integracidon por cambio de variable

La integracion por cambio de variable busca transformar la primitiva dada en una mas sencilla, y puede
hacerse de dos formas diferentes:

Caso 1. Identificar una parte del integrando con una nueva variable t.

Ejemplo:
* I(Bx +2)"dx . No es necesario un cambio de variable, pero vamos a mostrar el mecanismo:

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos ambos términos:
X+2=t

3= dt > ax = 3 | = [Bx+2)" ox= It“ jt dt

Resolvemos la primitiva en la forma habitual:
1t° t°

—jt“dt_— —+C=—+C
35 15
Finalmente, deshacemos el cambio:
j(3x+2) dx M+C
15

El caso mds frecuente es aquél en el que observamos una funcién complicada y su derivada:
[ £la()]g"(x)dx

Una vez identificada, el cambio de variable consiste en llamar a dicha funcidn t y diferenciar:
, g(x)=t
[ flo(x)]g(x)dx—

g'(x)dx = dt
La integral se transforma en otra que integraremos:
[ft)dt=F(t)+C

Para, finalmente, deshacer el cambio:

[ flo00lg (x)dt = F[g(x)]+C
Ejemplo:
+* j(3tgz X+2tgx+1)

!

-— . La derivada de la tangente es (tgx) =sec’ x =——
COS™ X COS™ X

Hacemos la tangente igual a t, diferenciamos ambos términos e integramos:

tgc)i(x:t :>J(3t Zx+2t x+1) dx
= dt g g cos?

cos? x
Deshacemos el cambio y obtenemos:

j(3tgz x+2tgx+1)c0ds): "

,y asi:

X:j(3t2+2t+1)dt:t3+t2+t+C

=tg° x+tg° x +tgx+C

Muchas veces se convertird en una integral inmediata y, como en los ejemplos, no habria sido

necesario dicho cambio.
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Caso 2. El cambio serd de la forma x=g(t), donde g(t) se elegird de forma adecuada para
simplificar el integrando. Se diferencia la igualdad:

X=glt
j f(x)dx — 9( )
dx = g'(t)dt
Sustituimos en la integral, integramos y deshacemos el cambio hallando la funcién inversa de g:

jf[g(t)]g’(t)dt:F(t)+C—>‘X::§Et >:»j (x)dx = F[g*(x)]+C

Ejemplo:

I— La expresion del radical es similar a la relacion que existe entre las funciones
2 . 4. , . .
\/(1— X )3 trigonomeétricas, asi que intentamos el cambio:

X =sent >:>I dx costdt | costdt jcostdt | dt
— 3¢ 2
dx = costdt \/ \/[1 (sent) ]3 \/cos t cos®t cos’t
Esta primitiva es inmediata:
dt
——=1gt+C
Icoszt J
Finalmente, deshacemos el cambio:
X =sent

dx
J'—: = tg(arcsen x)+ C
2 3
L-x7)
En este caso, la expresion final es bastante fea, pero podemos mejorarla. Si en lugar de
deshacer el cambio directamente buscamos la relacién entre el seno y la tangente:

sent  sent

t =arcsen x

cost  \1-sen’t
Obtenemos:
dt _osent X
=tgt+C = +C=> = +C

Hay muchos cambios ya estudiados, de uso frecuente para casos concretos. Sera el método que
explicaremos en los apartados 3.3 y siguientes.

Actividades resueltas

+* I«/Sx + 3 dx . Como antes, es una integral inmediata, pero vamos a repetir el procedimiento:

Hacemos el binomio igual a ty diferenciamos:

5x+3=t >:Imdxzjﬁ.%dt:%jﬁ.dt

5dx = dt — dx = Ltdt

- 12 3y 2

Resol laprimitiva: = [Jt-dt==[t2dt==.2.t2 +Cc= =\ +C
esolvemos la primitiva I«f j 3 =

Y deshacemos el cambio: I«/5x+3 dx:Ew/( + )
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1

. dX. La derivada del logaritmo es:
j1+In2(x2+1) X2 + g

[In(x2 +1)]' _

2
X“+1
gue se encuentra en la fraccion que precede al diferencial de X. Hacemos el cambio:
2xdx :J'—Z.Bdt:B.arctgt+C:3.arctg[In(x2+1)+C
x2+1 d L+t

4+ Resuelve _[xz -4/ X+1-dx haciendo el cambio de variable X+1=t>

Hacemos el cambio que nos indican:

Ixz-m-dx= X+1:t2:>X:t2_1>:j(t2—1)2-\/t_2-2tdt

dx = 2tdt
Desarrollamos el cuadrado, simplificamos e integramos:

(2 —1f Ve 2t = [t -2t +1)-t-2tdt =2 (t° 2"+ )it = 2. (3t ~2° +4¢°)-C

Y, finalmente, deshacemos el cambio:

[T 2 ) - afef - 2

Actividades propuestas
7. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

a) I%dx haciendo x = t*2.

b) J. haciendo e* =1t.
e +e*

haciendo 1+ 2Xx =t?

o Iw/1+2x dx
@ [—%
X+4x2 -1

e) j(z sen® x+3sen? x—sen x + 3)cos X dx haciendo sen x =t

f) I\/l—xz dx haciendo x = sen t

haciendo x+4/x*>—1=t

8. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:

earctgx
dx <) J‘de
x-Inx

5 X 2
(x* +2x)° 1+x

X+1 X
d) | 2x3Vx*-49.d f) | ——d
)j X3 X X e)I T+1+2 )j — X

)J'ZX +1 b)
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3.2. Integracidn por partes

La integracidon por partes es un método que nos permite calcular la integral del producto de dos
funciones de naturaleza diferente, una facilmente derivable y otra facilmente integrable. Los casos
mas frecuentes son arcos, logaritmos, polinomios, exponenciales y trigonométricas (senos y cosenos),
gue nos permiten crear la regla mnemotécnica A—L—P—E-S.

Con el método de integracién por partes transformaremos integrales de la forma

Iu(x)-v'(x)dx
donde Vv'(x) es la funcién facil de integrar, en otra expresién mas sencilla en la que aparece una nueva
integral mas facil de calcular que la de partida.

Se utiliza la siguiente formula:
ju(x)-v’(x)dx =u(x)-v(x)- Jv(x)-u'(x)dx
que se suele escribir de forma abreviada como:
Iu~dv =u'v—_|.v'du

Existen muchas reglas mnemotécnicas para recordar esta formula, recogemos tres de ellas:
Salieron Unidos De Viaje Y Un Viajero Menos Se Vino De Ujo. Ujo es un hermoso pueblo asturiano
- Susanita Un Dia Vio Un Valiente Soldado Vestido De Uniforme.

- Sergio Un Dia Vio Una Vaca Sorda Vestida De Uniforme.

Demostracion:

Consideramos el producto de funciones u(x)-v(x) y calculamos su derivada:
[u(x)-vOIT = u'(x)- v(x)+ u(x)-v'(x)
Integramos ambos miembros de la igualdad:
J'[u(x)~v(x)]'dx = I[u’(x)~v(x)+ u(x)-v'(x)]dx :J'[u(x)-v(x)]'dx = Iu'(x)«v(x)dx + J'u(x)~v’(x)dx
De donde:

u(x)-v(x)= J.u’(x)-v(x)dx +Iu(x)-v’(x)jx
ju(x)-v’(x)dx = u(x)-v(x)—J'v(x)-u'(x)dx

Despejando, resulta:

También puede obtenerse a partir de la diferencial del producto:
du-v)=du-v+u-dv=u-dv=d(u-v)-v-du
Integramos ambos miembros de la igualdad:
jd(u V)= I(du V+Uu-dv)= J.v-du +ju -dv

Y obtenemos: ju-dv:u-v—fv-du
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Observaciones:

1. Como norma general, se elige como “U” a la primera funcién de la palabra ALPES y como dv al
resto del integrando, pudiendo darse el caso de tener que plantear dv = dx.

Ejemplo:

;ax\ ~
1+x =arctg x-Xx jx-

dv=dx—>v:jdx:x

u=arctgx —du=
dx =

2

%+ |arctgxdx =
I g 1+ X

2X
1+ x?

X
1+ X

=x-arctgx—I >

dx=x~arctgx—1'|‘ dx=x-arctgx—1-ln‘1+x2‘+c
2 2

2. Sabremos que estamos aplicando correctamente el método si obtenemos una integral mas
simple que la inicial.

Ejemplo:
u=Xx—du=dx

+ jx-sen X-dx =
dv=senxdx—>v:jsenxdx=—cosx

= x-(—cosx)—j(—cosx)-dx:

= —X-CO0S x+jcos Xdx =—-x-cos x+sen x+C

3. El proceso de integracidn por partes puede aplicarse varias veces. En ese caso se debe mantener
la eleccidn inicial de Uy Vv. Si se invierte, volveremos a la integral de partida.

Ejemplo:

+ J'x2~e*dx: u=x?-du=2xdx

=x2.e*—[e*-2xdx=x?-e* - 2| x-e*dx =
dv:exdx—>v:.|'exdx:eX -[ .[

U=X—du=dx

- dv=exdx—>v=_[exdx=eX =x-et -2 [x-e’ —jeXdX]ZXZ e’ —2x-e” +2jexdx:

=¥ —2x-&* +2-€" +C=(x* —2x+2)-€" +C

4. Silaintegral inicial es el producto de una exponencial por una trigonométrica, se obtiene lo que
se denominan integrales ciclicas. Al aplicar por segunda vez el método de integracion por partes,
se obtiene la integral de partida, y se debe resolver como una ecuacion:

Ejemplo:
u=e® — du=2e*dx
dv:cos3xdx—>v:jcos3xdx:g-sen 3x

+ J'e2x .C0S 3X - dx =

=e* .lsen SX—I%sen 3x-2e*dx = 1-e**sen 3x—§-je“sen 3x-dx =
2X 2X
u=e"" — du=2e""dx

Repetimos:
dv=sen3xdx - Vv = Isen 3x dx = —3-cos 3x

[e? -cos 3x-dx = §-e”sen 3x— - [e2X - (= +cos 3x)- [ (- +cos 3x)- 2¢™ -dx]:>
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Ie“ -cos 3x-dx = 1-e*sen 3x +2-e**cos 3x—§je2xcos 3x - dx
Observamos que obtenemos la integral de partida. Si denotamos | = J'e2X -cos 3x-dx:

| =1-e¥sen3x+2-e”cos3x—21 = | +41 =1-e*sen3x+2-e**cos3x
Ll=1.p¢ sen3x+§-e2xc053x:>l=E-(§-e "sen3x+ 2% cos 3x)

Entonces, sustituyendo | por su expresién y desarrollando las fracciones:
2%

fezx -cosBx-dx:i—s-(3-sen3x+2-cosBx)+C

5. El método de integracidon por partes no es excluyente. Podemos utilizarlo después de vernos
obligados a realizar un cambio de variable, o tener que realizar un cambio de variable después
de haber aplicado la integracion por partes.

Ejemplo:
garesens arcsen x =t — x =sent
d arcsen x d
+ I\/_ dx=|_ dx _ :Ix-e N Isent e'dt
1-x h_x? 1-x
Que se resuelve como en el ejemplo anterior, y proporciona:
_fsen t-e'dt =2le'-(sent—cost)+C

Antes de deshacer el cambio, expresamos el coseno como:
J'sent-etdtzget -(sent— 1—sen2t)+C

Entonces:

X _earcsenx

- -dX:%earcsenx X—4/1-x? ]+ C
1-xXx

6. Existen otras integrales que se resuelven por partes y que no estan recogidas en “la regla de los
ALPES”. La estrategia general es buscar una funcién “facilmente integrable” y otra “facilmente
derivable” para simplificar la primitiva inicial.

Ejemplo:
U=X—du=dx

. x2dX | xdyx ) o Xdx _ -x e —dx
I1+X) (1+x2)2_dv_)v_2'1+x2 :j(1+x2)2 2'(1+X2) J‘Z.(sz)
Y la segunda integral es inmediata:

dx 1, dx 1 C
-[2-(1+x2)_§-"1+x2 —Earctgx+
Por tanto:
x2dx - X

= +%arctgx+C

J.(1+ x? ¥ 2-(L+x?)
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Actividad resuelta
+* J'x3\/x2 —1dx -

Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes:
1. Por partes:
La dificultad es encontrar la funcidn fdcilmente integrable. En este caso, la eleccidn es:

dv = Lok > v =4 ¢ ‘1)3/2> = [x*Vx? Lk = 1x? (¢ ~1f"* ~ 2 [ x(x? -1 " x

u=x?-—du=2xdx :

La segunda primitiva es mas simple que la primera, asi que estamos en el buen camino:
3/2 3/2 3/2 5/2
Ix?’\/x2 —1dx=1x%(x? -1 —%Ix(xz —1f"2dx=1x2(x2 -1 23 (x2 -1 +C
Es decir: jx3x/x2—1dx:%x2(x/xz—1)2—%(\/x2—1)5+c

2. Por cambio de variable:
El cambio de variable que buscamos es el que permite eliminar la raiz del integrando:

Fol=t o X =t >:> [x* V% 1 = [xVx? —1xdx = [ (2 +1)-totdt = [ (5 + 12 ot

2xdx = 2tdt > xdx =tdt

Resolvemos la primitiva: I(t“ +t2)dt =it°+1t°+C :%(\/ x? —1)s +%(\/X2 —1)3 +C

Las dos expresiones son diferentes, pero es sencillo manipularlas para hacerlas iguales.

Actividades propuestas
9. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

1
a) J(4x3 +3x° —F+\/;)dx b) ImTXdX c) jsen X cos X dx

™o dx arctgx In(x +1)
d) IW e) J.de f) J.de g) J-tg X €OS X dx
x? —1)dx P N, e X' -2x" +1
h) _[—( ,—1_22 i) ferdx ) [x*-e*dx k J. 71 dx

10. Resuelve las siguientes integrales:

dx
a) I(e3X +e2 e )e%dx b) I(Inx+2)7 c) jln(cos x)tg x dx
X dx e*dx .

d i j) | x-coseX -e*dx

) J.1+ x* J‘1+e2X i

11. Resuelve las siguientes integrales:
a)_[(x2+x+1)exdx b)jlnxdx c)J‘xcosxdx
d) J'arcsen X dx e) J'sen ax-e™dx cona, b eR.
f) Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva Icos (In x)dx .
- o cos (In x) u=x->du=..
P llo, multipl divide el int d X: [ ————~. = In
ara ello, multiplica y divide el integrando por I . x dx dV:cos( X)dx—>v:...
X
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3.3. Integracion de funciones racionales

P(x
Abordamos ahora las integrales de la forma I%dx donde P(x) y Q(X) son polinomios, con Q(x) un

. . - . - o E -2
polinomio mdénico o normalizado (el coeficiente principal vale uno: Q(X)z X" +bx" +cx" +...).

El primer paso es descartar que sea inmediata. Una vez descartado que es inmediata, el procedimiento
para integrarlas se basa en determinar las raices del denominador y descomponerla como suma de
fracciones algebraicas cuyas integrales resulten mas sencillas de calcular.

Se nos pueden plantear las siguientes situaciones:

Q(x) sélo tiene raices reales simples
Q(x) tiene una raiz real multiple

Grado P(x) < Grado Q(x) QE
(

X) tiene raices reales simples y multiples

Q(x) tiene raices complejas

Grado P(x) > Grado Q(x)

Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador

Sea I%dx con grado P(x) < grado Q(x).

3.3.1. El denominador solo tiene raices reales simples

Sean a, b,... n las raices de Q(x), polinomio mdénico como ya se dijo. Entonces, podemos factorizarlo en
la forma Q(x)=(x—a)-(x—b)-...-(x—n). El procedimiento consiste en descomponer el cociente como:
Px) A B ) N

Q(x) x—a x-b " x-n

con A B,...,N € R. Asi, expresamos la integral de partida como suma de integrales inmediatas:

P4 N
IQ(x)dX_Ix adx+_[ dx+.. +I dx A-In x—a|+B-Inx—=b|+...+N-Inx—n[+C
Ejemplo:

ij dx =

x? +3x 4
Calculamos las raices del denominador y factorizamos el denominador:

x2+3x—4:0:>x:~~~:{+1:>x2+3X—4=(X+4)'(X—1)

Por tanto, expresamos la fraccién como suma de fracciones simples:
5 5 A B
2 = = =+
X2 +3x—4  (x-1)-(x+4) x-1 x+4
Calculamos los coeficientes:
5 A B
= +
(x=1)-(x+4) x-1 x+4

=5=A-(x+4)+B-(x-1)

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
LibrosMareaVerde.tk

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo

Ilustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP




“ Integrales. Matematicas ||

Y calculamos A y B dando a X los valores de las raices encontradas:
- Six=-4=5=0-A-5-B=B=-1
- Six=1=5=5-A+0-B=>A=1

De aqui ya obtenemos las dos integrales logaritmicas:

5 5 A B 1 -1
0 k=2 dx=[-"d dx= [ dx+ [ dx=
J.x2+3x—4 X -[(x—l)-(x+4) X J.x—l X+Ix+4 " jx—1 SR T

-1
X+4

—j—dx —4dx I x—1|~In| x+4[+C =In ~— | +.C

3.3.2. El denominador tiene una unica raiz real multiple

Si a es la raiz multiple de Q(x), se puede escribir Q(X) = (x—a)”. En este caso, la descomposicidn es:

P __A B e N AB,...NeR
Q(x) x-a ooy T xay con AB,....NeR.

Asi, expresamos la integral de partlda como suma de integrales inmediatas de la forma:

—dx+ ——dX+...+ dx
e g [
Que son potenuas de exponente negativo, es decw
B 1 N
—d ——d dx=A-I — . C
I j X+ e a) X+.. +I o X= n|x a| . a+ — (x—a)"‘1+

Ejemplo.
X+ 2
* I — dx =
X> —6X°+12x-8
Factorizamos el denominador usando el método de Ruffini o el teorema del resto:
x* —6x? +12x—8=(x—2)°

Por tanto, expresamos:
- X2+2 = X+23= A, B o+ S = X+2=A(x=2)" +B-(x-2)+C
x°—6x* +12x-8 (x-2)° x-2 (x-2)° (x-2)
Ahora calculamos A, By C dando valores a x:
- Six=2=4=0-A+0-B+C=C=4
Para hallar Ay B podemos dar cualesquiera otros dos valores:
- S$ix=3=5=A+B+C=5=A+B+4=A+B=+1
- Six=1=23=A-B+C=3=A-B+4=A-B=-1
Resolvemos el sistema: A+B:+1} A+B:+1} A=0}

= =
A—B=-1|sumando 2A=0 B=1
Entonces, X+2
tenemos: ‘[(X—Z) _.[ (x—2) dx+_[ (x— 2) dx = .[ dx+4jx 2) dx=
_(x=2)" (X—2)2 12
T S x-2 (x—2)2+C

iOjo! No confundir la C del sistema con la constante de integracion.
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3.3.3. El denominador tiene raices reales simples y multiples

Este caso es una combinacién de los dos anteriores. La fraccion se descompone en sumandos cuyo
numerador es una constante, y los denominadores son los factores de Q(x) en el caso de las raices

simples y las potencias sucesivas de la factorizacidn en el caso de las raices multiples. Es decir, si

Q(x)=(x—a)-(x=b)-...-(x—c)" -(x =d)"
La descomposicion es:

Px) A B C D E F G H
= + +...+ —+ — .t + —+ — e —
Q(x) x-a x-b (x—c)" (x—c) x—c (x=d)" (x—d) x—d
con AB,...,He R los parametros a obtener. La integral quedard descompuesta en una suma de
logaritmos y fracciones algebraicas simples:

IP(X)d—jA+B++C+D++E+F+G++de
Q(x) x—a x-b " (x-c)) (x-c)t T x-c (x-d)" (x-d)"' = x-
1 C 1 F
=A-Inx-a|+B-In|x=b|+...— : -—...+E-Inx-c|- : -—...+H-Inx-d|+K
n—-1 (x—c)" m-1 (x—d)"™

Donde K representa la constante de integracion, para no confundirla con la C de la factorizacion.

Ejemplo:

“LJ X* +3 e 1 0 3 2
X —3x+2 1 1 1 2
Calculamos las raices del denominador usando el método de Ruffini o 1 1 } g 0
el teorema del resto y factorizamos el denominador: T 2 o

x°*=3x+2=(x-1)-(x+2) 2 2
1 0
Por tanto, expresamos:
x*+3 x*+3 _ A, B C
xP=3x+2  (x-1f-(x+2) x-1 (x-1f x+2
= x> +3=A(x-1)(x+2)+B(x+2)+C(x-1)
Ahora calculamos A, By C dando valores a x:
- SiX=1=24=0-A+3-B+0-C=B=%
- Six=—2=7=0-A+0-B+9-C=C={
Para hallar A damos un valor cualquiera:
- Ssix=0=3=(-2)-A+2:B+C=3=-2-A+2-4+1 = A=2
Por tanto, tenemos:
[ 223 e [ A [ [k = 2[4 ] &
(x=1)"-(x+2) x—1 (x-1) xr2 9dx-1'3 X+2
_ 7 4 7
—I—dx+ x—1) 2 dx+— —dx ——In\x—l\——+—|n\x+2\+C
97 x+2 Ax-1) 9
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3.3.4. El denominador tiene alguna raiz compleja simple

Si el denominador Q(x) contiene algin factor irreducible de la forma ax’+bx+c, al descomponer la

fraccién en suma de fracciones algebraicas, a dichos factores les corresponderan sumandos de la forma:
Mx+ N

ax® +bx+c
Antes de analizar la descomposicidon completa, vamos a resolver este tipo de primitivas:

i Mx+ N i i ,
Las integrales de la forma .[Z—dx' cuando el denominador no tiene raices reales,

ax” +bx+c
se transformardan en una integral logaritmica y otra de arco tangente.

Para ello, se puede proceder de dos formas distintas:
Forma 1. Manipulacién algebraica de la fraccién.

El mecanismo consta de dos pasos: primero se transforma el numerador en la derivada del
denominador y, a continuacion, se convierte la expresion de segundo grado para llegar al arco

tangente.
Ejemplo:
X+1 . . . ,
+ _[2— dx . Es automatico comprobar que el denominador no tiene raices reales.
X“+4x+13

En primer lugar, intentamos que el numerador sea la derivada del denominador.

(x? + 4x+13) = 2x+ 4

Multiplicamos la X del numerador por el factor necesario, en este caso por 2:
X+1 1 2(x+1 1 2X+2
[ XL g df 20ed) g 1p 2xe2 g
X°+4x+13 2° X° +4x+13 2° X°+4x+13
A continuacidn, sumamos y restamos para obtener el 4:

_I 2X+2 sz+2+2 2 IZX+4 2

x° +4x+13 X +4x+13 X +4x+13
Y separamos la integral como suma de dos, una con el término buscado y “el resto”:

X+1 1 2X+4 1 2X+4
] et e e e e
X“+4x+13 27 x“+4x+13 X°+4x+13 279 X +4x+13 X°+4x+13
En segundo lugar, trabajamos con la segunda integral:
J- dx
x> +4x+13
Se trata de identificar un cuadrado perfecto en el denominador. Vemos los términos

X* +4x, que nos recuerda al cuadrado perfecto: (X+ 2)2 =X* +4x+4, por tanto:

leracnlracarss] -
X +4x+13 X% +4x+4+9 7 (x+2) +9

I

Ya que buscamos una integral de la forma _[ du, extraemos factor comun al 9:

u®+1
I(x+g;+949{(x+:zx)z+1r%f [Xg%zu

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
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Ya casi hemos terminado, hemos conseguido la forma de la derivada del arco tangente. Solo
nos queda conseguir la derivada de la fraccion obtenida:

id 3d
_I £.3I3—X2:_J‘ X
(X+2J 9 (x+2] (x+2j
+1 +1 +1
3 3 3
J' Xx+1 . J- 2X+4 ——I
(x+2j o1
3
Que son dos integrales inmediatas:

x2+4x+13 X2 +4x+13
j x+l dx=%-|n(x2+4x+13)—%-arctg(x%2)+c

Entonces:

X2 +4x+13

Forma 2. Cambio de variable.

Ahora nos basta con hacer un cambio de variable basado en la solucién compleja que se obtiene al
intentar resolver la ecuacién de segundo grado del denominador.

ax’ +bx+c=0=>x=a+pi——>x=a+p-t =dx=p-dt

Ejemplo:
J‘ x+1

x? +4x+13
Anulamos el denominador:

dx.

—4+4/4% -4.1. — 44— —44+6i
X2 +4x+13=0= x = 4% 42 14113= 4_2 36 _ 42_6I:>x=—2i3i

El cambio de variable es, por tanto:
X=-2+3t = dx =3dt

Entonces:
I : x+1 _I (-2+3t)+1 3t
x* +4x+13 (-2+3t)* +4-(-2+3t)+13
Desarrollamos las expresiones y obtenemos:
.[ : X+1 dx:3.j 3t-1 Iszt e O [ 3tdt 2dt }:
X +4x+13 t +1 t?+1 Jt°+1

Que son, directamente, las integrales de un logaritmo y un arco tangente:

{25 [k - ro = St - Laceec

Deshacemos el cambio:

2
J'z)(;ldx:iln (X+2j +1 —iarctgx+2+c
X +4x+13 2 3 2 3

Desarrollando el argumento del logaritmo obtenemos la integral del mecanismo anterior:

[——— N x+1 dx :lln(xz+4x+13)—lln9—1arctgi2+c
+4x+13 2 2 2 3
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Una vez que sabemos cédmo resolver esta primitiva, abordamos el caso general. Si el denominador Q(x)

. . . . 2 .
contiene algln factor irreducible de la forma ax”+bX+cC, al descomponer la fraccién en suma de

fracciones algebraicas, a dichos factores les corresponderan sumandos de la forma:
Mx+ N

ax® +bx+c
y los factores correspondientes a las raices reales se descompondran como en los apartados anteriores:

si Q(x)=(ax® +bx+c)-(x—d)-...-(x—e)"-...

La descomposicion es:

Plx) IVIXJFN+A++B+C++D AB,....M,Ne R
= ...¥——con A/B,...,M,N e R.
Q(x) ax’+bx+c x-d (x—e)"  (x—e)"* X—e
Ejemplo:
X—5
ij — dx =
X —3X"+x-3 1 3 1 3
Calculamos las raices del denominador usando el método de Ruffini o 3 30 3
el teorema del resto y factorizamos el denominador: 1 0 1 0

x* —3x2 +Xx—3=0 = Tenemos: X° —3x° +X—3:(X—3)'(X2 +1)
Por tanto, expresamos:
X—5 X—=5 A  Mx+N
3 2 = 2 = T
=3 +x-3 (x=3)-(x*+1) x-3 x*+1
Ahora calculamos A, M y N dando valores a X; tenemos:

= x=5=Ax? +1)+(Mx+N)-(x—3)

- six=3=3-5=10-A+0-(B)+C=>A=-2=-1
- Six=0=0-5=1-A+(0-M +N)-(-3)=-5=A-3N=>N=¢
- six=2=2-5=5-A+(2:M+N)-(-1)=-3=5A-2M-N=>M =1

Tenemos, por tanto:
8

I( X—=5 dX_J‘ A dX+IMX+NdX:I_édX+IéX+5dX=

x-3)-(x*+1) " I x-3 x? +1 x-3 Jx?+1
_ 1 idx+l‘f 2X dx+§j 21 dx:—E idx+i 22X dx+§j 21 dx =
57 x-3 59 x°+1 59 x°+1 5 x-3 107 x° +1 57 x°+1

1 1 8
=—ZIn| x—3|+—|n‘ x? +1‘+—arctg x+C
5 10 5
Si hubiera mas de un polinomio de grado dos con raices complejas, la descomposicién implica una
fraccién para cada término:

P(x) _ Hx+K Mx+N
Q(x) ax’+bx+c ax?+bx+c’

+...con H,K,M,N,...e R.
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3.3.5. El grado del numerador es mayor o igual que el grado del
denominador

Sea J‘%dx con grado P(x)> grado Q(x).

En este caso, en primer lugar dividiremos el numerador entre el denominador. De esta forma, la
fraccion se descompone en la suma de un polinomio y una fraccién algebraica con el grado del
numerador menor que el grado del denominador:

le)dx: IC(x)dx+I% dx

Qlx) Qlx
Ejemplo:
x> —X+5
———dx=
‘*—J‘ X+3 II —-x +5 x+3
Dividiendo el numerador entre el denominador, tenemos: —x?-3x x-4
X2 —x+5 4 17 -4x+5
X+3 X+3 bx+12
Asi: 17
2 f—
IX—X+5d _[(x 4) dx+_[—dx (x—4)dx+17 —dx———4x+17ln\x+3\+C
X+3 X+3 2

El denominador Q(X) no es un polinomio mdnico

P(x)

Si en la integral racional J@dx el polinomio del denominador no es ménico (su coeficiente principal

no es 1), la factorizacion se realiza del modo habitual en el que se factorizan los polinomios.

Ejemplo:

Q(x)=2x*+x-3—- Q(x)=0= {x =)= (x-1)-(x+2)-2=(x-1)-(2x+3)

2

Para el calculo de integrales se utiliza la factorizacidn obtenida y se procede de la forma ya explicada:

Ejemplo:
S .
2Xx° 4+ x -3
La descomposicidn resulta ser:

1 _ A N B
2x*+x-3 x-1 2x+3
Resolvemos la ecuacion como hicimos varias veces antes, y obtenemos:
A=%} _[ dx _ 1 dx _EJ- dx
B=+ 2x*1x-3 5Jx-1 592x+3 5

=1=A-(x-1)+B-(2x+3)

I n| x- 1|——In|2x+3|+C
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Actividades propuestas

12. Halla las siguientes primitivas:

dx dx xdx x3dx
_x_ b) [—— S d) [-——
) |5 ’ I(x+1)2 O ety oy
X2 +x+1 x2 -2
——d
J‘x?’—4x2 iax " I (2x-1)-(3x? +2)dx ) J‘x?’ixz +1idx
x® +2x* +5x+3 (x+1)-dx
h dx i
) j X% +1 | I(x—l)(x+1)2(x2 +1)

3.4. Integracion de funciones trigonométricas.

Para integrar una funcién trigonométrica no inmediata, tenemos que clasificarla en una de las cate-
gorias que veremos a continuacién. Es importante seguir el orden planteado; si no lo hacemos,
obtendremos integrales mucho mas complicadas de lo necesario.

Cuadrados de funciones trigonométricas
Si la funcion es el cuadrado de una funcion trigonomeétrica, podemos ahorrar mucho trabajo si las
estudiamos antes que las demas:

1. Cuadrados de seno y coseno: Para resolver estas primitivas nos basamos en las expresiones:
sen?x+cos’x=1 y C0S2Xx =co0s?x—sen?x
Sumando y restando miembro a miembro:
1+c0s2x=2c0os*x y 1-c0s2x =2sen’x
Obtenemos las siguientes simplificaciones:
[cos? xdx =4[ (1+cos 2x)dx = 4 (x + 4sen 2x)+C 'y
[sen? xdx = 4[(1- cos 2x)dx = 4(x - £sen 2x)+ C

2. Cuadrados de secante y cosecante: Ya sabemos que son integrales inmediatas:

jseczxdx=tgx+C y jcoseczxdx=—cotg x+C

3. Cuadrados de tangente y cotangente: Se convierten en integrales inmediatas facilmente:
_[tgz xdx = _[(secz x—1)dx =tgx-x+C vy jcotgz X dx = j(cosecz x—1)dx =-cotg x—x+C

Actividad resuelta

Isen X-c0s% X
Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes. En este apartado usaremos las
transformaciones recién aprendidas:

dx 4dx 4dx 4dx
,[ 2 2 :I 2 2 :J 2 :J 2 :—2C0t92X+C
sen‘ x-cos‘ X 4sen” x-COS“ X (Zsenx-cosx) sen” 2x
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3.4.1. Funciones impares en seno de X

Si la integral es de la forma jR(sen X, COS x), (es decir, una funcién racional en senx y cosx) y verifica que

R(-sen x,cos x) = —R(sen x,cos x) debemos aplicar el cambio cos x =t .

Tras transformar las funciones trigonométricas con el cambio, obtendremos una funcién racional que
resolveremos con los métodos anteriores.

Ejemplo:
3
sen” X
[ g
1+cos” x
El exponente del seno es impar, por tanto es impar en seno:
3
sen” X
R(senx,cosx)=————
1+cos” x
Por tanto:
(-senx)’ sen’ x
R(-senx,cosx)= =— = —R(senx,cosx)

1+cos*x  1+cos®x
Aplicamos el cambio indicado, manipulando ligeramente la integral:

sen® x cosx =t sen? x 0s?
I—z = =J'—Zsenxdx I—senxdx
1+cos” x —senxdx = dt 1+cos” x 1+ cos?® x
Entonces:
sen® x t2 -1
Jo e [ )=
1+coszx t? +1

Que podemos resolver como integral de una funC|on racional:

t? — t?+1-2 2
= dt=||1- dt =t —2arctgt+C
J.t +1 -[ I[ t2+1j :

Y deshacemos el cambio:

sen’® X
—————dx=cosx—2arctg(cosx)+C
j 1+cos* X glcosx)

Cuando no es tan simple manipular el integrando, podemos utilizar las siguientes igualdades:

—dt
cos x =t X =arccost = dx = - senx =~/1—cos? x = y1—t2
1-t
Ejemplo:
sen® x - | o
J.—l oS X dx= Ahora vamos a utilizar las expresiones tabuladas para obtener la primitiva:
+

sen® x (Vl t T —dt (Vl t )Z t? -1
I 2 d I 2 _J. 2 J. d - I 2" dt
1+cos® x 1+t N 1+t 1+t° 1+t
Que es la misma integral que resolvimos antes (como no podia ser de otro modo)
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3.4.2. Funciones impares en coseno de X

Si la integral es de la forma jR(sen x,cos x), y verifica que R(sen x,—cos x) = —R(sen x,cos x) debemos

aplicar el cambio sen x =t . Como antes, tenemos las siguientes igualdades:

sen X =t X=arcsent = dx= cosX = v/1—sen? x =+1—t’

1-t?

Ejemplos:
+ jcos3x-sen2xdx =
Comprobamos que el radicando es impar en coseno:
and3 2 _ 3 can? vy
R(sen x,cos x) = cos’x - sen’x = R(sen x,—cos x) = (—cos x)* - sen” x = —R(sen X, cos x)

Aplicamos el cambio indicado:
senx =t

I =Icossx~sen2xdx=
cos x dx = dt

>=J'coszx-senzx-cosxdx:J't2 -(1—t2)(dt)

Desarrollado el producto,
=t +t)dt=—2t° + 467+ C
Y deshacemos el cambio:
| = jcossx-sen 2xdx =—1sen®x+1sen®x+C

+ Isecxdx Jax
COSX

Es evidente que el radicando es impar en coseno, aplicamos el cambio:

dt
dx senx=t=dx=

E . COSXZW I\/— W I

La resolvemos como integral de una funcién racional:

1 A B 1 3 3
= + = ... = +
1-t? 1-t 1+t 1-t% 1-t 1+t
Entonces:
1 1 1, 1+t
_f - :—I I =—>In1-t[+ZIn1+t[+C=ZIn=—|+C
1-t 1+t 2 2 2

Y deshacemos el cambio:

1 (1 nx

Isecxdx:—lni +C
2 |1-senx

Curiosidad - idea feliz:
A veces, existen estrategias especificas para resolver primitivas mas rapidamente.

Para esta primitiva, Isec x dx , si multiplico y divido entre (sec x +tg x):

secx+tgxdx_jsec2 X +Sec X tg x

dx =In|secx+tgx|+C
sec x+1tg x sec X+ tg X

jsecxdx=jsecx~
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3.4.3. Funciones pares en seno de X y coseno de X

Si la integral es de la forma jR(sen x,cos x), y verifica que R(-sen x,—cos x) = R(sen x,cos x) debemos

aplicar el cambio tgX=t. En este caso, podemos hallar la expresion para el seno y el coseno como:

1
sen’ x+c0s” X =1=tg” x+1=——— = €0s" X = ———— = COSX =
COS” X tg° x+1 t?2 +1
y
2
sen®x=1-cos’x=1- 21 = tzg X senx-=
tg°x+1 tg°x+1 t2 +1
Que resumimos en la tabla siguiente:
tgx =t gt = dx = — ¢ senx=——. CosK=——
= Xx=arctgt = dx = = =
1+t V241 V241
Ejemplo:
A e
sen” X-Cos™ X
Es evidente que el radicando es par en seno y coseno:
1
R(sen x,cos x)=—— = R(—sen X,—cos X )= R(sen X, cos X
( )= ooy = R )=R( )
Aplicamos el cambio indicado:
dt
dx gx=todx=""7 dt 1412
Isenzx-coszx: t? 1) t2 1 :-[ t2 a
sen’ X=—— —> €08’ X = —— ( 2). Lt
1+t 1+t 1+t% 1412
Que es inmediata si la separamos en sumandos:
t?+1 1 dx 1
j dt_t——+C:>j—_tgx——+C_tgx cotgx+C
t Sen” X-Cos” X tg x

Curiosidad - idea feliz:

Como antes, podemos seguir buscando felices ideas que simplifiquen integrales. Usando la relacién
fundamental de la trigonometria, sen x+cos® x =1:

dx sen’ X +Cos’ X dx dx
j —j dx :j > +I ,— =tgx—cotgx+C
sen X- COS X sen X-COSZX COSs X sen” X
O bien, como vimos anteriormente, acudir a Ias expresiones del angulo doble como hicimos antes:
dx
I—: J' —2.|'cosec2 2x-2dx=—cotg2x+C
sen’® X-cos” X sen® 2x
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3.4.4. Cambio general

Si no pudimos resolver la integral con los cambios anteriores, deberemos aplicar el cambio universal:

X
tg—=t
4 2
De aqui tenemos:
X X
tg—=t=>—-= = dt
d 2 2 1+12
Aplicando ahora las propiedades de las razones trigonométricas del angulo doble, tenemos:
sen% 1 2t
senX=2-sen%-cos¥ =2-—2.c0s’ ¥ =2-tg%-cos* £ =2-tg%-———— =>senx = 5
COSs % 1+1t9° 5 1+t
1 2 2—-(1+t%) 1-t?
cosx=cos’ % —sen’%=2-c0s’4-1=2-————-1=cosx=———1= ( +2t ): tz
1+t9° 3 1+t 1+t 1+t
Tenemos, por tanto:
tgZ =t dx= 2 sen x = 2 COSX = 1-t
2 1+t2 1+t 1417
Ejemplo:
* -[1 = Es facil ver que no cumple ninguna de las tres condiciones anteriores, por tanto:
COS X
X
th:t:dX:thdt _.[ 1 2 dt—j 2 dt =
12 - 42 2 - 2)_[1_+2 -
cos x = & t2 L1t Lat L+t?)-[-t )_(1+t2)
1+t 1+t2 1+t2
1 t 1 1 X
='[— —J.—dt—j—zdt: J.t‘zdtz—+C =——+C=—+C=-cotg—+C
1+t2 -1+t° t -1 t tg3 2

Curiosidad — idea feliz:

Para esta primitiva, si multiplico y divido por el conjugado del denominador, (1+ cos x):
J- dx :J- (1+ cos x)dx J-(1+cosx _J-(1+cosx Jax
1-cosx 9 (1—cos x)-(1+cos x) 1-cos? x sen’ x
Ahora separamos en dos sumandos obtenemos sendas integrales inmediatas:

(1+ cos x)dx cos x dx 1
J. f j ,— =—ctotgXx———+C =—cotgx—cosecx +C
sen® x sen’® x sen® x sen x

En general, en las integrales de la forma:

J- dx
asenx+bcosx

Haciendo a=Kk-cosa y b=K-Sena., con ky o valores a obtener, la primitiva se transforma en:

j- dx _,[ dx B dx
asenx+bcosx  ksenxcosa+kcosxsena 7 ksen(x+a)
que ya vimos como resolver en apartados anteriores.

= % I cosec(x+a)dx
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Actividades propuestas

13. Halla las siguientes primitivas:

b) Isean dx
3/cos3x

a) ['sen (% x+1)dx

c ICOtg x dx j- sen2x dx
sen’ X (cos2x +1)°
e) Jtg* xdx ) [(tg? x-+ x-+ 1)ox
tg(x) dx
2% g hy [0
€) J‘cosz(x) * ) Il—sen X
Lo dx _
) sen x j) [sen? xcos xdx
k)fsenzxdx |)fsen4xdx
m) [cos * xdx n) [cos(Inx)dx truco: multiplica y divide por x: I—COS(In x) x dx
< (1+ sen’ x)dx dx
V| sen xcos o) Il+sen2x

dx
p) J'sen 5x cos 4x dx q) J‘_13+12COSX

Actividad resuelta — Idea feliz

sen 2x dx
+ _[ 4 4
sen” X +cos” X

En este ejemplo podriamos acudir a que el integrando es par en seno y coseno y aplicar el
cambio tg X =t. Entonces:

2.

1
JE+1 AP+l dt IZt(t2+1)dt=...

2\ 1 21+t2 ) il
t? +1 +(t2+lj

Pero también podemos jugar un poco con el denominador, completando un cuadrado perfecto:
J~ sen 2x dx _,[ sen 2x dx
sen” x +cos* x + 2sen’® xcos? x — 2sen’ xcos® x (

J~ sen 2x dx J»Zsen X C0S X dx _J-

sen* x+cos*x Jsen® x+cos” x

2
sen’ x+cos? x)* —2sen? xcos’ X
_J- sen2xdx _J- sen2xdx _J- sen2xdx _ZJ- sen 2xdx
1-2sen® xcos’x * 1-14sen®xcos’x Y1 2—sen? 2x

—lsen?2x
La ultima idea feliz consiste en obtener el CO2X en el denominador:
cos 2Xx dx coSs 2x dx sen 2x dx
2 2| 2

2-sen?2x  J1+1-sen?2x  *1+cos®2x
Y hemos obtenido una integral inmediata:
sen2xdx 2xd
I 2 T =2 sen Xz X =—2arctg(cos2x)+C
Sen” X+ Cos” X 1+cos®2x
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3.5. Otras integrales

Los apartados anteriores dejan claro que el proceso de resolucién de integrales no es tan facil como el
de derivacién. Todas las simplificaciones que se pueden realizar después de derivar una funcién es lo
que complica el calculo de primitivas. Por tanto, en muchas ocasiones nos tendremos que limitar a
obedecer los cambios aconsejados.

Ademas, existen funciones que no tienen primitiva o no puede expresarse en términos de funciones
elementales. Incluso algunas de ellas sirven para definir otro tipo de funciones. Algunos ejemplos son:

jexzdx J‘wdx , jcosexdx , Icosxzdx
Podemos intentar calcularlas con GeoGebra, por ejemplo. Tecleamos en la barra de entrada:
1. Integral[sen(x)/x]
2. Integral[cos(e™x)]
Y observamos que aparecen expresiones como:

jwd _Sl Icose dx = Cl( )

Donde Ci y Si son las siglas de Cosine Integral y Sine Integral, cuyas graficas son:

- Funcién
..... ® f(x) = Si(x)
@ glx) = Ci(e") 1

K W SN

T T T T T T T— %y wiw - T L
-5 -4 -3 -2 -1 o I 3

s
m
@

Listamos a continuacién los cambios de variable y mecanismos aconsejados para otras primitivas.

Integrales de funciones exponenciales
IR dx=a* =g(t)=t; =9 conax1
Ina t

Integrales de funciones irracionales
[REX™ /45 o= x = g(t) =tmemtoase)
IR(\/m)dx: x=g(t)=a-sent
IR(\/m)dx: x=g(t)=a-tgt
IR(m)dx = x=g(t)=a-sect
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Actividad resuelta

+ I\/4—x2dx

El cambio aconsejado es X=2SenNt, entonces:
X=2sent
_[\/4—x2dx = :J}/4—(23ent)2 -2costdt = _[\/4—4sen2 t-2costdt=
dx =2costdt
Utilizando la relacidon fundamental de la trigonometria:
IV4—4sen2t -2cost dt =.[2\/1—sen2t -2cost dt =IZcost-2cost dt =4jco§tdt
Que ya resolvimos antes:
4f cos? tdt = 2[ (1+cos 2t)dt = 2(t + Lsen 2t)+C
Para deshacer el cambio, jugamos de nuevo con las expresiones trigonomeétricas,
Xx=2sent
t = arcsen %

>:t+%sen 2t=t+1-2.cost-sent=t+sent-v1-sen?t

y obtenemos:

J‘\/4—x2dx= 2-(arcsen§+§- 4—x2j+C

Otras integrales trigonométricas
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IR(sen mx, cos nx ) dx : Se utilizan las expresiones:
sena-senb =1 -[cos(a—b)—cos(a+b)]
cosa-cosh=1-[cos(a+b)+cos(a—b)|

sena-cosb =1-[sen(a+b)+sen(a—b)]

; u=sen""x sen"*x-cosx n-1 ne2

fsen xdx = =..=- + _[sen X dx
dv = sen x dx n n
u=cos"*x "X —

jcos”xdx: -, 2% xesenx, n 1jcos”‘zxdx
dv = cos x dx n n

n n-2 tgn_l X n-2 .
jtg xdx:jtg X-(sec® x-1) dx = 1 —Itg xdx (andlogamente con la cotangente)

jsec“ xdx = _[sec”‘2 x-sec? x dx (andlogamente con la cosecante)
Sin par:'fsec”’2 X-sec? x dx = J'(1+ tg? x) "2 .sec? x dx

Cambio de variable: tg x =t = Isec "xdx = j(1+ t2) (272 gt
Si nimpar: Por partes, elegimos: U=seC"* X y dv=sec® xdx

= Isec” X dx = ﬁ[sec"‘2 X-tgx+(n-2)- _[sec”‘2 X dx]

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo

Ilustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP




Integrales. Matematicas Il

4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA

4.1. Area bajo una curva

Dada una funcién f(x) continua y no negativa en un intervalo [a,b], su
grafica determina una regién del plano que vendrd limitada por la funcién,
el eje de abscisasylasrectas x =a y X= b.

Veamos cdmo podemos calcular de forma aproximada el drea de dicha
region:

Tomamos una particién del intervalo [a,b]. Consiste en dividir el intervalo

en N partes, tomando para ello los puntos X,,X;,X,,...,X, verificando

a=X, <X <X, <...<X, =b.

Asi, tenemos los intervalos [a, x, | [x,,x,]....[x,,.b]. S X X X

A continuacion, denotamos por M; al minimo valor que toma la funcién en el intervalo [Xi_l,Xi] y por

M. al maximo valor que toma la funcién en el mismo intervalo.

Asi, en cada intervalo [Xi_l,Xi] consideraremos dos posibles figuras, la creada con rectangulos de base

X; —X., y altura M, y la creada con rectangulos de base X; —X;; y altura M, . Sumando las 4reas de
los n rectdngulos, obtenemos:

xi-l.xi Xp-1 b
Suma inferior Suma superior

En el primer caso obtenemos una aproximacion por defecto del drea encerrada bajo la curva:
n
S= ml(xl - Xo)"‘ mz(xz - X1)+---+ m, (Xn - Xn—l) = Zmi (Xi - Xi—l)
i=1
Esta suma se denomina suma inferior de la particién en el intervalo [a,b].
En el segundo caso obtenemos una aproximacion por exceso del area encerrada bajo la curva.
n
S = Ml(xl _Xo)+ Mz(xz _X1)+°°'+ Mn(xn _Xn—l): ZMi(Xi _Xi—l)
i=1
Esta suma se denomina suma superior de la particion en el intervalo [a,b].
Hemos obtenido dos aproximaciones del area A, una por defecto Sy otra por exceso S. Se tiene que
S<ALS
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Si tenemos una particién P, del intervalo [a,b], con suma inferior s, y suma superior S, , diremos que
otra particion P, del intervalo [a,b] es mas fina que P, si contiene todos los puntos de la particiéon P,y
ademas otros puntos nuevos.

Para dicha particion P, , tenemos una suma inferior s, y una suma superior S, . Se verifica que:
s, <s, <A<LS, <SS,

Es decir, al tomar una particion mas fina, la suma inferior aumenta (siendo todavia menor o igual que el
valor del drea) y la suma superior disminuye (siendo mayor o igual que el valor del area).

fx)

a Xy X Xl *n-1 b
Particion P; Particién P, Particion P; Particién P,

Esto significa que cuanto mas fina sea la particion, mas nos acercamos al verdadero valor del area.

Considerando una sucesién de particiones cada una mas fina que la anterior, P,P,,...P,P.,...,

obtendremos S;,S,,---,S,,Sy,1s--- la sucesién de areas por defectoy S,S,,...,S,,S,.1,--- la sucesién
de &reas por exceso.

Cuando n — o, la longitud de los intervalos de la particion se hace cada vez mds pequeia, luego
X; =Xy — 0 . Asi, cuando la funcién sea integrable, las sumas inferiores y superiores tenderan al 4rea:

S,—s, >0

Esto significa que lim(S, —s,)=0= lim$S, =lims,_,ydeaqui: limS, =lims, = A
n—oo

n—w n—oo n—oo nN—o0

Suma inferior y superior con la particion P Suma inferior y superior con la particion P,
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4.2. Integral definida
Sea una funcién f(X) continua y no negativa en un intervalo [a,b].
Definimos la integral definida entreay b de f (X) como la expresién
j: f(x)dx
Su valor es el drea comprendida entre la grafica de f (X), el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=Db.
Los valores ay b se llaman limites de integracion.

Hemos visto que dada una sucesion de particiones P, P,,...,P,,P..;,... del intervalo [a,b], cada una

mas fina de la anterior, con sumas inferiores §S,,S,,...,S,,S,,--- Y Sumas superiores

S,,S,,...,5,,S,.1..., se verifica que dichas sumas tenderan al verdadero valor del area.

b : . : . :
Se tiene que: | f(x)dx=IlimS, =lims_, es decir, que la integral se puede interpretar como:
a n n

n—o n—oo
“la suma del area de todos los rectangulos de altura f(X) y base infinitesimal (dx) comprendidos entre ay b”
Propiedades:

1. - Si los limites de integracidn son iguales, la integral definida vale cero. .[ f( )dX 0

b
2. —Si la curva esta por encima del eje X (f(X)>0), la integral es positiva, L f(X)dX >0, mientras que
si la curva estd por debajo del eje X (f(X)<O), se puede definir también la integral definida, que

sera negativa: j f(x)dx <0.

fix)

/|

a b (x)

3.-SeaCe (a,b), entonces podemos descomponer la integral de la forma:
j x)dx = _[ dx+_[
4. - Si intercambiamos los limites de integracidn, la integral cambia de signo.
a b
jb f(x)dx = - L f(x)dx
5. — Dadas dos funciones f( ) y g( ) continuas en el intervalo [a b] se tiene que:
b b
[ [f(0)+g(x)]ex = j dx+j v [[f(x0)-g(x)]dx= j j g(x)dx
6. — Dada una funcion f(x) continua en el intervalo [a,b] y una constante k € R, se tiene que:
j:k f(x)dx = kj: f (x)dx

7. - Dadas dos funciones f(x)y g(x) continuas en [a,b], verificando f(x)< g(x) ¥x €[a,b], se tiene:

Jj f(x)dx < Jj g(x)dx
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4.3. Teorema del valor medio del calculo integral

Dada una funcién f continua en el intervalo [a,b], entonces existe un punto C € (a,b) tal que
[ £(x)ax= £(c)- (b-a).

Interpretacion geométrica:
Siendo la integral un area, la interpretacidn geométrica es simple: fix) | A,

Existe un punto C e (a,b) tal que el drea encerrada entre la curva, el Ay

eje de abscisas y las rectas x=a y X=D es igual al 4rea de un A=A,
rectangulo de base la amplitud del intervalo, b—a, y altura el valor
que toma la funcién en el punto intermedio, f(c).

Ejemplo:
* Encuentra los valores de ¢ que verifican Lb f(x)dx = f(c)-(b—a) siendo f(X) la semicircunferencia

de centro el origen y radio 1, y a y b los puntos de corte de la misma con el eje OX.
Sabemos que la ecuacién de la circunferencia en el plano es X’ +y2 =r?, asi que para el

problema que se nos plantea tenemos que f(X) =+/1-x? y los puntos de corte con el eje son

(-1.0)y (+1.0). ey =i
Se trata de encontrar el rectangulo (azul) cuya area
coincide con la de la semicircunferencia (roja),
sabiendo que la base para ambas figuras estd

comprendida entre los puntos (=1,0) y (+1, 0).

-15 -1 0.5 0 0s 1 15

Entonces, siendo:

Arect:b'h y A =‘It-l'2

circ
Debe verificarse:

n

%n-rz :b-h:>%1t~12 :2-h:>h=Z

El valor de h corresponde a la variable y, pero nos piden un valor de . Por tanto:

x?+y?=r2=x?+h? =1 = x = +,/1-(2)° =+0.61899
Que son los valores de € que nos piden.

4.4. Funcion integral o funcion area

Dada una funcién f continua en el intervalo [a,b], para cualquier punto X € [a,b] se define la funcién
integral o funcion area como: 00

F:lab]>R
x — F(x)= IX f (t)dt

a
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4.5. Teorema fundamental del calculo integral

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y sea

F(x)= [ f(t)dt
con X € [a, b] la funcidn integral. Entonces F es derivable en (a, b) y

F'(x)= f(x)
para cualquier punto X € (a, b).
Demostracion:

Aplicando la definicién de derivada tenemos:

F/(x) = lim F(x+h)-F(x) _

h—0 h h—0 h

Separando la primera integral en dos sumandos (propiedad 3):

- [ f(t)dt+LX+h ft)dt— [ f(t)dt i jh f(t)dt i

h—0 h h—0 h

Aplicando el teorema del valor medio del calculo integral, 3c e (X, X+ h) tal que
X+h
[ ft)dt=f(c)-(x+h-x)=f(c)-h
Asi:
x+h
T AL QLI (O . f(c)
h—0 h h—0 h h—0

Como ¢ & (x,x+h) y fes continua entonces Ihm(]) f(c)= f(x)y, por tanto: F'(x)= f(x).

Actividad resuelta

x dt
+ Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f '(X) si f(X) =.[0 ( 2)3
1+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:
x - dt 1
fx)= % = )=t
JO (1+t2)3 (1+ x2)3
Generalizacion (1):

Si en lugar de valores reales, los limites de integracién son funciones reales de variable real, se aplica la
regla de la cadena para obtener:

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] = Ry sea

F(x)= j:(x) £ (t)dt
con X e [a, b] la funcién integral. Si h(x) es derivable, entonces F es derivable en (a, b) y

F'(x)=f[h(x)]-h(x)

para cualquier punto X (a, b).
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Generalizacion (2):

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] c Rysea
h(x)
F(x)= L(:) f(t)dt

con X e [a, b] la funcién integral. Si h(x) y g(x) son derivables, entonces F es derivable en (a, b) y

F'(x)=f [h(x)]-0'(x)- f[g (x)]- '(x)

para cualquier punto X € (a, b).

Actividad resuelta

*dt
# Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f ’(X) si f(X) = I . ( 2)3
L+t

Aplicando el teorema fundamental del célculo integral:
o dt x? 2X
)= 0 7
(L+1?) G f (5 f Thex P ex)

4.6. Regla de Barrow

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:

[ £(x)dx=F(o)-F(a)

y suele representarse como:

Demostracion:
Se tiene que F(X) es una primitiva de f(x). Por otro lado, aplicando el teorema fundamental del
calculo integral, G(x)= _[: f(t)dt también es una primitiva de f(x). Al ser dos primitivas de la misma
funcidn, sélo se diferencian en una constante:
G(x)-F(x)=C=G(x)=F(x)+C
Evaluando las dos expresiones anteriores en el punto x = a, tenemos:
G(x)=F(x)+C = G(a)=F(a)+C

G(x)= LX f(t)dt = G(a)= E f(t)dt = 0} = F(a)+C=0=C=-F(a)
Evaluando ahora dichas expresiones anteriores en el punto X =D, tenemos:
G(x)= F(x)+C = G(b)= F(b)+C = G(b) = F(b)- F(a)
G(x)= [ t{t)dt = G(b)= [ f(t)at -
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Entonces, para aplicar la Regla de Barrow se siguen los siguientes pasos:

1. Calculamos una primitiva F(X) de f(X)

2. Hallamos los valores de esa funcion entre ay b: F(a) y F(b)

3. Calculamos la integral I x)dx = (F (X)]: =F(b)-F(a)

Ejemplos:
> 2
+ I (= 2 +6x—5)dx.
1
La funcidn f(x): —Xx* +6X—5 es una funcién polinémica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [1, 5].
1. - Calculamos una primitiva de f(X):
I(— X% +6X —5)dx = —1x° +6- 1 x? —5x
2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo: F(x)=—1x®+3x® —5x

3 3
FU)=-1 +312-51=—~+3-5--L y F(5)=-> 43.5°-5.5-2
3 3 3 3 3

3. — Aplicamos la regla de Barrow:

[ x? +6x-5)ix = F(5)—F(1):§_(_gj:%+%:%

2
+ [ (x2-a)dx.
-2
La funcion f(X) =X* -4 es una funcién polindmica, luego es continua en todo R, y por tanto es
continua en el intervalo [-2, +2].
1. - Calculamos una primitiva de f(X):

J‘_ZZ( )dx_% —4x

2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo y restamos:

[ =)= - ax]? = (s 2 -4 (- 2)- (-2 - (-2) = 2222

Actividades propuestas

14. Resuelve las siguientes integrales definidas:

a) .[:(xz +x+1)dx b) r (x? + x+1)dx
V3 1

c) .[Osxx/x2+1dx d) jlx J):;rx+2 X

e) J:senxdx f) I In x dx

15.Halla el valor de ¢ que verifica [2(2x+1)dx= f(c)-(5-0), donde f(x)=2x+1, y razona su

interpretacién geométrica.

t
16. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x)= jz Id
nx
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4.7. Aplicaciones de la integral definida
Area encerrada bajo una curva

Para calcular el area comprendida entra la grafica de una funcidn f(X) y el eje de abscisas en un

intervalo en el que la grafica aparece por encima y por debajo del eje X, es necesario hallar cada una de
las dreas por separado.

En los subintervalos en los que la grafica estd por debajo del eje X, la integral serd negativa, y
tomaremos el valor absoluto en toda la integral.

Area=| [* 1 (x| | [ £ ()| +| [ (x| =[ Flx)~ F(@)] +| F(,)~ Flx) +| Fo)- Flx)

fi(x)
+

VW

Desde el punto de vista practico, si tenemos la representacion grafica de la funcidn se puede plantear el
area como suma o resta de las regiones donde la funcién es positiva o negativa, respectivamente.

Ejemplo:

4 Halla el drea encerrada entre la grdfica de la funcion f(X)z x? —2x-3, el eje X y las rectas
X=-3y x=4.

La funcién f(X)z x*> —2X—3 es una funcién polindmica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [-3, 4].

La grafica de f(X) es una pardbola céncava (V). \ N
Calculamos el vértice:
x=—2_2_1 g x= 1= f(1)=1"-2-1-3=—4 f(x)=x*-2x-3
2a 2
Tenemos: V (1, —4)
Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.
Para ello, resolvemos la ecuacién f(X) =0:
Zi 4—41_ 6 -5 -4 S 6 7 8 9 10 11
f(x)=0=x*-2x-3=0= x=—"" 1 ( 3j:
2444412 24416 2+4 [ 3-(3,0) N L
2 2 2 |-1-(-10)

Representando la funcidn f(X)z x> —2x-3 y las rectas X=-3 y X=4 observamos que el
area que queremos calcular se divide en tres regiones.

Hallamos una primitiva de f(X):
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I(xz —2x—3)dx =x—33—x2 —3X
Hemos obtenido tres regiones. El drea total serd la suma del drea de cada regién:
j (x2 —2x—3)dx +‘ .[3 (x2 —2x—3)dx I4(x2 —2x—3)dx‘ =
_ -1 3

Area= +

I F()- F3)|+|F@)- F-1)|+| F(#)-F(3) :E_(_g)(+

22T T

+—+ u
3 3 3 3

_9_§+
3

3

_Q_(_g)(:

. . . 71,
Por tanto, el area de la regidn es igual a 3 u
También podriamos plantear, ya que tenemos la representacion grafica de la funcion:
- A p s _ -1 2 _ _ 3 2 _ 4 2 B
Area= Area, —Area, + Area, = j_g(x 2X 3)dx L(x 2X 3)dx+ L (x 2X 3)dx

Es decir:

i X3 -1 X3 +3 X3 +4
Areaz[——xz—BX} —(——X2—3X} +(——x2—3x} =
3 -3 3 -1 3 +3

:(E_(_9)j_(_9_§j+(_§_(—9)j:£+g+z:E u’

3 3 3 3
Propiedades:

1. - Si la funcién es impar, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es nula:

Si f(x) esimpar, raf(x)dX:O

-a
2. - Sila funcién es par, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es:

+a a
Si f(x) es par, J:a f(x)dx = 2'.[0 f(x)dx
Para entender estas dos propiedades nos basta con ver las graficas de cada tipo de funcidn.

- Sila funcién es impar, es simétrica respecto al origen de coordenadas y define dos recintos de signo
opuesto e igual area a ambos lados del origen. Al sumarla, el resultado es nulo.

- Sila funcidn es par, es simétrica respecto al eje OY y define dos recintos de igual signo e igual area.

[\ |

Funcién impar Funcién par
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Actividad resuelta
% Calcula el drea de un circulo de radio .

Podemos elegir la ubicacién de la circunferencia, asi que la centramos en el origen. Para este
caso, la ecuacién de una circunferencia de radio r es:

X2 +y?=r?=y=4Jr?—x?

Podemos aprovechar la simetria del problema y calcular el drea a partir del recinto del primer
cuadrante:

+r - fp2 2 r
Lo A=4-IO\/r2—x2dx

La primitiva se resuelve con el cambio:
X=r-sent=dx=r-cost-dt

y proporciona:

I\/rz —xzdx:%-(rzarcsenier- r? —x2j+c

+r

r
Aplicando la regla de Barrow obtenemos:

A:A".[or Vr? —xzdx=2~(r2 arcsen =+ x-/r2 —xz} =

r 0
A=2-|r?arcsen +r-/r? —r? —rzarcsen9+0-\/r2 —0]:2-(r2 -g—oj
r r

Es decir, llegamos a la conocida férmula:

A=x-r?

Area comprendida entre dos curvas

El drea comprendida entre las graficas de las funciones f(X) y g(X) en el intervalo [a, b] es igual que
al area que se encierra entre la funcion diferencia (f - g)(X) y el eje X en ese intervalo.

Siendo f(X)> g(X). Si no se determina qué funcion esta por encima de la otra, podemos escribir la
expresion general:

A= £(x)-g(x)|dx

Sin embargo, desde el punto de vista practico, en el caso en el que las funciones f(x) y g(x) tengan

varios puntos de corte, serd conveniente hallar las diferentes regiones y determinar las areas por
separado.
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Ejemplo:

% Halla el drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(X) =—x? +4x y g(x) =X entre
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las rectas X=-1y X=3.

Las representaciones graficas de f(X) y g(x) son una parabola y una recta, respectivamente,

asi que es de esperar que haya dos cortes entre ellas y, por tanto, es posible que haya varias
regiones diferenciadas a tener en cuenta.

La grafica de f(X) =—x* +4X es una parabola convexa. Hallamos su vértice:

-b -4 -4
=—=——"=—=2 Six=2=f(2)=2°+4-2=-4+8=4 =V (2,4)
2a 2-(-1) -2
Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X, 5 a(x)=x
resolviendo la ecuacién f(X)zO: ,
x=0 N
f(x)=0:>—x2+4x=0<:>x'(—x+4):0<:>{ N
Xx=4 ’ 77 fX)=-x+4x
La grafica de g(X)= X es una recta. Para dibujarla, basta con W
obtener dos puntos: Tx=-11d 0 x=3 -
x | o | 3 /.
y | o | 3 s

-4

Para determinar la regién de la que queremos calcular el
area, la representamos, junto con los limites de integracion:

-5

Buscamos los puntos de corte entre las dos funciones, resolviendo la ecuacion f(X) = g(X):

>

=0
Xx=3

f(x)=g(x) = X2 +4x=x & -x* +4x-x =0 = —X* +3x:0<:>x(—x+3)=0<:>{
Por tanto, el drea que queremos calcular seré:
Area = fl| (f—g)(x)|dx
Hallamos una primitiva de (f —g)(x):
(f —g)x)= f(x)—g(x)=—x* +4x—x=-x>+3x =

3

J(1 =)~ [+ 3o - X3

Hemos obtenido dos regiones. El drea total sera la suma del area de cada region:

3 X 3x | x 3xt ]’
I(—x2+3x)dx‘: ——t | |+||-=+ =
0 3 2 |, 3 2

0

+

Area = ‘ fl(— X2 + 3x)dx

- |FO)- F(-0]+|F@)- FO) | 0- 2+ |2 -0 242 22

. L . 19 ,
Por tanto, el drea de la regién es igual a ? u
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Volumen de un sdlido de revolucion

Una curiosidad relacionada con este apartado hace referencia a Johannes Kepler. Su segunda esposa,
Susana, narraba en una carta que en la celebracion de la boda, Kepler observé que el volumen de los
barriles de vino se estimaba con una varilla introducida diagonalmente en el tonel por el agujero de la
tapa. Kepler empezd a pensar en el razonamiento matematico que justifica ese proceso, y de ese modo
comenzo el estudio de los volumenes de los sélidos de revolucién.

Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a,b], entonces el volumen del sélido generado al girar
la funcién en torno al eje OX:

se calcula mediante la funcion:

Ejemplo:

% Halla el volumen del cono de altura 3 unidades definido al girar en torno al eje de abscisas la
recta y =3X.

Los datos del ejemplo nos hacen calcular la integral:

378 3 3
V=n[ (3xf dx=9x[ x*dx=9n| % | =on- SR VPR
0 0 3] 3 3

Actividad resuelta

% Calcula el volumen de una esfera de radio R.
Como antes con el circulo, elegimos una circunferencia centrada en el origen, cuya ecuacién es:
x> +y?=R*=y=+JR*-x’
Como antes, la simetria permite calcular el volumen a partir del recinto del primer cuadrante:
+r| y=4rE—a2 R 2 R
VT V:Z-JO (\/Rz—xz)dx:Z-j0 (Rz—xz)dx

Que es una primitiva inmediata y, aplicando la regla de
Barrow obtenemos:

" R® 03
V=2 |R2x-2| =2.||R*-R-"—|-|R%-0-=
3 |, 3 3

Con la que obtenemos la conocida férmula:

VALt
3
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CURIOSIDADES. REVISTA

Eudoxo de Cnido (390 aC — 337 aC)>

(Eudoxo demostré que el volumen de una pirdmide es la tercera\
parte del de un prisma de su misma base y altura; y que el
volumen de un cono es la tercera parte del de un cilindro de su
misma base y altura.

Para demostrarlo elabord el lamado método de exhauscion.

_JAN J

Método de exhauscion

ﬁmétodo de exhauscion es un

procedimiento geomeétrico de
aproximacion a un resultado, con el cual
el grado de precision aumenta en la
medida en que avanza el cdlculo. El
nombre proviene del latin exhaustio
(agotamiento, exhausto)

Se utiliza para aproximar el area de un
circuloo o la longitud de una
circunferencia, inscribiendo y
circunscribiendo poligonos regulares
con cada vez mavor numero de lados.

Arquimedes

ﬁ#quimedes, escribid su tratado sobre “El método de teoremh
mecdnicos”, que se consideraba perdido hasta 1906. En esta obra,
Arquimedes emplea el cdlculo infinitesimal, y muestra como el método
de fraccionar una figura en un ndmero infinito de partes infinitamente
pequeiias puede ser usado para calcular su drea o volumen. Fue escrito
en forma de una carta dirigida a Eratdstenes de Alejandria.

Observa como es la base de los conceptos que en el siglo XVl
permitieron a Isaac Newton y a Leibniz unificar el calculo diferencial con
el calculo integral, y cdmo es el precursor del concepto de integral
Qefinida como las sumas inferiores y las sumas superiores de Riemann.j
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¢Has pensado alguna vez en la historia de los simbolos matematicos?

Al principio las matematicas eran retoricas, es decir, todos los cdlculos se explicaban con palabras. Poco
a poco empezaron a usarse abreviaturas, simbolos para representar las operaciones. Hoy las

matematicas estan llenas de simbolos.

Por ejemplo, para indicar sumas y restas, primero se usaron letras
como p y m, pero en el siglo XV comenzd a usarse los simbolos + vy
—. Para el producto se uso el aspa, x, de la cruz de San Andrés, pero
Leibniz escribié a Bernoulli que ese simbolo no le gustaba pues se
confundia con la X, y comenzé a usar el punto, -. Para el cociente, la
barra horizontal de las fracciones es de origen arabe, y los dos
puntos, de nuevo se los debemos a Leibniz, que los aconseja

cuando se quiere escribir en una sola linea.

% sino con la Lemniscata.

diferencial.

sabemos por qué uso la letra
e para representar al numero

e, base de los logaritmos
neperianos, la letra i, para la unidad

imaginaria compleja, 2 para el sumatorio, y la
notacion f(x) para las funciones.

El simbolo de infinito, oo, se debe a John Wallis y, a pesar de
su parecido, no estd relacionado con la cinta de Moebius,

En 1706 se empezdé a usar m, como inicial de la palabra
griega “perimetro” y se popularizé con Euler en 1737.

El simbolo de la integral se lo debemos, de nuevo, a Leibniz, y es una estilizacién de la
letra S, inicial de suma. También le debemos la notacion dx, dy para el calculo

A Euler le debemos la invencidon de muchos simbolos y la popularizacién de otros: No

e i 2 f(x)

En logica y teoria de conjuntos se usan muchos y nuevos simbolos, como N, U, D, &, S, €, ¢, {, }, A, V,

=, ... que podemos deber a George Boole.

N,U,D &S g, ¢ LLA YV,
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RESUMEN

CUADRO DE PRIMITIVAS

fe'®f(x)dx=e'™
ICOS[f(X)]f '(x)dx = sen
Jsee[f( F(x)]f(x
J cosec? [ (x)]f '(x)dx =

arc COS

-

arcsen[f( )]+C

If’(x)dx =

(x)dxijg(x)dx + Ja- f(x)dx:a-J‘f(x)dx
()" +C,n=-1 '[];’((:))dx:ln|f(x)|+c
jaf(x)f'(x)dx: allrf](: +C,az1, a0

[f(x)]+C jsen[f

'(x)dx = —cos[f(x)]+C

Jdx =sec[f(x)]+C | [sec® [f(x x=tg[f(x)]+C
cota () 1s fr(x)dx arctg[f(x)]+C
toltt]+e J.1+ f(x)? _{—arccotg[f(x)]+c
f'(x)dx arcsec[f(x)]+C

f(x)]+c

i - {

arc cosec[f(x)]+C

Método de integracion
por cambio de variable

1. [g[f(x)] dx—>t:f():>dt:f(x)dx
[o)dt=G(t)+C = F(x)=G[f(x)]+C
2. I f(x)dx = x = g(t)= dx = g'(t)dt

[ flo®)]o'®)dt =6(t)+C = F(x)=6[g(x)+c

Método de integracion
por partes

Iu-dv:u-v—jv-du

Regla de Barrow

[ (x)ax=(F(L

F(b)-F(a)

Area entre una curvay
el eje OX

Azj:|f(x)|dx

Area entre dos curvas

A= [1(-ox)

Volumen de revolucion
en torno al eje OX
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

n+l

n+1
1. - Sabiendo que Ix"dx= X 1+C y [ £7() f/(x)dx = f—(X)+C , calcula:

n+ n+1

5 4 dx 7
1) jx dx 2) IFdX 3) Z 4) j37 dx 5) j6x dx
6) [ 5xdx 7) [5vxdx 8) [(3-2x—x*)dx  9)[(2x" —5x+3)dx
10)_|.(2+3x3)2dx 11) jz(xz +2) dx 12) J(l—x*")zdx 13) J'Xg 2 gy
14) J.(—4x§ +2x]dx 15) j(3a—3ei2+2xajdx 16) j(—%+2—%]dx
17) I(3x5 —§+2§/x_2jdx 18) I(l— dox 19) I#dx

. 2x°-3x*+5 ?

ZO)J(Se +%de 21) j(lj/;) dx 22) j(ﬁ—%mt%}dx
23) j& (x® +1)dx 24) j(Jx_S_inx 25) [/x(3-5x)dx
26) j%d 27) [(3x+4) 28) [ (3x—7)" dx
29) [ x(x* —4) dx 30) [3x(x* +2f'dx  3) [(+2fxPdx  32) [(x*+ 3o
33) I(X_z)%dx 34) J'(a+ x)° dx 35) .[[(x+2)3 —(x+2) ]dx
36) J'«/3x+12 dx 37) I% 38) J‘LS 39) j(xz —x)*(2x —1)dx

40) I%(lﬂ/;)ZdX 40) | ﬁdx 42) j ; dx) 43) [x/x ~7dx

a9) [(x-2x* ~2x+3fdx  45) \/% 46) | ﬁdx

7) Ii/i)zd% 48) Ix-ﬂdx 49) I{/%dx 50) sz(x3—1%dx
51) jmdx 52) j(ex+1)3exdx 53) jsen?’x cos x dx

57) IZe§X_3dx 58) [tg°x-sec’ x dx 59 jsec K4 60) j'nx
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2.- Sablendoquej dx = In|x|+CyJ- )dx |n|f |+C,ca|cu|a:

dx dx dx X dx X2
Ve 2)J2x—3 3) jﬁ )jx -1 5)11—2x3dx
3x dx Xx+1 1
7)-|‘x2+2 8)I3x+5dx 9) Ix +2x+2 10 J-(\/;+;jdx
o I(x_s;+§+&jdx 12) J.xlnx B Iﬁ(ldi(—\/;)

2x
16) | ﬁdx 17) [ tg x

14)]( t 1 jdx
2Xx-1 2x+1

18) jcotg x dx 19) J—dx 20 Jsen X+ oS X
xInx COS X
21) J-Zsenxcosx dx 9 J-senx COS X 23)Ixcotgx dx
1+sen X sen X+ Cos X
af®
. Qi X A X (x) ¢+ _ X X —__
3. - Si ferdx=e"+C, Je'™f(x)dx=e"+cC, Iadx na"‘C vIa Ina+C'
calcula:
1) _[3de 2) ja“*dx 3) je’xdx 4) J'4e3xdx
5) [3x*e " dx 6) [4e*dx 7) [ x*e" dx 8) I(e" +1)2dx
9) J'(eX +ij2dx 10) I(ex +x6)2dx 11) [e"*xadx 12) J'elnx dx
e* X
e? 14 sen x? zd 15 3005 2X 2xd
13) J‘ - dx )jxe cos x2dx )J.e sen 2xdx
Jx
e VJ1+e?
6 dx 17) | e®* .sen x dx 18) e’ |dx
)jsﬁ / I[ J
2x 2 2X 3+5x°2 X H3-5x2
9) je‘g sec’ 2x dx 20 )I 3 377 dx 21)_[5-2 dx

4. - Sabiendo que J'sen xdx = —cos x+C , jf’(x)-senf(x)dx =—cos f(x)+C, jcos xdx =sen x+C y
J'cos f(x)f'(x)dx =sen f(x)+C calcula:

X
1) jsen(2x+8)dx 2) jsende 3) jcos 3x dx
4) _fxsen x*dx 5) J'(3SGHX;2cosx]dX 6) jsen 2x dx
7).[excos e*dx 8) Ixcos(sz)-sen (2x2)dx 9) jwdx
X
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5.-Si Icos de j1+tg x)JIx tgx+C yj—)

1) jx 1+ tg xz)dx

cos f(

2) _[(1+tg x) dx

dx = [[L+tg? £ (x)]- £(x)

x)dx =tg f(x)+C, calcula:

3) jtg 3x dx

6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:

1) [(2+5x)"dx

3

4) I[5+4x + Graxy dx

7) J'sen3x-cos X - dx
0) fx\/x2 +4dx
x—2\/;2

2) I(B +4x)°dx

5) [(Va+2x + 33+ 2x )d

sen X
8 [
COos X

11) I[ee;3]dx

3) IGX(3+x2)5dx
6) f[e;;4de

9) J- cos x
2jdx

sen x
15) jsen Vx dx

12)](

7. - Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes:

1) J'chos x dx
4) Iﬁlnxdx

7) .[Zex -sen x dx

2) J'x2 -sen x dx
5) Ilnx

8) J'ex .cos 3xdx

8. — Halla el valor de las siguientes integrales racionales:

2
1) IXZ +1dx

9) Imdx

NG +2x+2
13) -[ X+2
J'3X+2
X +3x

19 J' X+2
x2 —5x+6

22J~ 2X —
X? +3x+2
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2) I2X23+2dx 3) %dx
s
10) j?’)(x+_;dx

y J-x +4§2__22X+5dx

17) J'ifjd

20) I x23—X4_x2+4dX

3)jx2|nxdx
6) IZeX .cos X - dx

_ 2
9)_|.4 X2X -Inxdx

4 J.3x2 +3dx

X+2
8) I X+1dx

3x°
12) I 2 _1dx

X
18) | ————dx
)Ix2+6x+9

21)_[ 3x+1
—4x? +3x
3x-1
24
)Ix +6x+9
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9. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:

d Sn ud
1) 32—;( Z)J;3 sz_ldx 3) LS sen x dx 4) J.E“sen3xdx 5)f4| x| dx
4 6
1 1 2 2 3 2(3a X
6) I_1(3X2 —2X+§) dX 7) J‘_l(m—mj dX 8) J._z(g—aj dX
3 1 0 3 o 2
9) [ ———dx e 4 dx 11) |3 (sen x — cos x)*dx
) L X.(|n X)3 10) J'z( e3xj ) I;‘ ( )

10. — Halla el valor de b para que se cumpla J._bl(be —3x2)dx =-12.

11. - Halla el area comprendida entre la funcién f(X):X2 —4X, el eje de abscisas y las rectas X=1vy

X=6.

12. — Halla el drea limitada por la funciéon f(x): 0,5+cos x, el eje de abscisas y las rectas X=0 y
X=m.

13. — Halla el area de la regidn limitada por la funcién f(X) = x> —x* —6x y el eje de abscisas.

. g I 1.
14. — Calcula el drea de la porcidon de plano que limitan las curvas y = EX —-X+le y—x-1=0.
15. — Halla el area delimitada por las graficas:

a) F(x)=x y glx)=x*

b) F(X)=x>+x+4y g(X)=—x* +2x+5
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AUTOEVALUACION

1. Los valores de a, b y ¢ para los que F(x)=ax3+bex +CSeNnX es una primitiva de la funcién
f(x)=3x* —7€* +5c0sX son:
a)l1,-7,5; b) 3,7, -5; c)1,-7,-5; d-1,-7,5

2. Llaintegral inmediata [x+/2x? +3dx vale:

gy 2x26+5 o, pI@°3 V(ex? +3f ! \/(2x24+5)3 S \/(2x2’6+5)2 e

’

sen2xdx

3. Laintegral [—,———— vale:
sen X+cos x
a) tg(arccosx) + C; b) — 2 arc sen(arctgx) + C;  c) arctg(arcsenx) + C; d) —2arctg(cos2x)+C
. X - earc sen X .
4. Alintegrar por partes | .dx se obtiene:
1-x?
a) e X(\/l— X2 ); b) Ledresnx (x + x/1—7)+ C c)e™ X(x —V1-x? )+ C; d) e X(x - \/1—7)+ c
5. Laintegral jﬂdx vale:
x% +4x+13
a) In(x2 +4x+13)—arctgx%2+c; b) In(x2 +4xX +13)—arctg 2X*2 ¢

9 In(x2 +4x+13)—arctgx%2+c;
d) Ninguna es correcta

, dx
6. Laintegral [——————— vale:
sen“ X-cos” X

a) tgx—senx+C; b) —tgx—cotgx+C ) tgx+cotgx+C; d) tgx—cotgx+C
7. Llaintegral definida [fcos xdx vale:
a)l; b) n c) 0; d)-1
8. El drea comprendida entre la gréfica de la funcién f(X)z—X2 +4X, el eje de abscisas y las rectas
X=0yX=4vale:
a) 128/3; b) 32/3 c) 64/2; d) 64/3
9. El area comprendida entre las graficas de las funciones f(X)z —X? +4x y g(x): X vale:
a) 9/2; b) 19/3 c) 27/2; d)3

10. El volumen del sélido de revolucién generado por y = X2, entre 0 y 2, al girar en torno al eje de
abscisas es:

a) 32x; b) 167t/5 c) 16m; d) 32n/5
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Apéndice: Problemas de integrales en las P.A.U.

x®-3x+5

3x

(1) Calcula una primitiva de la funcion f( )

(2) Calcula:
2x° —3x* —2x—1 2 dx
dx b 2
a J 7 v 2 )J‘\/;In X dx C)1x2+3x
d) Jf(sen(ZX)er-Sen X) dx e) jex cos 3x dx f) jarc tan (3x ) dx

(3) Calcula haciendo el cambio de variable e* =t:

) | ejx—ldx o | e 1;4;e2x

(4) Calcula J;Z(ezx + XCOSX)dX

(5) a) Encuentra todas las funciones f(x) cuya segunda derivada es f ”(X) =Xxe",

b) De todas ellas, determina aquella cuya grafica pasa por los puntos A(O,Z) y B (2,0).

(6) Considera la funcién Yy = x> —3x% +1
a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcién alcanza su maximo relativo.
b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior.
c) Halla el 4rea del recinto del apartado (b).

(7) Obtén el area del recinto cerrado por las curvas Yy =1+cosx e y =0 en el intervalo [— n,+n].
. . 1
(8) Considera la funcion f(x)= E—sen X

a) Dibuja el recinto acotado por la grafica de f(x), eleje OXylasrectasx=0y X=7.

b) Calcula el area del recinto anterior.

(9) a) Dibuja el recinto plano limitado por la pardbolay = 4x — X y las tangentes a la curva en los puntos
de interseccién con el eje de abscisas.

b) Halla el drea del recinto dibujado en (a).

(10) Halla el rea de la zona del plano limitada por las rectas Yy =0, x=1y x=e¢, y la gréfica de la
curva y = In?(x).

(11) Las gréficas de las funciones f(x)= sen( x)y g(x)=x? limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.

b) Calcula su area.
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x—17 si x<1
(12) Sea f(X) = ( ) ! , donde In X significa logaritmo neperiano de X.
Inx si x>1

a) Dibuja el recinto acotado comprendido entre la gréfica de f (X) ylarectay=1.

b) Calcula el area del recinto anterior.

(13) Sealafunciénf: R — R definida por
T X2 —4x+3 si x>-1
a) Haz un dibujo aproximado de la grafica de la funcién f.
b) Calcula el area del recinto limitado por la funcion f, el eje de abscisas y la recta x = 2.
(14) Seala paradbola y = x> —3x+6
a) Halla la ecuacién de la tangente a la gréafica de esa curva en el punto de abscisa X = 3.

b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la grafica de la parabola, el eje OY vy la recta
tangente hallada anteriormente.

c) Calcula el area del recinto anterior.

(15) Dada la funcion f(X) = (X - a)COSX, busca el valor del numero real a sabiendo que

n
J‘oE f(x)dx=g—2
(16) Considera las curvas f(x)=x?-3x-2y g(x)=x* -x-2.
a) Encuentra sus puntos de interseccién.
b) Representa el recinto limitado que encierran entre ellas.
c¢) Encuentra el drea del recinto limitado por las dos curvas.
(17) Lascurvas y=¢”, y=e* ylarecta x =1 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(18) Se considera la curva de ecuacién y = x* — 2x? + x
a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la curva y la recta hallada.

c) Calcula el area de ese recinto.
(19) La derivada de una funcion f(X) es f'(x)=(x+2)- (x2 - 9)
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f (X)

b) Determina la funcién f sabiendo que f(0) =é.
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(20) La grafica de la parabola y = 2x? divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(2,0), C(2,2) y
D (0,2) en dos recintos planos.
a) Dibuja la grafica de la funcion y los recintos.
b) Calcula el area de cada uno de ellos.
(21) a) Calcula la funcién f(X) sabiendo que su derivada es f'(x)=(x—-1)e* y que f(2) =€.
b) Demuestra que f(X) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es
maximo o minimo.
(22) Las gréficas de la curva y = x* y de la pardbola y = x® + 2x encierran un recinto plano.

a) Dibuja ese recinto.
b) Calcula su area.
x> si
(23) Seaf:R — R lafuncién definida por f(x)={mx+n si 0<x<1
2 sii 1<x
a) Calcula my n para que f sea continua en todo su dominio.
b) Para esos valores hallados, calcula el area del recinto limitado por la graficade f ylarectay = 1.

y o (x) 2x+4 si x<0
(24) Seala funcionf: R — R definida por T(X)= {(X—Z)z 6 x>0
a) Dibuja la grafica de la funcién.
b) Halla el drea del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
(25) Lacurva y=x®-3x ylarecta y = X limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(26) La parabola x = y* +1 ylarecta x =3 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(27) Lacurva y = x*+3 ylarecta y=2x+3 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(28) Se considera la parabola y = 6x — x°
a) Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la grafica de la parabola en los puntos de corte con
el eje OX.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la parabola y las rectas halladas
anteriormente.
c) Calcula el area de ese recinto.

2X—=2 si x<?2
e % +k? si x>2

a) Determina el valor de k > 0 para que la funcién sea continua en el intervalo [0,4].

(29) Se considera la funcién f(x) :{

b) Suponiendo que k =1, halla la recta tangente en x =3.
c¢) Suponiendo que k =1, halla el area que la funcién determina con el eje OX, para X € [0,4].

(30) a) Resuelve por partes la siguiente integral: Jx(l— In X)dx

b) De todas las primitivas de f(x)=x(1—Inx) calcula la que pasa por el punto (1,3).
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(31) La grafica de la pardbola y® =8x ylarecta x = 2 encierran un recinto plano.
a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.

4
(32) La grafica delacurva f(X)= 2— ylasrectas Y =4 y x = 0 encierran un recinto plano.
- X

a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.

(33) Esboza la grafica de la parabola y = —x* + x + I y halla el drea de la regién del plano determinada
por la parabola y la recta que pasa por los puntos (0,%) y (%,O).

(34) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regién del plano determinada
por la pardbola y = —x* +4 ylarecta y =1.
a) Representa graficamente la chapa y calcula su area.
b) Determina las dimensiones del rectdngulo de drea maxima que se puede obtener a partir de
dicha chapa con la condicién de que uno de sus lados esté en larecta y =1.
(35) Representa graficamente las parabolas y?> —4x =0y x* —4y =0 y calcula el drea que encierran.
X
x*+1
a) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion.

(36) Se considera la funcion f(x)=2-

b) Para X e [O, 5], esboza la gréfica de la funcién y calcula el area comprendida entre ellay el eje X.
X

x> +1

a) Halla sus asintotas, maximos y minimos.

(37) Se considera la funcion f(x)=

b) Representa graficamente la funcion.
c) Halla el 4rea delimitada por la funcidén y el eje OX, para -1<x<1.

(38) a) Calcula: IX3 In(X)dx donde In(X) es el logaritmo neperiano de X.

b) Utiliza el cambio de variable x = e' — ™ para calcular J';dx .
Va4 +x°

Indicacidn: Para deshacer el cambio de variable, utiliza: t = In

xedad)

(39) a) Sifesunafuncion continua, obtén F '(X) siendo:

F(x):j:(f(t)+t2 +t3)dt

ik
b)Si f(1)=1y ademas .[) f(t)dt = 1, halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F(x) en
el punto (1, F(1)).
g _ 1 , [ . g(x)
(40) a) Sea la funcidn f(t)——. Calcula jf(t)dt. b) Se define g(X)—j f (t)dt. Calcula lim=—-+=
1+e' 0 0 X
(41) a) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f(X) = —sen x y el eje OX entre las abscisas X = 0

y X = 2m. b) Halla el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al hacer girar la grafica de
f(x) = —sen X alrededor del eje OX entre las abscisas X =0y X = 2m.
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Ampliacion

A lo largo del tema hemos desarrollado varios métodos, estrategias y aplicaciones de las integrales, pero
hay mucho mas. Dejamos este apartado para mostrar otras que superan los contenidos del temario.

Integral de una funcidn racional cuando el denominador tiene raices
complejas multiples
Si al resolver la primitiva de una funcién racional:

| PO e con Grado de Q(x) > Grado de P(x)
Q(x)
Q(x) tiene raices complejas multiples, es decir, en su factorizacién aparecen términos de la forma:
Q(x)=(ax® +bx+cf - (x=d)-...-(x—e)"-
Descomponemos la fraccién algebraica como:
P(x) {A(x)}I C(x) J- P(X) A(x) ,[ C (x
= + =
Q(x) [B(x)] D(x) Q(x) ~ B(x) D(X

con:

o B(X) el maximo comun divisor de Q(X) y Q'(X);
o A(X) un polinomio, de grado uno menor que B(X), a determinar;
J D(X) el polinomio que resulta del cociente %;

¢ C(x) un polinomio, de grado uno menor que D(x), a determinar.

El desarrollo requiere bastante habilidad con las expresiones algebraicas, y acaba proporcionando una
integral racional cuyo denominador tiene raices complejas simples.

Volumen de un sélido de revolucion generado al girar en torno al eje OY

Si f(X) es una funcion continua en el intervalo [a,b], entonces el volumen del sélido generado al girar
la funcién en torno al eje OY se calcula con la integral:

V= 2anX~ f(x)dx

Longitud de un arco de curva

Si f(X) es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces la longitud del arco de la curva entre los

L= J:w/ 1+[f'(x)] dx

Superficie de un sdélido de revolucidon generado al girar en torno al eje OX

puntos de abscisa ay b se calcula como:

Si f(X) es una funcidén continua en el intervalo [a,b], entonces la superficie del sélido generado al girar
la funcién en torno al eje OX se calcula mediante la integral:

b
2
5= ZnJ f(x)-/1+[F'(X)] dx
a
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Ejemplos:

< Halla el volumen de la “plaza de toros” generada al girar la recta Y = X alrededor del eje OY en el

intervalo [1,2].

La figura cuyo volumen queremos hallar es:

Y se trata de calcular la integral:
37?2 3 43
V=2n[ xx-dx=2x[ xdx=2n X | =2n. A L
! ! 3 3 3 3

1

+ Halla la longitud de una circunferencia de radio r.

b
Debemos utilizar la expresion: L:I J1+[f'(x)]? dx, asi que derivamos la ecuacién de la
a

circunferencia:

Es decir:
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- X

Xty =r’sy=tr’ x>y =—u0=-—
Vr2—x?

Entonces, utilizando la simetria de la circunferencia otra vez:

2
r —X r / x 2
L=4"[0 1+ —W dX=4.J.O 1+de

r|oor? roodx
=4'L\/de=4r‘fo—m

La primitiva se resuelve con el cambio:
X=r-sent=dx=r-cost-dt
como vimos en el apartado 3.5, y proporciona:

y=+/r -2

r-cost- X
cost-dt _ Idt =arcsent + C =arcsen—+C
r

o

Aplicando la regla de Barrow obtenemos:
L=4. (arcsen 5} =4. (arcsenL —arcsen 9} =4. (g - Oj

0

r r r

L=2xnr u
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