GUIÓN DE ACTIVIDADES DE AULA EN MATEMÁTICAS.
Actividad nº: 5
Nivel: 2º ciclo ESO.

Tema: Polinomios.
Objetivos: O35-O45




Metodología: Aula, Individual.

Alumno: _____________________________________  Curso/Grupo: _____   Nº: ____

· Expresiones algebraicas. 
· () Es todo conjunto de números y letras unidos por los signos de las ope​racio​nes aritméticas
· Clasificación:
· Se clasifican por varios conceptos distintos, pero las que vamos a estudiar a continuación son un caso particular de Funciones Reales de Variable Real, analíticas  algebraicas  explícitas  racionales  enteras.

Conceptos:    
· Monomios: expresión algebraica cuyos elementos no están separados por los signos de las operaciones suma y resta, es decir, conjunto de letras y números relaciona​dos entre sí por todas las operaciones aritméticas salvo la suma y la resta.
· Expresión general: 
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, donde a es un parámetro denominado coeficien​te, y representa números en general, x representa la variable independiente o parte literal y n el exponente de esa parte literal, o grado del monomio.
· Monomios semejantes, son aquellos que poseen idéntica parte literal, con los mismos exponentes.

· Monomios iguales, además de ser semejantes tienen idéntico coeficiente.

· Monomios opuestos, son iguales y con el signo del coeficiente cambiado.

· Grado de un monomio: es igual al balance de los exponentes de su parte lite​ral, es decir, la suma de todos los exponentes de la parte literal, éstos con su signo y puesta toda la parte literal en el numerador del monomio.

· Valor numérico de un monomio: es el que se obtiene tras sustituir las varia​bles por valores numéricos concretos y realizar las operaciones indicadas.

· Ejemplo, sea el monomio 
[image: image2.wmf]2
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· Operaciones con monomios:
· Suma y resta: solo se pueden sumar o restar monomios semejantes.

· La suma o resta de dos o más monomios semejantes es otro mono​mio semejante a los anteriores y que tiene por coeficiente la suma o resta de los coeficientes de cada monomio.

· Si no son semejantes se deja la operación indicada obteniéndose una nueva expresión conocida como polinomio.

· Ejemplo: monomios 
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Suma 
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. Veremos que la ordenación en sentido decreciente es la forma más adecuada de presentar y operar con los polinomios.

· La operación suma o resta de monomios se conoce también como re​du​cción de términos semejantes.

· Ejemplo: 
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· De modo práctico:

Sean los monomios 
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· Multiplicación: para multiplicar monomios da igual que sean o no semejantes.

· El producto de dos o más monomios es otro monomio que tiene por coeficiente el producto de los coeficientes y por parte literal el pro​duc​to de las mismas, el grado final será igual a la suma de los grados de cada uno de los monomios factores.

· Ejemplo:  
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· De modo práctico:
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· Potenciación: para calcular la potencia de un  monomio basta con aplicar las propiedades de las potencias, como son, la potencia de un producto y de un cociente y la potencia de una potencia.

· La potencia de un monomio es otro monomio que tiene por coefi​ciente la potencia del coeficiente dado y por parte literal la misma elevada al producto de los exponentes.

· Ejemplo: 
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· De modo práctico:


[image: image13.wmf](

)

(

)

9

15

9

15

3

3

3

3

3

5

3

3

3

5

3

5

y

x

27

8

y

x

3

2

y

x

3

2

y

x

3

2

y

x

3

2

  

monomio

×

×

=

×

×

=

×

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

Þ

×

×


· Polinomios: expresión algebraica formada por la suma o resta de dos o más mono​​​mios no semejantes. Cada uno de esos monomios se denomina término.

· Expresión general: 
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· Donde n indica el grado del polinomio, luego anxn es el término de mayor grado, y a0 es el término de menor grado o término independiente. an , an-1 , etc. ... son los coeficientes de los distintos términos, y x es la variable inde​pendien​te.

· Al término a1x se le conoce también como término lineal.

· Grado de un polinomio: es igual al grado del término de mayor grado.

· Clasificación de los polinomios:
· Por el grado: pueden ser de primero, segundo, tercero, etc. .... según el grado del término de mayor grado.

· Por el número de términos: de un término (monomio), de dos términos (bino​mio), de tres términos (trinomio), etc. ....

· Forma usual: indicamos el grado y el número de términos.

· Número de términos de un polinomio: un polinomio se dice que es com​ple​to cuando tiene todos los términos que le corresponden, pero, ¿Cuántos términos le corresponden a cada polinomio?

· El número de términos que debe tener un polinomio es igual al grado más uno. Así:

· Primer grado  dos términos 
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· Segundo grado  tres términos 
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· Tercer grado  cuatro términos 
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OBSERVACIÓN: fíjate, en los ejemplos anteriores, que los términos se suelen ordenar siempre de mayor a menor grado (forma decreciente).

· Otra forma de clasificarlos es:
· Completos: cuando poseen todos los términos que corresponden a su grado.

· Incompletos: cuando falta algún término de los que le corresponden por su grado.

· Así pues y de forma usual, para el siguiente ejemplo, diríamos, polinomio incompleto de cuarto grado y tres términos, o simplemente, polinomio de cuarto grado incompleto, 
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· IMPORTANTE: cuando trabajemos con polinomios, lo primero que hay que hacer es ordenarlos en sentido decre​cien​te, luego reducir términos se​me​​jantes, y por último, aunque no siempre es necesario, completarlos con ce​ros, en el caso de que no sean completos.

· Ordenación: consiste en colocar los términos unos a continuación de otros guardando el orden del grado del mismo.

· Reducción de términos semejantes: consiste en sumar o restar todos los términos semejantes que se encuentren en la expresión.

· Complitud: consiste en intercalar términos con coeficiente nulo allí donde falte el término del grado que corresponda.

· Ejemplo:
· 
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· 
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· 
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· Es un polinomio de quinto grado completo.

· 
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· 
[image: image23.wmf]x
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· No hay términos semejantes que reducir.

· 
[image: image24.wmf]0
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, ya que por ser de quinto grado ha de tener seis términos, le faltaban tres que hemos completado con ceros.

· En los siguientes casos reduce términos semejantes, ordena y completa con ceros.

a)  
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3

x

x

3

x

4

x

3

3

4

5

2

-

-

-

+

-



b)  
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c)  
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· Valor numérico de un polinomio: al igual que para los monomios, es el que se obtiene tras sustituir la variable por un valor numérico concreto y realizar las operaciones indicadas.

· Ejemplo, sea el polinomio 
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, el valor numérico para x = 2 es 
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· Operaciones con polinomios:
· Suma y resta: como un polinomio no es más que la suma o resta indicada de varios monomios no semejantes, sumar dos o más polinomios consiste en localizar los términos semejantes que hay entre todos ellos y reducirlos.

· Para evitar confusiones lo más importante es organizar bien la su​ma, para ello se pueden hacer dos cosas, pero ambas requieren de un primer paso común, ordenar (en sentido decreciente) todos los po​linomios que intervengan.

· Ejemplo:

Sean los polinomios:
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[image: image31.wmf]3
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· Una vez ordenados podemos hacer dos cosas:

· 1º colocarlos unos encima de otros, como si fueran números, ha​ciendo que coincidan los términos correspondientes de cada grado, y sumar monomio a monomio:
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Luego 
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· 2º , y más recomendable para ir más rápidos, abrir un paréntesis y colocar dentro de él todos los coeficientes, con su signo, de los tér​mi​nos correspondientes al mayor grado de todos ellos, luego cerrar​lo y multiplicarlo por la parte literal correspondiente, y así término a término. Por último realizar las operaciones de dentro de los pa​rén​​tesis.
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, que es el mismo resultado de antes.

Observación IMPORTANTE: El grado del polinomio suma siempre es igual o menor que el grado del polinomio sumando de mayor grado.

· Multiplicación: para multiplicar polinomios da igual que sean o no del mismo grado, que estén o no completos, que estén o no ordenados, etc. ... lo verdade​ramente importante es seguir el orden de la multiplicación con rigor. 

· El producto de dos o más polinomios es otro polinomio que tiene por grado final la suma de los grados de cada uno de los polinomios facto​res. Así, el producto de dos polinomios de grados 5 y 7 da como resulta​do un polinomio de grado 12.

· Orden de multiplicación:
· Es conveniente, aunque no necesario, ordenar (en sentido decre​ciente) los polinomios factores.

· Se puede multiplicar en cualquier sentido, de derecha a izquier​da o de izquierda a derecha, pero siempre es más conveniente multiplicar el de menos términos por el de más términos.
· La multiplicación se va haciendo por partes, el primer término de uno de los factores por todos los términos del otro, sumar luego el producto del segundo de los términos multiplicado por todos los términos del segundo, y así sucesivamente hasta agotar todos los términos del primer factor.

· Por último se reducen todos los términos semejantes y se ordena el polinomio resultante.

· Ejemplos: 
· E1.- Monomio por polinomio: 
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· E2.- Polinomio por polinomio:

Sean los polinomios: 
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î

ï

í

ì

+

+

=

+

+

=

4

x

3

x

)

x

(

Q

1

x

x

2

)

x

(

P

2

2

3

2

3


· Ordenamos: 
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· Uno es de tercer grado y el otro de segundo, luego el producto va ha ser de quinto grado. Como ambos tienen el mismo número de términos, da igual el orden en que hagamos el producto.

· 
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· Reducimos términos semejantes y ordenamos el resultado:
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· Multiplicando al revés:

· 
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· Reducimos términos semejantes y ordenamos el resultado:
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· E3.- Polinomios en línea:

· 
[image: image44.wmf](
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Multiplicaremos de derecha a izquierda por tener el segundo factor menos términos:
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, que es el resultado final.

· División: para dividir polinomios el grado del polinomio divisor ha de ser igual o menor que el del polinomio dividendo.

· El cociente de dos polinomios es otro polinomio que tiene por grado final la diferencia de los grados del dividendo menos el del divisor. El resto es también un polinomio cuyo grado ha de ser menor que el del divisor, y se cumple siempre la máxima:

· 
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· MUY IMPORTANTE: cuando hagamos divisiones, siempre ordenar (en sentido decreciente) y com​pletar con ceros, tanto el polinomio dividendo como el divisor.
· Ejemplos de divisiones: 
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Se procede igual que si se tratara de núme​ros.

Así lo primero es buscar un número que multiplicado por el coeficiente del tér​mino de mayor grado del divisor, iguale éste con el del dividendo.

Luego una variable elevada a un expo​nen​te adecuado para que iguale el del di​videndo.

Se multiplica todo el divisor por dicho monomio y el resultado se lleva restando bajo los términos correspondientes del dividendo. Se suman y se baja el siguiente término del dividendo. Así hasta que el grado del polinomio, resultante de alguna de las opera​ciones intermedias, sea menor que el grado del divisor. Éste será el resto de la división.

Finalmente se comprueba que:
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 , en nuestro caso:
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· Ejemplos: 
· E1.- Polinomio por monomio:

· 
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· 
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exacta

  

es

sto

Re

0x

          

          

4x

-

       

          

x

4

0x

         

      

x

5

 

    

     

x

5

x

0

Cociente

4

x

5

3x

 

          

       

   

x

3

    

    

  

     

  x

     

x

4

x

5

x

3

2

2

2

3

3

3

4

2

4

2

2

3

4

Þ

®

+

¯

¯

-

®

+

-

¯

¯

-

+

-


· Comprobamos:
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 c.q.d.
· Observación: en estos casos lo que hacemos no es más que aplicar el proceso de simplificación de fracciones, ya que:

· 
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· Simplificando: 
[image: image55.wmf]4
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· CONCLUSIÓN: dividir un polinomio por un monomio no es más que simplificar la fracción algebraica correspondiente.

· E2.- Polinomios entre sí:

· 
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· Lo primero ordenar y completar:

· 
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· 
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· Comprobación: 
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· CONCLUSIÓN: es fundamental ordenar (en sentido decrecien​te) y completar los poli​nomios, dividendo y divisor, antes de hacer la división. Además, fíjate en que el número de términos a dividir en cada paso ha de ser igual al número de términos del divisor, luego el paso de bajar términos no es necesariamente término a término. Como puedes ver, en el segundo pa​so hemos bajado dos términos simultá​neamente.

· Otra forma de dividir: DIVISIÓN RUFFINI.
· Cuando el divisor sea un binomio, podemos aplicar una regla muy sencilla que consiste en lo siguiente. Sea el polinomio divisor  
[image: image63.wmf](
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, para hacer la división por la regla de Ruffini, hay que realizar los siguientes pasos:

· Ordenar (en sentido decreciente) y completar con ceros el dividen​do: 
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· Se escriben en hilera los coeficientes del polinomio dividendo, en el mismo orden en que se encuentran en el polinomio.
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En el extremo izquierdo, y en segunda hilera, se escribe el opuesto del término independiente del polinomio divisor.

· A la siguiente hilera se baja el primer coeficiente del dividendo, tal como está.

· [image: image178.wmf]2
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Se multiplica éste por el opuesto del término independiente del di​visor y el resultado se sitúa debajo del segundo coeficiente del dividen-do, y se suman. El resultado de la suma se sitúa en la última hilera a la derecha del primer coeficiente.

· [image: image179.wmf]3
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Se multiplica, de nuevo, ése resultado por el opuesto del término independiente del di​visor, y el resultado se sitúa debajo del tercer coe​ficiente del dividendo, y se suman. El resultado de la suma se sitúa en la última hilera a la derecha del resultado anterior, y así sucesivamente hasta completar todos los términos del polinomio.

· El último valor de la última fila es el resto de la división, en este caso es 25, y los números anteriores de la última fila son los coeficien​tes del polinomio cociente ordenados en sentido decreciente, así:

· Cociente: 
[image: image67.wmf]13
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· Comprobación: 
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· Realiza las siguientes divisiones por este método:

a) 
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b)  
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d)  
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· Teorema del resto. (Valor numérico de un polinomio)

· El resto de dividir un polinomio, P(x), por un binomio de la forma 
[image: image74.wmf](
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, es igual al valor numérico que toma el polinomio al sustituir x por 
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· En el ejemplo anterior:

· 
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· Productos notables.
· Sabemos, de la definición de potencia, que 
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, haciendo los productos y reduciendo términos semejantes, tenemos 
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· Generalizando el caso, 
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· Generalizándolo un poco más, 
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· Siempre aparece algo similar, tres términos, dos de ellos son el cuadra​do de los términos de la suma, y el tercero es el doble de su producto, y además están todos sumando.

· Cuadrado de la suma de dos términos, es igual a un trinomio formado por el cuadrado del primer término, mas el doble del producto del primero por el se​gundo y mas el cuadrado del segundo término.

· Ejemplos:
· E1.- 
[image: image82.wmf](
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· E2.- 
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· E3.- 
[image: image84.wmf]9
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· Sabemos, de la definición de potencia, que 
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, haciendo los productos y reduciendo términos semejantes, tenemos 
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· Generalizando el caso, 
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· Generalizándolo un poco más, 
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[image: image89.wmf]2
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· Siempre aparece algo similar, tres términos, dos de ellos son el cuadra​do de los términos de la suma, y el tercero es el doble de su producto, y además los cuadrados se suman y el doble del producto se resta.

· Cuadrado de la diferencia de dos términos, es igual a un trinomio formado por el cuadrado del primer término, menos el doble del producto del primero por el segundo y mas el cuadrado del segundo término.

· Ejemplos:
· E1.- 
[image: image90.wmf](
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· E2.- 
[image: image91.wmf]16
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· E3.- 
[image: image92.wmf]9
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· Sabemos multiplicar polinomios, y en concreto sabemos multiplicar binomios, como 
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· 
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· Si generalizamos, 
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· Si generalizamos un poco más, 
[image: image97.wmf](
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[image: image98.wmf]2

2

2

2

2

2

y

b

x

a

y

b

abxy

-

=

-

+


· Siempre resulta algo similar, la diferencia de dos términos que son los cuadrados de los términos que se repiten en los binomios.

· Producto del binomio suma por el binomio diferencia de dos términos iguales, es igual a la diferencia de los cuadrados de los dos términos.

· Ejemplos:
· E1.- 
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· E2.- 
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· E3.- 
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[image: image102.wmf]4
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· Otros productos notables de interés:
· Cuadrado de un trinomio:
· 
[image: image103.wmf](
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, compruébalo haciendo el producto y reduciendo términos semejantes.

· 
[image: image104.wmf](
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, compruébalo igual que antes.

· 
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· 
[image: image106.wmf](

)

bc

2

ac

2

ab

2

c

b

a

c

b

a

2

2

2

2

+

-

-

+

+

=

-

-

.

· Ejemplos:
· E1.- 
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Actividades de aplicación.
P1.- Efectúa las siguientes operaciones con monomios:
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P2.- Efectúa las siguientes operaciones:
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P3.- Efectúa las siguientes operaciones:
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P4.- Realiza las siguientes operaciones:
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P5.- Sean los polinomios: 
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Efectuar las siguientes operaciones:
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P6.- Sean los polinomios:
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Efectuar las operaciones:  a) A(x) – B(x)      b) A(x) + B(x)      c) B(x) – A(x)

P7.- Sean los polinomios:
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Realizar las siguientes operaciones:
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P8.- Sean los polinomios: 
[image: image120.wmf]9
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Efectuar las siguientes operaciones:
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P9.- Sean los polinomios: 
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Efectuar: 
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P10.- Efectuar las operaciones indicadas:
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P11.- Hacer las siguientes divisiones de polinomios:

a)  
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P12.- Hacer las siguientes divisiones aplicando la regla de Ruffini, en todas calcular el cociente y el resto.

a)  
[image: image145.wmf](
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P13.- Calcular en todos los casos, sin hacer la división, el resto de las siguientes divisiones:
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P14.- Escribir como una única potencia o como producto de dos factores:
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P15.- Calcula aplicando los productos notables:
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