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DIBUJO TECNICO
SEGUNDO DE BACHILLERATO

Organizacion y distribucién de los contenidos a lo largo del curso.
El primer trimestre los dedicaremos a la Geometria métrica, se expondran
contenidos proponiendo ejercicios que el alumno realizara en clase con la mayor
exactitud, pero utilizando dnicamente el lapiz, se propondran tareas de aplicacién de los
trazados aprendidos en el dibujo de piezas, como por sjemplo la apliacion de tangencias.

El segundo trimestre lo emplearemos en el comienzo de los sistemas de
representacion, comenzando por el sistema diédrico y continuando con axonometrias
ortogonales y oblicuas, analizando sus métodos operativos, para terminar se analizaria
la perspectiva conica y algunas ideas de planos acotados. Las propuestas de tareas
seran las mismas que el trimestre anterior, ejercicios y problemas realizados a lapiz, y
alguna tarea realizada a tinta o con el ordenador. Estas tareas podrian ser dibujos de
piezas con realizacion de secciones.

El tercer trimestre lo empleariamos en la Normalizacion y ia aportacion de las
nuevas fecnologias al dibujo. Se propondran ejerccios de aplicacidn a tinta, realizando
algun proyecto representado en sus distintas fases: Memoria, boceto, croquis acotado,
dibujo de taller y perspectiva.

CONTENIDOS

Primer trimestre
Técnicas graficas :
Material fundamental y su uso.
Lapiceros. Plantillas. Reglas. Esfilografos.
Conocimientos de soportes.
Papeles blancos y de color.
Papeles vegetales y acetalos.
Cartulinas especiales.

Técnicas de borrado y restauracion.

Cuchillas y lapices especiales.
Eliminacion de errores.
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Uso correcto de plantillas.
Plantillas para rotular, de elipses, circufos, de curvas,
plantilfas especiales.

Calidad en el acabado de planos y su presentacion.

Geometria métrica aplicada.
Trazados fundamentales en el plano.
Paralelas.
Perpendiculares.
Mediatriatrices.
Angulos.
Arco capaz.

Construccion de formas poligonales.
Triangulos.
Cuadrilateros.
Poligonos regulares e irregulares.
Division de la circunferencia.

Proporcionalidad y escalas.
Conceptos fundamentales.
Elementos que definen una semejanza.
Determinacion de la media proporcional.
Cuarta proporcional.
Equivalencia
Construccion de escalas graficas y volantes.

Potencia. Eje radical.

Transformaciones geométricas
Traslaciones.
Giros.
Simetria.
Homotecia e inversion.

Tangencias.
Rectas y circunferencias.
Entre dos 0 mas circunferencias.
Enlaces.
Ovalos y ovoides.

GEOMETRIA METRICA . PAG2



DIBUJO DE SEGUNDO DE BACHILLERATO: AUTOR: RAMON DEL AGUILA CORBALAN

Conicas
Elipse.
Paraboia.
Hipérbola.

Ejercicios de aplicacion. (ver mapa conceptual)

Segundo trimestre.
Geometria descriptiva.

Fundamentos y finalidad de la geometria descriptiva.
Diferenciacién de los distintos campos de accion.
Generalidades sobre los distintos sistemas

Sistema diédrico.
Generalidades.
Punto, recta y planc.
Paralelismo.
Perpendicularidad.
Distancias.
Solidos.
Secciones y desarrollos.

Ejercicios de aplicacion. (ver mapa conceptual)

Sistema axonométrico ortogonal.
Generalidades
Proyeccion de un punfo.
Elementos que definen una axonometria.
Coeficientes de reduccién y escalas axonomeétricas.
Proyeccion isomeétrica y dimétrica.
Perspectiva isometrica.
Proyecciones en los tres sectores definidos por los gjes
axonometricos de figuras pfanas: triangulos, cuadrados
poligonos efc.

Ejercicios de aplicacion ( ver mapa conceptuat)

Sistema cénico.
Fundamentos del sistema conico.
Eleccion del punto de vista y sus elfementos, con relacion
al plano del cuadro y af plano geometral.
Proyeccion del punto recta y plano.
Perspectiva de figuras planas: cuadrados, triangulos y
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circulos.
Proyeccion de solidos senciffos.

Ejercicios de aplicacion ( ver mapa conceptual)
Sistema de planos acotados.
Generalidades. '
Punto recta y planc.
Inferseccion de plfanos. Cubiertas.
Curvas de nivel

Tercer trimestre.
Nomalizacion

Generalidades.
La normalizacién como factor que favorece ef Caracter
universal del lenguaje grafico.
Normas ISO, DIN, UNE y ASA.
Principales aspectos que la norma impone en ef dibujo
Técnico.

Convencionalismo sobre reprentacion de objetos.
Tornillos, Ruedas dentfadas, mueiles.
Simplificaciones en los dibujos.

Acotacion
Normas generales.
Tipos de cotas.
Sistemas de acofacion.
Acotacion de arcos, radios y circunferencias.

Manejo de instrumentos de medida.
Pie de rey.
Galgas.
Compas de espesores.

Reproduccion y archivo de planos.

Aplicaciones (ver mapa conceptual)

Aportaciéon de nuevas tecnologias a la ejecucién de planos técnicas.

La informatica en el dibujo Técnico. Ef CAD.

Acotacion.
Dibujo en {res dimensiones.
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Principales programas de dibujo técnico.

Aplicaciones ( Ver mapa conceptual)

Uso de material transferible. letras, lineas, tramas,
texturas, color, efc.
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BLOQUE BASICO S
_]GEOMETRIA METRICA APLICADA

! NUCLEO TEMATICO I- TECNICAS GRAFICAS i’ARALELISMO Y
. PERPEN DICULAR]ZDAD TRIAN GULOS Y PULIGONOS

OBJETIVOS DIDACTICOS

Realizar los trazados geométricos fundamentales en el plano: paralelismo y
perpendicularidad entre rectas, angulos, bisectrices, mediatrices, arco capaz,
construccidn de formas poligonales.

Conocer los fundamentos tedricos de dichos trazados.

Aplicar dichos trazados a 1a realizacion de trabajos mas complejos.

Usar correctamente el compas, la regla, la escuadra, el cartabén, los estilografos
y el lapiz.

Ver el dibujo técnico como un lenguaje.

CONTENIDOS

CONCEPTOS:

Primera unidad. E! primer trimestre del curso comenzaremos por Técnhicas
Gréficas, donde el alumno estudiara el material de dibujo con el que va a trabajar. Esta
parte es fundamental para conseguir un maximo rendimiento de los instrumentos de
dibujo, asi como para sentar las bases de adquisicion de habitos de exactitud, limpieza,
ejecucion de trabajo finalizado, etc.

Segunda unidad. Continuaremos por geometria aplicada: paralelas,
perpendiculares, mediatrices, angulos y arco capaz.

Tercera unidad. Construccidn de formas poligonales: triangulos, cuadrilateros,
poligonos regulares ¢ imegulares, division de la circunferencia.

PROCEDIMIENTOS
Método de los lugares geométricos
Método de aplicacidn de teoremas
Método de semejanza
Uso adecuado de la regla, el compas, la escuadra y el cartabén.
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'PRIMERA UNIDAD Material fundamental y su uso

.Contemda G L
"Laplces reglas escuadray cartabun Compases Esnlc)grafos

_Conoczmzento de soporiev o
Papeles blancos y de color Pape]es vegetales y acetatos Cartu]mas :
especmles _ : v

Técnicas de borrado Y restauracion. -
Gomas cuchﬂias y 1ap10es espemales liminacion: de errores
- Uso correcto de plam‘rllas

Plantillas para mtular de ehpses de mrculos de curvas, piantﬂla
' espe01a1es '

'Caltdad en el acabado de plmws' y su repr esenraczon -

DESARROLLO DE LA PRIMERA UNIDAD TEMATICA

1.1. GENERALIDADES

Vamos a comenzar a dibujar y por tanto lo primero que se debe conocer son los
instrumentos y materiales que se vayan a utilizar y la forma correcta de emplearlos, asi como
tener los suficientes conocimientos para conservarlos, y de esta forma obtener el mayor
rendimiendo de ellos.

12, LAPICEROS, REGLAS, ESCUADRA ¥ CARTABON, COMPASES.,
GOMAS DE BORRAR, ESTILOGRAFOS.

LAPICEROS Y PORTAMINAS

Aunque en la actualidad se suele dibujar con portaminas, que nos evita el engorro de sacar
punta a los lapices, con estos se obtiene mayor precision en los trazados. Los lapices suelen ser
de seccién redonda o exagonal para el dibujo se prefieren estos dltimos ya que no tienen la
tendencia de rodar en la mesa, estos estan construidos por madera blanda, sin nudos y fibras
duras. En su interior lleva una mina cuya dureza define al lapiz.

El dibujante debe de ¢legir la mina adecuada al tipo de dibujo que se vaya a realizar. L.a
dureza de la misma se indica por siglas formadas por letras y niimeros. Segiin Ia dureza de las

GEOMETRIA METRICA | FAG7




DIBUJO DE SEGUNDO DE BACHILLERATO: AUTOR: RAMON DEL AGUILA CORBALAN

minas tendremos.

7H y 8H: muy dura, poco empleada.

6H, 5H: dura, se emplea para dibujos técnicos muy precisos.
4H, 3H y 2H: Menos dura, se emplea para dibujos técnicos.
H, HB, B, 2B: blanda, se emplea para croquizar.

Cualquicra que sea la dureza de la mina empleada, la punta del lapiz ha de tener la forma
necesaria para permitir un trazado fino y limpio. Ha de afilarse con bastante frecuencia, para lo
cual emplearemos un raspador de lija. L.a punta ha de ser cénica y puntiaguda, de 7 a 8 mm. De
longitud. Las lineas se trazan de izquierda a derecha, inclinando el lapiz o portaminas unos 60°
en la direccion del trazado.

El portaminas esta formado por un tubo que contiene la mina y que dispone en uno de sus
extremos de un mecanismo de ajuste. La boquilla del mismo estd preparada para albergar minas
de 0,5-0,7 v 0,9. Al igual que los lapices las minas se clasifican por su dureza.

REGLA, ESCUADRA Y CARTABON

Para las medidas en los dibujos se emplea una regla pequefia llamada doble decimetro, esta
regla esta biselada en los extremos con la graduacion grabada en el bisel. Este instrumento sélo
debe emplearse en la toma de medidas y jamas trazar lineas con el mismo, yva que perderia la
precision.

El juego de escuadra y cartabon constituye el principal instrumento de dibujo, tanto para
el trazado a lapiz como a tinta. Estan construidas de celuloide, generalmente verde o gris, las
construidas en blanco suelen estar graduadas y no son de calidad.

La escuadra es un tniangulo rectangulo isosceles, sus angulos por tanto son de 45°. Fl
cartabon es un tridngulo rectangulo cuyos angulos miden 30° y 60°.

Algunas de estas plantillas suelen llevar un lado biselado para facilitar el trazado a tinta,
sin embargo, esto que en principto parece una ventaja, crea mas inconvenientes que aquellos otros
que son rectos. Por tanto las plantillas que deben de emplearse seran con cantos rectos.

Para conservar estas plantillas y trabajar con la mayor exactitud, no deben de emplearse
objetos cortantes en sus bordes biselados. Dado que lo dibujos a realizar seran de tipo medio,
debemos de emplear instrumentos que sean de un tamafio medio, por ejemplo que la hipotenusa
del cartabon mida 285 mm.

COMPASES

El compas es un instrumento con dos patas articuladas, una termina en una aguja de acero
y otra tiene el elemento trazador, que puede ser de l4piz o tinta. La mina debe de ser semidura
afilada en forma de bisel hacia dentro y no de punta. Para pinchar en el punto exacto, se debe de
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guiar la aguja con el dedo, esta debe de estar algo mas saliente que la pata que tiene el elemento
trazador. Para el uso correcto del compés se¢ debe de tener presente las siguientes
recomendaciones.

a) Afilar Ia mina en forma de bisel hacia el interior del compas.

b) Sujetar el compas con los dedos indice y pulgar por el cilindro estriado que tiene en la
parte superior.

¢) Manipular las articulaciones de forma que estas queden perpendicuiares al plano-de
trabajo.

d) Inclinar ligeramente el compas al iniciar el trazado, no sobrepasar los 15°.

Cuando las circunferencias que tenemos que trazar son demasiade pequefias, sera preciso
utilizar un pequefio compéas llamado bigotera.

Las bigoteras de mala calidad producen facilmente circulos mas o menos ovalados e
irregulares. Los compases de poca calidad al trazar una circunferencia, espectalmente si ésta es
grande, varian su medida.

1.3. CONOCIMIENTO DE SOPORTES. Papeles blancos y de color. Papeles vegetales

v acetatos. Cartulinas especiales.

El papel es una lamina delgada hecha con pasta de fibras de origen generalmente vegetales,
blanqueadas y desleidas en agua, que después se hacen secar y endurecer por procedimientos
especiales.

El pape! de dibujo se puede presentar en rollos y en pliegos cortados. El espesor del papel
esta en relacion con el peso en gramos por metro cuadrado. La superficie puede ser rugosa y mate
o bien lisa y algo brillante, (papel satinado).

Cuando dibujamos a lapiz se utilizara el papel rugoso, y sin embargo a tinta utilizaremos
¢l papel liso o satinado.

El papel lo podemos dividir en-dos grandes grupos: papel opaco ( blanco o de color), y
papel transparente.

Papel opaco: Es blanco o ligeramente amarillento. Se utiliza para dibujos que no van a
ser reproducidos a la luz. Esta compuesto de celulosa con adicion de materias textiles. El papel
de calidad infertor esta formado por celulosa y pasta de madera.

El buen papel para dibujar debe soportar una linea de tinta china de 1,5 mm_, de espesor
sin ¢orrerse; se debe de poder borrar sobre el y volver a dibujar en la zona borrada.

Papel transparente: Entre estos tipos de papel tenemos; papel vegetal, papel cebolla.
El papel vegetal es de color gris claro o azulado. Se emplea para los dibyjos originales en los que
van hacerse copias hiliograficas. Debe de admitir la tinta y el borrado, sobre todo debe de ser muy
transparente, ya que este se emplea para calcar los dibujos realizados a lapiz en papel opaco. No
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debe de doblarse ya que los dobleces son permanentes.

Existe otro papel formado por materiales celuldsicos llamados acetatos, alisados por
ambas caras y tan transparentes como el vidrio; son muy resistentes al borrado, a la humedad y
al calor, vy de gran resistencia. Se emplean para planos topograficos.

1.4. TECNICAS DE BORRADO Y RESTAURACION: Gomas, cuchillas y lipices

especiales. Efiminacion de errores.

La goma de borrar se emplea para suprimir las partes sobrantes en los dibujos. Las hay
para lapiz y tinta. Las gomas para lapiz conviene que sean blandas e incoloras o blancas. No deben
de dejar coloreado ¢! papel. La punta de la goma debe permanecer siempre limpia.

Los errores a tinta se hacen desaparecer raspando con una cuchilla de afeitar de las
antiguas, si se trata de papel vegetal, para ello debe de pasarse la cuchilla completamente vertical
al papel, a continuacion se pasard una goma y la ufia unas cuantas veces. También puede
emplearse un borrador con una mina de fibra de vidrio, en este caso se puede emplear en papel
gUarro.

1.5 USO CORRECTO DE PLANTILLAS. Plantillas para rotular, de elipses, de
circulos, de curvas, plantilla especiales.

En el comercio existe un gran niimero de plantillas, que nos permiten de forma rapida
trazar todo tipo de curvas, simbolos de mecanica, electricidad, construccion, para rotular, etc.

Calidad en el acabado de planos y su representacion.
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SEGUNDA UNIDAD. Trazados fundamentales en el plano

 Contenido:
 Padalelas
Perpendiculares -
Mediatrices
 Angulos. .
“Arcocapaz . . L

2.1. RECTAS PARALEILAS. GENERALIDADES

Se llaman rectas paralelas aquellas que situadas en un mismo plano no se encuentran por mas que
se prolonguen en ambas direcciones.

Teorema: Si dos rectas son perpendiculares a una tercera estas son paralelas entre si, de
lo contrario se cortarian en un punto desde el cual pudrian trazarse dos perpendiculares a una
misma recta.

Distancia entre dos rectas paralelas: Es el segmento de perpendicular a ambas
comprendido entre ellas, que por lo dicho sera siempre igual, cualquiera que sea el punto por
donde se frace. '

2.2. TRAZADO DE UNA PARALELA A UNA
RECTA QUE PASA POR UN PUNTO
EXTERIOR.

Primer procedimiento. ( Fig..1) Trazamos con
centro en P, un arco cualquiera que corte a r en M, y con
centro en este punto trazamos otro arco con el mismo
b WA radio, que pasard necesariamente por P. Llevando NP =
MO, la recta PQ, sera la paralela deseada.

Fig. 1
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Segundo procedimiento. (Fig 2). Haciendo centre en un punto cualquiera de la recta, trazamos
una semicircunferencia que pase por P que corta a r en My N, llevando NP = M, y uniendo los
puntos tendremos la solucion.

Tercer procedimiento. (Fig.3)Bastard tener en
cuenta que dos rectas que se encuentran en un
mismo plano perpendicular a una tercera son
paralelas entre si.

‘Tracemos una perpendicular a r en un punto
cualquiera, con centro en P tracemos el arco que
corta ala perpendicular en a b, la mediatriz de & b,
sera la paralela. o N

Fig..2

2.3 TRAZADO  DE  PARALELAS
e ;T/ >\A r EMPLEANDO LAS PLANTILLAS.

Para el trazado de paralelas empleando las platillas
ﬁ a ~ debemos de seguir fos pasos siguientes:

' Primera posicion: se hace coincidir la hipotenusa de la
escuadra con una horizontal.

Fig.3

N

Segunda posicion. Sin mover la
escuadra, se ajusta el cartabon.

12 POSICION

Fig.da
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% N\ N
N

22 POSICION

Fig-4b 32 POSICION

Figdc

Tercera posicion. Sin mover ahora el cartabon,
deslizamos la escuadra para el trazado de horizontales.

2.4. RECTAS PERPENDICULARES. DEFINICION.

Dos rectas son perpendiculares cuando se cortan formando angulos rectos. Dos rectas
perpendiculares forman por tanto al cortarse cuatro angulos rectos.

2.5. TRAZADO DE LA PERPENDICULAR A UN SEGMENTO EN SU PUNTO

MEDIQ. (Fig. 5). :
La mediatriz de un segmento es ¢l lugar geométrico )6

de los puntos equidistantes de @ v b, y es por tanto la

perpendicular en su punto medio.

p

Se toma un arco mayor que ab/2, y haciendo
centro en cada uno de los extremos se trazan dos arcos
que nos determinan los puntos m n, que unidos nos dan la
mediatriz.

Figs

2.6. TRAZADO DE LA PERPENDICULAR A
UNA RECTA EN UN PUNTO DE ELLA. (Fig.6).

Sea la recta r, v un punto de la misma P. Tracemos un arco cualquiera con centro en P, que nos
determina los puntos a b, quedando reducido al problema anterior.
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2.7. TRAZADO DE LA PERPENDICULAR A

)!6 UNA RECTA DESDE UN PUNTO
EXTERIOR. (Fig. 7)

/ \ Sea la recta r y el punto P. Haciendo centro en P, y con

)| 5 )\ un radio cualquiera, mayor que la minima distancia de P

“ P b a r, tracemos un arco que nos determina los puntos a b,

equidistantes de P. La mediatriz ser la solucion buscada.

Figo "
: P

2.8. TRAZADO DE LA PERPENDICULAR A \q\ /b/
UNA RECTA EN SU EXTREMO. (Fig 8).
Primer procedimiento. Sea la recta r y su extremo P. )\n

Con centro en Py con radio cualquiera, tracemos la
mediatriz de mn, que nos da la solucion,

Fig.7
Segundo procedimiento:(Fig. 9). Sea la recta r y ¢l

punto P. Se determina # como en el caso anterior, sobre la prolongacion de am llevamos un
segmento mp’= aP = am.

<l p
p
m
0
m n
: /i . r
a 'vq P
= e EEE— Fig.9

Fig8

Tercer procedimiento (Fig.10). Tracemos un triangulo rectangulo que tenga un cateto sobre la
semirécta 7, v ¢ vértice del angulo recto en P. Para ello tracemos una circunferencia en un punto
0 exterior a la recta y de radio OP, esta corta ala recia en 4, la recta ¥a coria a la circunferencia

en p’, siendo Pp’ la solucion.
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2.9. DIVISION DE UN
- ARCO DE
CIRCUNFERENCIA EN
DOS PARTES IGUALES.
(Fig.11).
Es una aplicacion del ejercicio
2.5 Sea el arco ab, se une a con
b y se traza la mediatriz del

o _ segmento que sera la del arco.
Fig. 10 Fig. 11

2.10. DADOS TRES PUNTOS QUE NO ESTEN EN LINEA RECTA, HALLAR
LA CIRCUNFERENCIA QUE PASE POR ELLOS. (Fig 12)

Sean los puntos a, b, ¢, que no estan en linea recta, se
une & con by b con c y se trazan las mediatrices m vy n
de las cuerdas ab v bc, las cuales se cortan en el punto
0, centro de la circunferencia.

2.11. TRAZADO DE PERPENDICULARES
CON ESCUADRA Y CARTABON

Primera posicion. (Fig.13). Hacemos coincidir
la hipotenusa de la escuadra con una linea horizontal

Fig.12

. Segunda posicion. (Fig. 14). Sin mover la
escuadra ajustamos el cartabon.

Fig 13
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N\

Tercera posicion: (Fig. 15). Sin mover
ahora el cartabon giramos la escuadra
de forma que quede la hipotenusa en
posicion vertical. En esta posicion
seguimos sin mover el cartabon y
deslizamos la escuadra para el trazado
de perpendiculares.

ANGULOS.  DEFINICIONES
FUNDAMENTALES.( Fig 16)

Se llama angulo plano convexo definido por dos
semirectas @ y b de origen comun, al semiplano
comprendido entre larectaa v b.

Se llama #ngulo llano, al definido por dos

Se llama angulo adyacente, al contiguo cuyos
lados no comunes son semirectas opuestas, su suma por

Fig. .I 4
@
Fig 15
2.12,
©
0 a semirectas opuestas.
Fig.16
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tanto es un angulo Hano.
La suma de dos angulos rectos es un ilano..
Dos angulos opuestos por el vértice son iguales.
Se llaman &ngulos complementarios, aquellos que su suma vale un recto.

Se Haman angulos suplementarios, aquellos cuva suma vale dos rectos.

2.13. TRAZADO DE UN ANGULO IGUAL A OTRO. (Fig.17)

La construccion de un angulo igual a otro se fundamenta en que angulos iguales tienen arcos
iguales y cuerdas idénticas. Para su construccion, basta trazar
arcos de radios iguales en los centros de los vértices A v A7,
y hacer que las cuerdas M y N sean iguales a Py Q.

A a 2.14. SUMA DE ANGULOS. (Fig. 18).

Para sumar un angulo 4 y otro B, se construye uno C, igual
en amplitud y sentido a la suma de ambos.

Para ello haciendo centro en 4, B y C, se trazan tres arcos de
radio cualquiera, y sobre la semirecta de extremo C, se lievan
en igual sentido los arcos m n y m’ n’, obteniendo la suma.

Fig 19

Fig 18

2.15. DIFERENCIA DE ANGULOS. (Fig.19).

Para la diferencia de angulos el procedimiento es bastante simmlar al anterior, hay que tener en
cuenta que los dos angulos deberan de tener un punto comin y sentidos contrarios.

GEOMETRIAMETRICA . PAGI7



DIBLJO DE SEGUNDO PE BACHILLERATO: AUTOR: RAMON DFEL AGUINLA CORBALAN

2.16. BISECTRIZ DE UN ANGULO.

Se llama bisectriz de un angulo al rayo que lo divide en dos partes iguales.

Primer procedimiento. (Fig.20). Con centro en el vértice A, se traza un arco con un radio
cualquiera, que nos determina los puntos & b, la mediatriz det arco g b sera la bisectriz del angulo.

Segundo procedimiento: ( Fig 21)
b Haciendo centro en el vértice 4, se trazan dos
R _/‘3/\1rn . arcos cualquiera, que nos determinan los puntos «,
\i\]\' b, ¢, d, uniendo bec y ad, nos da el punto m, que
b unido con el vértice, tendremos la solucion.

Fig 20

2.17. BISECTRIZ DE UN ANGULO
DE VERTICE DESCONOCIDO.

( Fig.22)

Sea el angulo formado por las rectas r y s.
Se traza una secante cualquiera S,
obteniendo los angulos 1, 2, 3, 4, las
bisectrices de estos angulos se cortan en los
puntos m, i, la recta que pasa por ellos sera

la solucion. Fig.2]

2.18. OBTENCION DE UN
ANGULO DE 60° Y 30°. ( Fig.23)

Se toma una recta A B, con centro en los
extremos se trazan dos arcos cualquiera
iguales que se cortan en el punto C, la
recta AC forma 68° con la AB. La bisectriz
de este angulo nos determina el de 360°.

Fig.22
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2.19. OBTENCION DE UN ANGULO DE 90° Y
45° (Fig.24)

Se toma una recta r, en un punto cualquiera de ella se traza

una vertical v que
== formara con r los 90°, la
bisectriz de este angulo,
nos da la segunda

> solucion.

Fig.23

r 2.20. ARCO CAPAZ

-1 Arco capaz de un angulo dado C, que abarca un segmento AB

Fig.24 es el lugar geométrice de los puntos que unidos con A y con
B forman dos rectas cuyo angulo es igual a C. En la figura el

arco capaz del angulo C es el arco AMB y del dngulo suplementario D, el arco AMB.

a o b

También lo podemos definir ¢l “arco capaz” de un segmento respecto de un angulo, al lugar
geométrico de todos los puntos, desde los cuales se ve el segmento AB, bajo un mismo angulo.

Ejemplo: Dado un angulo C, y un segmento £, hallar el arco
capaz. Para ello tracemos la mediatriz del lado I=AB, y en
A se construye el dngulo C; por A se traza la perpendicular
al otro lado del angulo C, hasta que corte en O a la
mediatriz. La circunferencia de centro O y radio OA, es el
arco capaz del anguio C. { Fig. 25)

Fig.25
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TERCERA UNIDAD. Construccion de formas poligonales

“Contenido: .~

‘Triangulos ' .
Cuadrilateros |~ S
"Poligonos regulares e irregulares
| Divisién de la circunferencia -

3.1. DEFINICIONES. CLASIFICACION
Se lama triangulo a la porcion de espacio del plano limitado por tres segmentos
rectilineos.
Lados de un tridngulo son los segmentos que lo limitan.
Angulo interior del triangulo, o simplemente angulo, el formado por dos de sus lados.
Angulos exteriores, son los adyacentes a los interiores.
Vértices, son los de los angulos.

Los vértices se designan por letras maydsculas AB,C.

Los lados se designan por sus extremos o por las letras minGsculas correspondientes al
vértice opuesto.

Los angulos se designan por la letra de su vértice
C con el signo de A.

Angulos de un tridngulo (Fig.26 La suma de los tres
angulos internos de un triangulo es igual a dos rectos, o lo
que es igual un angulo Hano.

Un angulo exterior de un triangulo es igual a 1a suma de

\ i los dos interiores no adyacentes a €1.
e B
, f=a +o 2
Fig 26 o+ o+ oz =180°
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B +a1=180°
o+ toz=p+ o
oy + o2 =fh

Relaciones entre los lados y angulos de un iridngulo.

a) A mayor dngulo se opone siempre mayor lado.

b} La suma de dos lados de un tridngulo siempre es mayor que el tercero.

¢) Un lado de un tridngulo es siempre mayor que la diferencia entre los otros dos.

3.2. PUNTOS NOTABLES EN UN TRIANGULO

Altara: Se llama altura ha de un tridngulo, a la distancia perpendicular del vértice a la recta a que
pertenece el lado opuesto.

Mediana: Se llama mediana ma a los segmentos de las rectas
que unen cada vértice con el punto medio del lado opuesto.

Baricentro: se llama baricentro Be, al punto de interseccion de
las medianas. Fig. 27

Circuncentro; Se llama
circuncentro de un tridngulo
(&, al punto de interseccion de
las mediatrices de sus lados,
por ello equidista de sus
vértices y ¢s el centro de la
circunferencia  circunscrita.
Fig.28

Incentro: Se llama incentro de  Fig.29
un triangulo fe, al punto de
interseccion de las bisectrices de sus angulos, por ello equidista
de sus tres lados v por ello es el centro de la circunferencia
mscrita al triangulo. Fig.29

Existen también puntos exteriores que tienen la misma propiedad v que se denominan
exincentros.

La crcunferencia que es tangente a un lado v a las prolongaciones de los otros dos se
llama exinscrita.

Ortocentro. Se llama ortocentro de un tria ngulo Oc al punto donde concurren las alturas de un
triangulo. Fig. 30
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Recta de Euler

Leonardo Euler (1707-1783), demostré que ¢l baricentro, el ortocentro y el circuncentro
de un triangulo, estan alineados; a dicha recta se le llama recta de Fuler.

Ademas se verifica que el baricentro esta situado entre el ortocentro y el cincuncentro

y a doble distancia del primero que del segundo.

3.3. CLASIFICACION DE TRIANGULOS.

Los triangulos, atendiendo a sus lados se clasifican en: b

equilateros, 1sdsceles, y escalenos. Fig 31

Triangulo equilatero: es el que tiene tres lados iguales.
Triangulo is6sceles: es el que tiene dos lados iguales y uno

desigual.

na

A < 8

Fig.30

Triangulo escaleno: es el que tiene los tres lados desiguales.

A B g ESCALENO
EQUILATERD
A B

ISOSCELES

Fig.31

Atendiendo a sus lados angulos, los
triangulos pueden ser: rectangulos,
acutangulos v obtusangulos. Fig. 32

El tnangulo rectingulo: es el que tiene
un angulo recto y dos agudos.

El triangulo acutangulo: es el que tiene
tres angulos agudos.

El tniangulo obtusangulo: es ¢l que
tiene un angulo obtuso y dos agudos.

3.4. TRAZADO DE TRIANGULOS
EQUILATEROS. A

Para su definicién basta con conocer un dato | ACUTANGUL DA

(angulo o lado) , va que los otros dos son
iguales.

C C
B A B
OBTUSANGULO

B

RECTANGULD

Fig32
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Trazado de un tridngulo equilitero dado el lado I: Se traza el lado dado, en los extremos del
mismo, se trazan dos arcos haciendo centro en A y By con radio I. Los extremos de los arcos se
cortan en el punto C. Se unen los puntos 4, By C, obteniendo el triangulo.{ Fig.33)

C Trazado de un tridgngulo equildtero conociendo el radio r de la
circunferencia circunscrita (Fig 34)

Sea la circunferencia de de centro Py radio r, trazamos un arco
con centro en m de radio r. El arco corta a la circunferencia en
los puntos A y B. Se
unen los puntos 4, By

C, obteniendo el ' : B
tridngulo. :
A l B
Fig.
.33 g
, ) P m
3.5 TRAZADO DE TRIANGULO ISOSCELES.
Para poder construirlos sera preciso conocer dos

datos. ) A

Trazade de un tridngulo isdsceles dados dos lados.
(Fig.35. Fig.34

Sean por ejemplo los lados ¢ y b; tomamos un
fado desigual por ejemplo a y con radio b=c tracemos dos arcos que se cortan en el tercer vértice
del triangulo A.

Trazado de un triangulo isosceles dado un lado y el dngulo
desigual. (Fig.36

Sea el lado desigual @ y el angulo 4; se consiruye el
lado desigual A y se traza la bisectriz y sobre una
perpendicular a esta se lleva a/2 a cada lado. Se desplaza
paralelamente este
segmento  hasta que
corte a los lados del
angulo A, los que nos
determinan los vértices B

B

yC Fig.35

Trazado de un triangulo isosceles dado el angulo desigual
y el lado que se repite. (Fig.37

Sea el lado b y el angulo A; se construye el angulo
desigual dado y lievamos sobre sus lados desde el vértice los
segmentos iguales b = ¢, que nos determinan el tridngulo
buscado.
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/_‘( 1| 36 TRAZADO DE  TRIANGULOS
. ESCALENOS.

a Para su construccidn necesitamos conocer tres
datos.

3| Construccion de un tridngulo escaleno dados los tres
lados. (Fig. 38

Sean los lados a, b, v ¢, se coloca uno de los iados,
por ejemplo el a, con centro en B se traza un arco con
radio ¢, y con centro en C, un arco con radio b, ambos se
Fig.37 cortan en A, vértice buscado.

Construccion de un trigngulo escaleno dados dos lados y el angulo que forman. (Fig.39)
P77 Sean los lados a, b v el angulo C; se coloca uno de los lados
por ejemplo, el a v en su extremo se construye el angulo C,
llevamos sobre el otro la

magnitud de b, que nos ﬁ
determina el extremo A, l
gue unido con B, nos da la
solucion.

G >

A a 8 Tridngulo escaleno dado
dos lados y el dangulo
opuesto a uno de ellos.
(Fig.40).

Se toma el lado a y sobre su exiremo se construye el

Fig._?c?

angulo C, con centro en B y radio el lado ¢, se traza un arco:  Fig.39
Segun la magnitud de ¢, se

obtiene dos, una o ninguna

y ? .,
i solucion.
St ¢’< d, no hay solucién.
Jdald Si ¢*> d hay dos

soluciones. Si ¢ = d, hay
una solucion. { siendo d la
L altura del vértice B al lado
b).

Fig 4l
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Triangulo escaleno dados un lado y los dngulos adyacentes. (Fig.41
Sca el lado a v los angulos B y C, se coloca el lado y con centro en sus extremos se
construyen los angulos By C, prolongando sus lados hasta que se corten en A.

Construccion de un trigngulo escaleno conociendo su base, el dngulo opuesto y otro lado.

(Fig. 42)
C
o- — o
o b ]
C
Figd2

6. TRAZADO DE  TRIANGULOS
RECTANGULOS.

Para su defimcidon bastara con conocer dos datos.

Construccion de un triangulo rectingulo conociendo
dos catetos. (Fig.43).

Sean el lado b y ¢, se sitia uno de ellos, por
ejemplo el ¢, por A se traza la perpendicular y se lleva el
cateto b, obteniendo el tridngulo. '

Construccion de un

Fig.44

- Se traza el segmento de la base ¢, sobre

ella se halla la mediatriz, en el extremo
A se traza el angulo el 4ngulo A, por A
se traza la perpendicular al otro lado
del angulo k, hasta que corteen Qala
mediatriz. La circunferencia de centro
0 pasari por los extremos de A y B,
que es el arco capaz. Seguidamente se
toma el valor def otro lado b, y se corta
a la circunferencia en el vértice C,
uniendo C con A y con B, tendremos la
solucion.

T 3
0 o
&
b a
A © B
Fig.d3

triangulo rectingulo conociendo un

B cateto y el angulo agudo. (Fig 44).

Sea el lado ¢ y el angulo B; se sitia el cateto ¢, y en un
extremo se traza el angulo B vy en el otro se traza la
| perpendicular hasta que corte a la prolongacion del angulo.
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Construccion de wun tridngulo rectingulo , o
conociendo un cateto y la hipotenusa (Fig. 45). ‘ 1

Con radio el valor de la hipotenusa se traza
una circunferencia y haciendo centro en un extremo e
y con radio el valor del cateto se traza un arco que
corte a la circunferencia en A, tercer vértice del
triangulo.

3.7. CUADRILATEROS.

Fig. 45
Se llama cuadrilatero a2 un poligono de
cuatro lados.
Lados opuesto de un cuadrilatero, son los que no fienen ningin vértice comun.
Vértices opuesto de un cuadrilatero son los que no pertenecen a un mismo lado.

Clasificacion de cuadrildteros. Los cuadrilateros que tienen los lados opuestos paralelos, se
llaman, paralelogramos, si tienen dos lados opuestos paralelos y los otros dos no, se llaman
trapecios, si no tienen ningun par de lados paralelos, se laman trapezoides..

Paralelaramos. 1.os paralelogramos equiangulos, es decir que tiene sus angulos iguales ( rectos)
se laman rectangulos. Si son equilateros o sea tienen sus lados iguales y angulos iguales dos a
dos, se llaman rombos, y si no tienen ninguna de estas propiedades, se llaman romboides. Si tienen
ambas propiedades, es decir son equiangulos y equilateros, se llaman cuadrados.

Diagonales. Los paralelogramos tienen como ceniro de simetria donde se cortan las diagonales.
Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales.

Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales.

Los angulos contiguos de un paralelogramo son suplementarios por ser colaterales.

Nimero de diagonales. Un cuadrilatero tiene dos
f | diagonales.

b ¢ Construccion de un cuadrado dado el lado. (Fig.46)
Sea el lado Z; se traza el lado I y sobre sus extremos se
levanta una perpendicular, sobre la que se lleva el valor
L . de los lados, trazando dos arcos con centroen Ay B, a
( continuacion con centro en A y con valor de la diagonal
se traza ¢l arco que nos determina el punto C.

Fig 46
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Construccion de un cuadrado dada la diagonal. ( Fig 47).

En un cuadrado, 1a diagonal es ¢l valor del didmetro de la circunferencia circunscrita al
cuadrado. Por ello, trazamos la circunferencia de diametro D, trazamos los dos diametros
perpendiculares, que nos determinan los puntos ABCD del cuadrado.

Construccion de un rectingulo conociendo dos lados.
(Fig 48).

Sean los lados « y b; situamos el lado a, y en su extremo
trazamos una
perpendicular, sobre
ella llevamos el lado
¢, por su extremo D
trazamos la paralela
allado a y al lado b,
4| por B, que se cortan
1 enE.

A a y

Fig 48

Construccion de un rectangnlo dado un lado y la diagonal.
(Fig.49).

Sea el lado mavor b y la diagonal 4, se construye ¢l
triangulo rectangulo que tenga por lado el lado b y por
hipotenusa la diagonal d; tracemos por D una paralela al lado
mayor b, y hactendo centro en 4, y con el valor de la
diagonal se traza un arco que corte en E a la paralela.

Figd7

b

Fig.50

Construccion de un b
rombe dado el lado y la
diagonal. (Fig.50). Fig.49
Dos datos son

necesarios para definirlo, ya que los triangulos isdsceles A, B,
Cy C B, D, son iguales. Cualquier problema que se nos
presente nos llevara a la construccién de uno de los
triangulos isosceles mencionados.

Sea el lado I y 1a diagonal 4, se sitta la diagonal, y a
continuacion se traza la mediatriz, haciendo ceniro en los
extremos A y B se trazan dos arcos que nos determinan los
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vértices B},

Construccion de un romboide dados dos lados y la diagonal. ( Fig 51).
Como una diagonal divide al romboide en dos triangulos escalenos iguales, se necesitaran
tres datos para su correcta definicion.

Sean los lados b y ¢ y la diagonal d; se construye el tridngulo con valor de estos tres lados, que
nos da la mitad del romboide, repitiendo la operacion tendremos la solucion.

Construccion de un romboide dados dos lados y el dngulo
que forman. ( Fig.52).
Sean los lados @ y b y el angulo C; se toma el lado b,

i

Fig 52

y en uno de sus extremos
se construye el angulo C,
sobre el que se lieva el
valor de lado a4, trazando
las paralelas a los lados a
y b, tendremos la solucion
del problema.

Trapecio rectingulo dados dos lados contiguos y
perpendiculares y el angulo agudo opuesto . (Fig. 53).

Sea h la altura, b el lado y C el angulo. Se traza el
fado b y su perpendicular en el extremo B, en el extremo C,
se lleva el dangulo C dado, la paralela al lado b nos dara el

trapecio.

Fig 53

Trapecio rectingulo dada la base mayor, una de las
diagonales y la altura ( Fig.54).

Sea b 1a base mayor, d la diagonal v & 1a altura; sobre
las rectas perpendiculares b y A, se lleva la paralela por A, y
con el valor de la diagonal se cortara en el punto D, cuarto

veérfice,
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rapecio isosceles dad la base mayor, la media y la altura. (Fig.55).
Sea b la base mayor b la media v # la altura; se lleva la base mayor b y haciendo centro
en B y C se lleva la distancia de la base menor, por donde se levantan dos perpendiculares,
seguidamente de traza la mediatriz de la base, sobre la que se _
lleva la altura k, se traza su mediatriz, que nos determinan [~ 3
los puntos I y 2, interseccion de las perpendiculares ¢ v b
con la mediatriz, uniendo los puntos BI y (2, nos
determinaran los puntos A y D, a la paralela por /. a

Trapecio escaleno dadas las dos bases y los dos dngulos
adyacentes a la base mayor. ( Fig 56).

Secan las bases by b°, vy los angulos By C, se llevan
los &ngulos B y C'sobre la base mayor. A partir de B se resta
la base menor, que nos determina ef punto k, por donde se
traza una paralela a BA, que cortara en D, que sera el cuarto

mf"—"'"_‘h'"_"""J‘
>\L '
JN
)F

vértice. Fig 55
e
_ Trapezoide dados los cuatro lados y la altura
B t @ correspondiente a uno de ellos. ( Fig.57).

Sean los lados a b ¢ d, y 1a altura ha; trazamos una paralela
al lado a, a la distancia ka, a continuacioén haciendo centro
en C y con radio b, cortamos a la paralela trazada en el
vértice D, seguidamente con el valor del lado ¢ trazamos un
arco, con centro en P, y con e valor del lado d, trazamos
otro arco, que cortara al anterior en el cuarto vértice 4.

2'0“'“

il $

£

S — be
Fig.57

3.8. POLIGONOS REGULARES. CONSTRUCCIONES EXACTAS.

3.8.1 DEFINICIONES.
Poligono equildtero. Se Harna poligone equilatero, a aquel que tiene todos sus lados iguales; por
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ejemplo, ef rombo.

Poligono equidngulo es el que tiene todos sus angulos iguales; por ejemplo, el rectangulo.
Poligono regular, s el equiangulo v el equilatero; por gjemplo, el cuadrado.

Teorema. Todo poligono regular es incriptible en una

circunferencia, y circunscristible a otra que tiene el
mismo centro.{ Fig.58)

Radio r del poligono regular es el de la circunferencia
circunscrita a el.(Fig.58)

Apotema a del poligono regular es el radio de la
circunferencia inscrita en el.{ Fig.58)

Angulo central « del poligono regular, es el formado
por los radios que pasan por dos vértices consecutivos
del poligono. ( Fig.59)

Clasificacion de poligonos. Fig 38
A) Los que tienen soluciones exactas:
cuadrado, octogono, hexagono, decagono, pentagono y en general todos aquellos que se obtienen
por biseccion de los anteriores.
B) Los que tienen soluciones aproximadas: Heptagono v enedgono.

Teoremas fundamentales.
1. Los angulos centrales de un poligono regular, son

suplementarios de los interiores del mismo, y por
consiguiente iguales a los exteriores.(Fig.59)

2. El lado del decagono regular, es el mayor
segmento aditivo de los que dividen al radio en media y
extrema razon.

3. El lado del decagono regular estrellado es el
mayor segmento sustractivo de los que dividen al radio en
media y extrema razon.

Poligonos convexos y estrellados. Cuando un poligono se
cierra después de recorrer una sola vez la circunferencia
pasando consecutivamente por todos los puntos de
division, denomina “convexo”,

180°

Fig 59
Cuando se cierra despucs de dos o mas vueltas, el
poligono se llama “estrellado”.
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Si el cierre se realiza sin pasar por todos los vértices, se consigue una figura que no es
estrellado, v se denomina falso estrellado, originando varios poligonos convexos, girados entre
s1 una misma amplitud de angulo en el cietre.

Cuadrado regular dado el radio de la circunferencia circunscrita. (Fig.60).

3

Fig.60

Octégono regular dado el radio de la circunferencia
circunscrita. (Fig.61).

Hallando ias bisectrices de los cuatro angulos del
problema anterior, tendremos la solucion.

Para inscribir un cuadrado en una circunferencia,
se divide la circunferencia en cuatro partes iguales, para
ello se trazan los dos diametros ortogonales, uniendo los
puntos, 1, 2, 3 y 4. El lado del cuadrado en funcion del
radio de la circunferencia sera:

(1xb =40y +(10)*

12=2r

Fig.oif

Hexagono regular dado el radio de la circunferencia circunscrita. ( Fig.62).
El lado del hexagono es igual. al radio de 1a circunferencia circunscrita a el; por ello

Fig.62

trazamos la circunferencia de radio dado y con la misma
abertura del compas dividimos la circunferencia en seis
partes iguales.

Decagono regular dado el radio de la circunferencia
circunscrita a él. (Fig. 63).
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Esta construccion esta basada en los teoremas antes referidos. Trazamos la circunferencia

de radio AB, y los dos diametros perpendiculares 4-B'y 1 -

6, seguidamente trazamos la mediatriz

del segmento OB, que nos determina el punto @°, con centro en (), trazamos la circunferencia
de diametro OB, la recta O’-1, nos da el punto me; m-1 sera el lado del decagono.

Pentagono regular dado el radio de la circunferencia
circunscrita. (Fig.64).
Este ejercicio puede resolverse uniendo los
lados de un decagono regular de dos en dos. Otro
. procedimiento sera el siguiente:
Tracemos los
diametros
| perpendiculares
1 AB- 1C. con
centro o,
mediatriz  del
segmente OB,

de radio OI,
que corta al

se traza un arco Fig.63

diametro en P, ¢l segmento P1, seri el lado del pentigono.

l Pentigono regular dado el lado. (Fig.65).

Fig.o4

el [ado. Se trazala
mediatriz m del lado, el punto @’ sera el centro de la
circunferencia circunscrita al cuadrado, 1a cual corta a la
mediatriz m, en el punto O, centro de la circunferencia en
la que esta inscrito el octégono.

Octégono regular
dado el lado.(Yig.
66).

Sea el lado AB,
tracemos un
cuadrado que tenga
por valor el lado
dado, se traza la
mediatriz m  del
lado. El punto ¥

el octogono.

Se al Jado AB, tracemos un cuadrado que tenga por valor

Fig.05

, serd el centro de la circunferencia

circunscrita al cuadrado, que corta a la mediatriz m, en el
punto O, centro de la circunferencia en la que esta mscrito
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Decdagono regular dado el lado ( Fig. 67).

Construimos un pentagono que tenga por valor el
lado del decagono, el punto O sera el centro de la
circunferencia en la que esta inscrito el decagono.

3.9. POLIGONOS REGULARES.
CONSTRUCCIONES APROXIMADAS.
POLIGONOS ESTRELLADOS.

Heptagono regular dado el radio de la circunferencia
circunscrita. ( Fig. 68).

Este procedimiento es aproximado y se basa en
gue el lado del heptagono es aproximadamente con error
pequefio, a la mitad del lado del triangulo inscrito en la
misma circunferencia.

Sea la circunferencia de diametro AB, se traza la
mediatriz del radio, y el segmento mr, serd el lado
aproximado del heptagono.

Enedgono regular dado el radio de la circunferencia
circunscrita. (Fig.69).
Su trazado es también aproximado, consideramos
dos diametros perpendiculares AB y 1D, con centro en 1
y en D), trazamos dos arcos que corten a la circunferencia
en m y n, con centro nuevamente en I y D, trazamos
otros dos arcos ahora con radio Dn v m, que determinan
el punto P, la circunferencia de radio PD = P1, cortar al
radio en el

punto ),

Fig 69

Fig 68

la distancia A, serd aproximadamente el lado del
poligono buscado.

Heptano regular dado el lado. ( Fig.70).

La construccion es aproximada, se
fundamenta en que el radio de la circunferencia
circunscrita a un heptagono es aproximadamente
igual a la lipotenusa de un triangulo rectangulo en
el que un cateto es el lado, y tiene un angulo
contiguo de 30°.
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Sea ¢l lado AB, tracemos la mediatriz m, y
construimos dos arcos An y Br, con centros en A y
B, dibujamos las bisectrices del angulo nAB, la cual
corta a la perpendicular en B, en el punto M, con
centro en A y radio AM, trazamos un arco que corta
a la mediatriz m, en el punto O, centro de la
circunferencia en la que esté inscrito el poligono.

Enedgono regular dado el lado. ( Fig. 71).
Trazamos un tridingulo equilatero ABC de
lado 19, a continuacion se traza la bisectriz del

F

Fig.71

Numero de lados
Numeros enteros menores que la mitad
Nuameros primos con 9 de los anteriores

Este ultimo sera el orden de unién de los enedgonos

regulares.

Por tanto los estrellados serian de dos en dos, asi como

de cuatro en cuatro.

Uniendo de tres en tres tendriamos un falso estrellado,
formado por tres trnangulos girados entre si 360°/9 = 40°

Decdgono estrellado. (Fig. 72) .

angulo
que nos
determin
an sobre

Fig. 70

la mediatriz del segmento AB ¢l punto G, haciendo
centro en & v radio CG, trazamos una circunferencia
que nos da sobre las prolongaciones de los lados, los
puntos m y n, que unidos determinan el punto O,
centro de la circunferencia en la que esta inscrito el

poligono.

Orden de union de un estrellado. Basta tener en
cuenta Jos numeros menores que la mitad de Ia cifra
que indica el mimero de lados y que sean primos con
ella. Asi para el enecagono regular tendriamos:

9

1,2,3.4.

2.4

Por lo anteriormente expuesto tendriamos:

Nimero de lados
Nameros enteros menores que la mitad
Nameros primos con 10 de los anteriores

16

Fig.72

12,34,

3.4
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Este ltimo sera el orden de union de los decagonos regulares.

Heptagono estrellado. (Fig. 73).

Numero de lados 7
Numeros enteros menores que la mitad 1,23
Numeros primos con 7 de los anteriores 2.3

Este altimo sera el orden de union de los heptagonos
regulares.

3.10. POLIGONOS IRREGULARES.

‘3.11. DIVISION DE LA CIRCUNFERENCIA.

Para dividir una circunferencia en un nimero

cualquiera de partes, se puede emplear el procedimiento
sigwente; ( Fig.74)

Fig.73

Por ejemplo dividamos una
circunferencia en siete lados: se divide el
diametro de la circunferencia en siete
partes iguales, con centro en los extremos
A y B, se trazan dos arcos que nos
determinan los puntos m y r, si unimos
m vy r con las divisiones del diametro
alternadas, determinamos en la
circunferencia los puntos del heptdgono.

Fig.74
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NUCLEO TEMATICO II PROPORCIONALIDAD ESCALAS Y
TRANSFORNIACIONES "

OBJETIVOS DIDACTICOS

Resolver problemas graficos relacionados con la proporcionalidad directa y fa
semejanza.
Trabajar con distintas escalas.

Resolver problemas graficos relacionados con la proporcionalidad inversa y la
potencia.

PROCEDIMIENTOS
Método grafico de semejanza.
Construccién de escalas graficas y volantes.
Procedimientos abreviados para resolver problemas de potencia a pariir de
circunferencias o rectas accesorias.

Cuarta unidad. Proporcionalidad y escalas: Conceptos fundamentales, elementos
que definen una semejanza, determinacién de la media proporcional, cuarta proporcional,
construccion de escalas gréficas y volantes.

Quinta unidad. Potencia y eje radical.

Sexta unidad: transformaciones geométricas. traslaciones, giros, simetria,
homotecia e inversion.

Se prestara especial atencion al concepto de simetria. Se realizaran ejercicios
consistentes en copias de figuras planas. Esta unidad debe de servir junto con la tres,
para, averiguar si se cumple el primer objetivo.
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CUARTA UNIDAD Igualdad, Semejanza,
Proporcionalidad y Escalas.

4.1 IGUALDAD.

i Contemdo : -
: Conceptos ﬁmdamentales

Igualdad, semejanza y simetria.
Determinacion de fa rnedla proporcmnal

Cuarta proporclonal
‘Equivalencia BN R o
: -Canstmcclorr de escalas graﬁcas y- volantes '

Equivalenci,

Conceptos fundamentales. Dos elementos son iguales, cuando tienen todos sus elementos
iguales, ¢s decir, tienen la misma forma v la misma magnitud.

Para construir un poligeno igual a otro, existen distintos procedimientos, entre los que
caben destacar los siguientes:

Descomposicion por triangulos: (Fig.75). Sea el poligono ABCDE. Se toma un vértice y se
trazan las diagonales AC y AD, construyéndolas aparte de forma ordenada. Ya que basta con
construir los triangulos formados, en los que se conocen todos sus lados.

Método de coordenadas. (Fig. 76). a B A B

Se toma una recta cualquiera y se
levantan las perpendiculares a ella por los
vértices A,B,C, et. El resto del ejercicio
puede obtenerse faciimente. C

E- E
D
4.2. SEMEJANZA. L— —
Fig.75

Dos figuras son semejantes, cuando
teniendo el mismo nimero de lados, los

angulos formados por los mismos son iguales y las dimensiones de sus lados son proporcionales.
La razén existente entre dos figuras semejantes se flama, razon de semejanza.
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b B 421 CONSTRUCCION DE
| POLIGONOS SEMEJANTES
D B Existen distintos métodos para
€ F obtener poligonos semejantes: Método
copia de angulos, por coordenada, por
£ £ | triangulacion. Veamos este nltimo.

M A

),

F _ole lbld |c IF' lo'le’ bid lc’

Construccion de un  poligeno

— semejante a ofro, cuya relacion sea /2.
Tomamos un cualquiera P, el cual

unimos con los vértices del poligono dado 4, B, C, D, E,. Se toma el punto A” medio de PA, fal

que PA” = PA/2, basta ir trazando

paralelas a los lados del poligono r“m" T 7

dado.

Simetria respecto a una recta. El
punto A4 es simétrico del B |f
cuando ambos distan igual del gje
y estan en la misma perpendicular
a ¢l. El punto D también es
simétrico det C'y viceversa. A la i}ig_ 77
recta se le flama eje de simetria. {

Fig.78).

Proporcionalidad: Segmento medio proporcienal de dos.

Se lama segmento medio proporcional de dos dados, a otro
segmento de longitud x igual a la raiz cuadrada del producto de 4
x b, de los dados. Se cumple pues la proporcionalidad continua:

xZ=axb -

Este segmento media proporcional puede lograrse por tres procedimientos, los cuales los
describimos a continuacion;

Primer procedimiento: ( Fig. 79).

Colocamos los dos segmentos 4 y b, uno a continuacion del otro, trazamos la
circunferencia de diametro & + b, la perpendicular trazada por B, corta a la circunferencia en D.
El segmento DB = X sera la solucién buscada.
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Facilmente se demuestra teniendo en cuenta que en un triangulo rectinguio ADC, la

altura BD, es media proporcional entre los segmentos que dividen la hipotenusa.

o

A a

Fig.79

Segmento tercero proporcional de dos.

( Fig. 81).

Se llama proporcion continua, aquella los medios iguales:
segln esto, la tercera proporcional de dos segmentos s una A N O b B

Segundo procedimiento. ( Fig. 80).

Tracemos un un segmento AB = a, y otro BN = b, trazamos a
continuacidn la circunferencia de didmetro AB, y por N
levantamos una perpendicular que cortara a la circunferencia
en E. El segmento BE, es la media proporcional buscada x.

En el triangulo rectangulo
ABE, un cateto BE =x, |« -
es media proporcional |, o

entre la hipotenusa & y la
proyeccion de  aquel
sobre esta.

proporc¢ion continua en la que se conoce ¢l otro extremo : !

Segmento cuarto proporcional de dos. (Fig. 82).
Partimos de una proporcién  discontinuaa/d=c/x, se
dice que uno de ellos, por ejemplo el x, es el cuarto
proporcional de los otros tres.

Se resolvera de forma idéntica al anterior, teniendo en

cuenta que los

medios son
diferentes.

Fig 81

4.3 EQUIVALENCIA.

Se dice que dos figuras son equivalentes cuando sus
superficies son iguales, aunque presenten formas

—a.

diferentes.

Fig.82

Rectingulo equivalente a un tridngulo. ( Fig 83).
Para su construccion basta tener en cuanta que la altura

del triangulo es el doble de uno de los lados del rectangulo. h = 2b.
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Sea el rectangulo ABCD, se traza la mediatriz del lado a, que corta a la mediatriz en el
punto p, haciendo ceniro en p y con radio p a se traza un arco, que determina el punto E tercer
vértice del triangulo.

Cuadrado equivalente a un triangulo. ( Fig 84).
Sea la superficie del cuadrado igual a  v=s/-  y la superficie

del tridngulo
o =x— igualando ambas expresiones tendremos:
S§=Cx—
Fig.83 de donde se deduce que el lado del cuadrado es media

proporcional entre el lado del triangulo y la mitad de la altura.

De acuerdo con ello llevamos sobre
una recta et lado ¢ del tridngulo
dando los punfos AB, sobre B
restamos la mitad de la altura del
triangulo, que nos determina el
punto h, trazamos la mediatriz det
segmento 4B, que nos da el punto |
Q, haciendo centro en O, trazamos
la circunferencia que pase por los | C
extremos AB, la perpendicular
trazada por k& no determina el lado

del cuadrado Fig.84

Cuadrado equivalente a un rectingulo. (Fig 85).
Sea el rectangulo dado por sus vértices A, B, C, D, y lado a,b prolongamos ¢l lado @, y
sobre el llevamos ¢l lado b. Con centro en a, y radio d, ¢, trazamos el arco 24,

Con centro en O, punto medio de AB’, trazamos una semicircunferencia de radio OB’.

Por el punto & levantamos una perpendicular que corte en L a la semicircunferencia.El
segmento BL sera el lado buscado.
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M

— 1 Tridngulo equivalente a un pentigono.

(Fig. 86)
Transformamos el mimero de lados
I de-forma que ¢l pentagone quede reducido
' & un cuadrilatero y este a su vez a un
triangulo, seguidamente operamos de la

-0 misma forma que en la fig. 84.

A ¢ B B’ " Unimos-el punto D con los puntes Ay B,
o o) v por los puntos E y € trazamos rectas
_ J paralelas a las rectas D4 y DB,
Fig8s respectivamente. Estas rectas cortan a las
prolongaciones dei segmento AB en los
puntos I y 2. Al umir los puntos I y 2 con D, obtencimnos un triangulo equivalente al pentagono.

S=1030

4.4. CONSTRUCCION DE ESCALAS GRAFICAS Y VOLANTES.
Escalas grificas. Idea general.

Cuando hay que reproducir un dibujo con unas dimensiones diferentes a las originalges,
utilizamos las escalas. Siempre que utilicemos una escala debemos de conservar la semejanza entre
original y representacion.

Una escala Ia podemos definit como la relacion de dimensiones existente entre el dibujo
que realizamos de un objeto y el original correspondiente.

La escala se representa en forma-de fraccion, siendo el namerador ef ntimero de partes
adoptadas con refacion al denominador; asi, la escala 1:5, indica que de cinco unidades de la

realidad tomamos una para el dibujo.

Clases de escalas.
Podemos constderar tres grupos de escalas: natural, de redwcciony de ampliacion.

Aungque con fines puramente teéricos trabajaremos con cualquier escala, en el dibujo de
planos o piezas industriales, las escalas estin normalizadas, estas son principatmente [as siguientes.
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A) Escala natural 1.1
B) Escala de reduccion; 1:2,5, 1:5, 1:10, 1.20, 1:50, 1100, 1:200, }:500
C) Escala de amphacién; 2:1, 5:1, 10:1,

Escalas de trigngulo aniversal. (Fig-87)

Es de gran utitidad para relaciones mury proximas a fa naturat o mutitiplos de effa. Presenta
contraescala para la apreciacion de las décimas, y permite en la misma figura conseguir un elevado
numero de relaciones.

Tomamos un segmento AB=AC= CB= [0fcm. Se divide AB y BC en 10 partes iguales
de 1 cm. Las paralelas a AB por las referidas divisiones nos determinan las escalas.

y aan
/] ] |
/SR RN
. _ T 1% N N

I

| E—

Fig.87

Escalillas numérico grdficas.(Fig. 88%).

Se consiguen por un calculo numérico previo. Sea por ejempto la escala 1:40, quiere decir
que una unidad en el dibujo corresponden 40 en la realidad. '

Si queremos construir dicha escala tendremos que realizar una simple regla de tres, para
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eflo vamos a graduar 100 cm., diremos; si 1 cm. en el dibujo son 40 cm. reales, para graduar 100
cm., reales cuantos tendremos que tomar en ef dibujo, es dectr 100/40 = 2.5 ¢cm., es decir 100 cm.
reales en el dibujo vendran representados por 2,5 cm. Para construir la escala trazamos una recta
y sobre ella llevamos unidades de 2,5 cm = tm. A Ia izquierda del O se toma una unidad de
contraescala que al dividirla en 10 partes, nos permite apreciar las décimas de la unidad de
medida.

En la figura 88, también hemos representado la escala 1:50.

E 1/40

ARRRR AN | |

-im orn m 2m

€ 1/50

Fig88
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QUINTA UNIDAD. Potencia. Eje radical

Potencia .
Ejeradical.

3.1.- Potencia de un punfo respecto a una circunferencia. Fig 89.

Sea la circunferencia de centro O, y yn
punto exterior a ella P, trazados dos
secantes arbitrarias PAA4’y PBB’, ala
circunferencia dada, en ella se venifica
que : PA x PA’ = PBx PB’. De acuerdo
con ello resulta que st una secante
variable pasa por un punto fijo P, el
producto de P4 x PA’, tiene un valor
constante, cualquiera que sea la posicion
de la secante, este valor constante se
Hama potencia del punto respecto a la
Fig.89 " circunferencia.

-

De acuerdo con la fig. 89, facilmente se demuestra que
{(PTY=PBxPB’

3.2.- Eje radical

Todos los puntos de la recta que unen los puntos de interseccion de dos
circunferencias tienen igual potencia respecto a las dos circunferencias.

3.3.-Eje radical de dos circunferencias que se cortan. (Fig.90).

Sean las circunferencias de centro Oy (’, se unen los puntos en donde se cortan
ambas circunferencias A4’ , que sera el gje radical. Como pude observarse dicho eje radical es
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perpendicular a la recta que une los centros de ambas circunferencias.

5.4.- Eje radical de dos circunferencias
que se cortan en un punto. (Fig.91).

El eje radical sera perpendicular a la recta
que une los centros de ambas circunferencias en
el punto de tangencia.

Fig.o¢
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SEXTA UNIDAD. Transformaciones geométricas. Translaciones,
giros, simetria, homotecia e inversion.

Contenido: . ..
Translaciones-
Simetria

| Homotecia
Tnversion

6.1. SIMETRIA.

Se dice que dos puntos Ay A’ son
simétricos respecto a un punto C, llamado
centro de simetria, cuando estan en linea recta

A’ con ¢t y equidistan de dicho centro: (Fig 92)

6.2. Homotecia. (Fig.93).

Se dice que los puntos A, By C deun
triangulo son homologos delos A°, B’ v C7,
cuando cumplen las siguientes condiciones:

1%) Estan en linea recta con un punto D,
fijo llamado centro de homologia { A’ A y D)
(B’ ByD).

2%) Que Ias rectas homologas, por
ejemplo AB y A'B’, se corten en puntos de una
l i recta fija {lamada eje de homologia.

- — . Ejemplo: Dada una figura cualquiera, el
centro de homologia D, y dos puntos
homologos AA’, hallar la figura homologa del

Fig92
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triangulo dado. (Fig. 94).

6.3. Inversion.

Se dice que dos puntos son inversos
cuando cumplen las siguientes condiciones:

1°) Estar en linea recta con otro
punto €, fijo, Hamado centro de inversion.

2%y Que ¢l producto de las distancias
de Ios puntos al centro de inversion sea una
cantidad constante llamada potencia de
inversion Q. (Fig 95).

CAxCB=0Q

Fig 94

Fig.95
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 NUCLEO TEMATICO IL- TANGENCIAS Y CONICAS

OBJETIVOS DIDACTICOS

Realizar las construcciones basicas de tangencias entre rectas y
circunferencias y entre circunferencias, situando los correspondientes puntos de
tangencia.

Realizar con correccion los enlaces correspondientes.

Aplicar el procedimiento grafico de sumar y rectas datos.

Analizar y ordenar todos los casos de tangencias estudiados, para posteriores
aplicaciones.

Conocer las propiedades de las tangentes.

CONTENIDOS

Definicién y propiedades de [a tangencia entre rectas y circunferencias y entre
circunferencias.

Puntos de tangencia. _

Rectas tangentes a [a circunferencia y tangentes a dos circunferencias.

Circunferencias tangentes entre si. Circunferencias tangentes a rectas y a
circunferencias dadas.

PROCEDIMIENTOS
Método de los lugares gedmetricos.
Procedimiento grafico de suma y recta de datos.
Realizacién de empalmes.

‘ Unidad siete.Tangencias: rectas y circunferencias, entre dos y mas
circunferencias, enlaces, dvalos y ovoides.

Al llegar a esta parte el alumno debe de haber adquirido los habitos de limpieza y
estética en la presentacion de trabajos. Se puede enlazar la unidad con un tema
refacionado, como puede ser [a mecanica o la automocion, por medio de ejercicios tales
compo, trazado de una biela o correa de transmisién.

Unidad ocho. Cénicas: Elipse, parabola, hipérbola.
OBJETIVOS DIDACTICOS

Dibujar curvas conicas, mecanicas y técnicas, distinguiendo el origen y ias
caracteristicas de cada una.
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Conocer y aplicar las propiedades de las curvas conicas y de su rectas
tangentes.

CONTENIDOS
CONCEPTOS

Concepto de conica, elipse, parabola e hipérbola. Aplicaciones.

Realizacion de empaimes. Definicidn grafica de los puntos de tangencia entre
recta y conica.

PROCEDIMIENTOS

Método grafico de aplicacién de teoremas, definiciones y propiedades.

Realizacion de empalmes. Definicidon de puntos de tangencia entre recta y
cbnica.

Esta unidad ha de relacionarse con la geometria descriptiva, en lo referente a
la elipse. Debe se servir para la valoracion del cuarto criterio de evaluacion.
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SEPTIMA UNIDAD. Tangencias entre rectas y circunferencias,
entre dos y mas circunferencias, enlaces, ovalos y ovoides.

‘Contenido: - |

| Rectas y circunferencias

- Entre dos o mas circunferencias
- Ovatos.y ovoides L
| Toversion -

7.1. GENERALIDADES

Se dice que una recta o circunferencia son tangentes a otra circunferencia, cuando la recta
o la circunferencia se cortan en un solo punto. Si la recta o la circunferencia cortan a la otra
circunferencia en dos puntos, se dice que son secantes, y si no la corta en ningan punto la recta
es exterior.( Fig. 95 bis)

Podemos afirmar que las tangencias es quizas ¢l problema geométrico més importante que
se nos puede presentar al construir una determinada pieza.

Los problemas que se nos pueden presentar, los podemos agrupar de la forma siguiente:
a) Rectas tangentes a circunferencias.
b) Circunferencias tangentes a rectas.
¢) Circunferencias tangentes a circunferencias.

d) Circunferencias tangentes a rectas y a circunferencias.

En todos estos problemas se debe tener en cuenta del nimero de datos o condiciones para
poder determinar un problema.

Respecto al numero de datos diremos, que cuando la solucién sea una circunferencia
necesitaremos tres datos para resolver el problema, v cuando sea una recta, dos datos. Una
condicion puede suplir a un dato. El nimere de soluciones puede oscilar entre cero y ocho.

Los procedimientos mas usuales de resolucion son: lugares geométricos, potencia de un
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punto respecto a una circunferencia, homotecia, inversion y dilataciones.

7.2. CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A RECTAS.

Circunferencia tangente a una recta en un punto de ella y que pase por un punto
exterior.(kig. 96).

Sea la recta # y un punto de la recta P, y el punto exterior Q. El centro de la circunferencia
estara en la perpendicular a la recta por P, por otro lado para que una circunferencia pase por P
v ( su centro debe de estar en la mediatriz de los dos puntos, por lo tanto el punto donde se
corten la perpendicular v la mediatriz sera el centro de la solucion.

@——-R——0

)

Fig 96-97

Circunferencia tangente a una recta en un punto de ella conocido el radio de la
solucion.(Fig.97)

Sea la rectar, P et punto de tangencia y R el radio de las soluciones. El problema puede
presentar dos scluciones.

El lugar geométrico de los centros de las circunferenctas tangentes a una recta 7 en un

punto de ella, es la perpendicular a aquella en este punto. Las intersecciones de esta perpendicular
con Ia circunferencia radio R, fijaran los centros O1 y 02.

Circunferencia tangente a una recta que pase por un punto exterior conocido el
radio de las soluciones.(Fig.98).

Los centros de las soluciones se encontraran en la circunferencia de centro Py radio R,
y ademas en la paralela que diste R de 1a recta dada r, los puntos de corte O7 y 02, seran los
centros de las soluciones. El mimero de estas sera de dos.
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rig98

tendremos la solucion.

Fig99

Rectas  tangentes a una
circunferencia desde un punto
exterior ( cuatro soluciones). (Fig.101).

7.3 RECTAS TANGENTES
CIRCUNFERENCIAS.
Recta tangente a wuna
circunferencia en un punto de
ella. (Fig.99).

Sea la circunferencia de centro Oy
P ¢l punto de tangencia. La tangente
serd perpendicular a la recta que une
P con el centro de la circunferencia
es dectr el radio. Por lo tanto basta
trazar la perpendicular a r por P, y

Rectas tangentes a una circunferencia
paralela a una direccion dada. (Fig.100).

La perpendicular d trazada a la direccién d que pase
por el centro de la circunferencia cortara a esta en los
puntos & y b, que seran los de tangencia. El problema
queda reducido al anterior.

Fig.100
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Como el lugar geométrico de las cuerdas interceptadas ¢n una circunferencia v que pasen
por un punto es otra circunferencia de diametro la distancia del centro at punto, la que tiene de
didmetro OP, cortara a la dada en los puntos de contacto T7 y T2, siendo #1 y £2 las soluciones

buscadas.

Segundo procedimiento. (Fig 102)

Tendremos en cuenta que todo radio
perpendicular a una cuerda corta a esta en su
punto medio. La circunferencia concéntrica con
la dada y de radio doble-cortara a centro Py de
radio PO en los puntos @ y b, que unidos con
O, interceptaran a los puntos T1 y T2 de
tangencia.

Fig 101

Tercer procedimiento.(Fig.103).

La circunferencia de centro €@ y de radio OP,
corfara a la recta tangente en los puntos a y b,
que unidos con O, interceptaran en los puntos
T'1y T2 de tangencia.

Fig 102

Cuarto procedimiento.(Fig.104).

El problema se determina por fa recta polar, es
decir la que une los puntos de contacto y resulta
ortogonal con OP. Bastara trazar dos secantes
a la circunferencia que pasen por P. La umon de
su puntos de contacto permitira determinar 4 y
B de dicha polar la cual cortarda a la
circunferencia en los puntos TI y T2 de
tangencia.

Fig 103
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7.4. RECTAS TANGENTES A DOS
CIRCUNFERENCIAS.

Rectas tangentes comunes exteriores a
dos circunferencias. ( F1g.105).

Restamos a las dos circunferencias el
radio de la menor es decir R-r, y r-r, la
circunferencia menor quedard reducida a un
punto, el problema queda reducido a trazar
tangentes a una circunferencia de radio R-r desde
un punto exterior (', una vez resuchto este
problema tendremos los puntos de tangencia a v
b, que unidos con O, nos daran los puntos T1 y

Fig 104

Y

| paralelismo.  Se

| radio de Ia

Fig 105

T2 de tangencia. Los puntos
T’ v F’2, se obtienen por
puede
observar en la figura que fa
recta (F'a es paralelaa £l y
se encuentra a la distancia #,
menor
circunferencia.
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Rectas tangentes comunes a dos circunferencias. ( 106)
El procedimiento es semejante al anterior. Con centro en O trazamos una circunferencia

que sea R+ir, ¥y
reducimos la
circunferencia
menor a un punto,
el problema queda
reducido a trazado
de la tangente a
una circunferencta
desde un punto
exterior, el resto
del problema es
idéntico al
anterior.

1
I
]

Fig 106

Fig 167

7.5 CIRCUNFERENCIAS

TANGENTES A DOS RECTAS..
Circunferencias tangentes

a dos rectas conocido el punto de tangencia
en una de ellas.(Fig. 107).

Las bisectrices de los angulos que
forman las rectas es el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de ambas rectas,
por lo tante el punto donde cortan ambas
bisectrices y la perpendicular a r por P, seran
los centros QI y 02 de las soluciones. Fl
problema tendra dos soluciones.

Circunferencias fangentes a dos
rectas gue se cortan conocido el radio
de las soluciones.(Fig.108).

Jiene cuatro soluciones teniendo en
cuenta que el lugar geoméirico de los centros
de Jas circunferencias de radio dado tangentes
a una recta, es otra recta paralela a la dada,

trazada a una distancia igual al radio de las soluciones, las paralelas a 7 y 5 a la distancia R, se
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cortaran en los puntos 01, 02, 03,
04, centros de las soluciones. Los \
puntos de tangencia se obtienen

trazando las perpendiculares a las ®
rectas por los centros. ®

Tg
7.6 CIRCUNFERENCIAS / %4 1
TANGENTES A  DOS ; -
CIRCUNFERENCIAS. Te T3

o4
Circunferencias tangentes a dos Ty T T ]
circunferencias conocido ¢l & KL

radio de las soluciones. (Fig.109).

Este problema puede tencr
ocho soluciones como maximo. El
lugar geométrico de los centros de las
circunferencias de radio dado

tangentes a otra, son dos Figlos

circunferencias concéntricas con las

dadas y cuyos radios son la suma o diferencia del radio dado vy el de las circunferencias. Las
circunferencias de radio Rtr y R-r, r+#’ y r-r’, sc¢ cortaran en una serie de puntos que son los
centros de las
soluciones.
El niimero de
soluciones
puede
disminuir
hasta
anularse, asi
¢C o m o
depende de
las distancias
entre los
centros de las
soluciones.

Fig 109
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Circunferencias tangentes a dos circunferencias conocido el punto de tangencia
en una de ellas.(Fig.110).
Presenta dos soluciones, el problema lo vamos a resolver por el procedimiento de las dilataciones.

Se reduce facilmente a circunferencia tangente a una circunferencia en un punto de ella y que pase
nor un punto exterior, transformando en un punto fa circunferencia en la que no esta el punto de

Lo 2 INEL, L2 QAR 1348 L 24 ealoet L3 LL

wformada en dos circu

tangencia, quedando la otra tran ir 8 s
la suma y diferencia de los dados. Come consecuencia el punto de tangencia P, pasara a ocupar

....... a4y a g s. Com 1 u 1gen
las posiciones 1 v 1') estando los tres puntos alineados con el centro (V') el centro de las soluciones

sy at
estara sobre esta recta v en Ia medi

7.7 CIRCUNFERENCIAS

TANGENTES A
CIRCUNFERENCIA Y
RECTA.

Circunferencia tangenite a una
circunferencia y a una recta
dado el punto de tangencia
sebre Ia recta. (Fig.111).

Este problema puede resolverse
por varnos procedimientos aunqgue
aplicaremos el basado en las
dilataciones.

Se reduce la circunferencia de
cetro U a un punio, seguidamente se . |
trazan dos paralelas alarecta r, ¥’ ¥
r*‘, el punto PT de tangencia ocupara

las posiciones PT’ y PT’‘, unimos
ambos puntos con el centro @ de la
circunferencia, dando las rectas PT?-0

y PT7°-0), se trazan las mediatrices de ambos segmentos, Ias cuales nos determinan los cent
C'1y £2 de las solucionas
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Fig11i

Circunferencia tangente a una circunferencia y a una recta dado el punto de
tangencia sobre la circunferencia. (Fig.112)

Ana anlirranaa
UL BUIUCTUTNCS.

La tangente a la
circunferencia en el
punto Pt cortard a la
dada en el punto M, la
bisectriz de los angulos
formados cortara a la

recta P& en

los puntos €1 y €2
centros de las
soluciones.
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Circunferencia tangente a una circunjerencia y a una recta dado el radio de las

soluciones. (Fig.113)
El lugar geométrico de los centros de las circunferencias tangentes a la dada y de radio

geo 1
seran ltas circunferencias concéntricas con la dada de radio R+» v R-r. Por otro lado el lugar
eométrico de los centros de Ias circunferencias de radio R tangentes
v r’ paralelas a la dada y distantes R ( radio de las soluciones). Los g
estos lugares geométricos seran los centros de las soluciones buscadas. Segiin el nimero de cortes
roducidos por las circunferencias R+r v R-r en ' v #’*, el nimero de soluciones estara

=T r

omprendido entre O v ocho.

09

[l B ]

Fig 113

7.8 CIRCUNFERENCIAS TANGENTES A TRES RECTAS.(Fig.114).

Sean las rectasr, s, ¢, al cortarse determinan un tridngulo, y ello reducirs el problema a trazar las

circunferencias inscritas v esencritas a dicho triangulo. Para lograr esto solo habra que dibujar las

bisectrices de los dngulos determinados por las rectas dadas y buscar su puntos de interseccion
i

e et

C1, (2, Cz y C4, centros de las soluciones. Si las tres son paralelag el nimero de soluciones e
CEro.

[#x]
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T3 T

Ca

C2

Fig114

7.9 ENLACES
Generalidades.

Se denomina
entace o empalme de
dos lineas, a Ia
coniinuidad en el
trazado - conseguida
por medio de
algunos de los
procedimientos
geometricos
explicados
antertormente.  Se
fundamenta
exclusivamente en
los €as08 de
fangencias, v la
aplicacidn en los
trazados industriales
es constanie.

Se pasa a
continuacidén 2 la
resolucién de
algunos casos.

Empalme de dos rectas paralelas dado el punto de arranque en una de ellas.

(Fig.115).

T r

Sean las rectas v 5, v el punto de arranque 7. La perpendicular comin a las dos rectas desde T,

nos fijara el centro del arco, en su interseccion con la paralela media m.

Empalme de dos rectas concurrentes por
un arco de radio R dado. (F1g.116).

Fig 116

Fig.115
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Las paralelas r v 5, a la distancia R, se cortarin en el centro C buscado. La determinacion
de los puntos de contacto se efectiia trazando las paralelas a 1a recta por el punto C. Este ejercicio

S n
8 e pu
esta findamentado en que el lugar geométrico de dos rectas que se cortan, es la bisectriz del

Si las rectas son perpendiculares el procedimiento se simplifica.

Empalme de dos rectas incidentes por
dos arcos de sentidos conirarios,
conocidos los puntos de arranque y el
radio r de una de ellas. (Fig.117).

Sean las rectas r v s, €l radio de Ia
solucion R, y los puntos de arranque Try 73,
que deteminan los centros Cr y el punto F, ia
mediatriz de (1 F, cortara a la prolongacion
de Tt F en €2, que es el otto centro buscado,
el punto de contacto se hallard uniendo los
Centros.

Empalme de recta y circunferencia
Fig117 dado el punto de arranque en la recta.
( Fig. 118).

Sea la recta r y la circunferencia de radio

R. Se traza una paralela a r a la distancia R (
radio de la circunferencia dada). La mediatriz

OT, cortara a la prolongacién de TT” en C, d .
centro buscado. El punto de contacto en la n
circunferencia se obtiene uniendo los centros. r T

Empalme de recta y circunferencia dado
el punto de arrangue en la
circunferencia. (Fig.119), !

La tangente a la circunferencia en el e
punte T, cortara a la recta en ¢l punto M, la
bisectriz del angulo M, cortara a la perpendicular
en 17 en el punto Ci, centro de las soluciones. El
punto de contacto se obtiene uniendo los

Ty

centros. Fie 118
Fig 118

P et Wy e rare]
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Fig.119

7.10 OVALOS
7.10. 1. Generalidades

Se denomina ovalo a una figura parecida a una elipse que presenta dos ¢jes de simetria
oitogonales que se cortan en su punto medio. Esta formada por una serie arcos de circunferencia
tangentes entre si. Sus aplicaciones industriales son bastantes amplias.

7.10.2 CONSTRUCCIONES PRINCIPALES

Construccion del ovalo de cuatro centros dado el eje mayor
Se puede construir por varios procedimientos de entre ellos destacamos los siguientes:

Primer procedimiento: (Fig.120).

Se divide el eje mayor AB en tres partes iguales, a continuacidon se trazan las
circunferencias de didmetros AC7 y BC2, los centros seran C1, C2, (3, C+. Los arcos empalmaran
sobre las rectas que unen los centros. ‘

Segundo procedimiento. (Fig.121).
Se divide el diametro AB en cuatro partes iguales, y se timan los centros Ct y (2, los arcos

de centros y radio C1 C2 = AB/2, se cortaran en dos puntos que seran los centros restantes C3 vy
(s,
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1

~1_1_.‘ig‘120y12f _— — e e e - R —

Construccion del ovalo de cuatro centros dado el eje menor. (Fig.122)

Sea el gje menor CD, 1a recta del eje mayor coincidira con la mediatriz del segmento dado.

Tomamos como centros los extremos C1, (2, (3, C4, de los ejes ortogonales de la Circunferencia,
con lo cual queda resuelto el problema.

Construccion del ovalo de cuatro centros dades los
dos ejes ( Fig.123)

Es una construccion de bastante interés en ¢l dibujo industrial
por suplir en bastantes ocasiones a la elipse, son varios los

1

Fig.122

procedimientos para su construccidn, aunque
solo citaremos los mas empleados.

Sean los ejes AB y CD, se lleva OB sobre OD,

Fig123
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y la diferencia de semiejes la llevamos sobre la recta AD, la mediatriz AF cortara a los dos ejes,
o a un eje y la prolongacion del otro en los puntos C1 y 3, que seran los centros buscados, los
dos restantes seran simétricos de los obtenidos anteriormente respecto al centro O del ovalo.

Segundo método (Fig. 124).

|
|
i
|

Fig 124

Se contruye el rectangulo EFGH, circunscrito al ovalo.
Se divide EH y F( en 4 partes iguales; unimos C con
I Dcon3 CconlryDcon3i Lasrectas ED, CH,
DF y CG cortan a las anteriores en Jos puntos a4, b, c,
d, . Se trazan las mediatrices de Ca y Ch obtenemos el
punto 01, en el eje menor y su simétrico respecto de
01, 02, La recta O1E corta en 03 al eje menor y la Oz
F en 04, centros buscados.

7.11 OVOIDE

El ovoide presenta un solo eje de simetria vy
tiene forma de huevo, se construye también por arcos
de circunferencia ( normalmente cuatro).

Construccion del ovoide dado el eje no simétrico (Fig.125)
Trazamos la circunferencia de diametro AB igual al eje dado v sittamos los centros C1,

(2, C3 de la forma indicada.

AzC,

—

Fig125y 126

Construccion del ovoide dado el eje de simetria. ( dos procedimientos). ( Tig 126)
Sea el eje de stmetria AB, el cual lo dividimos en seis partes iguales. Por la division dos
trazamos una perpendicular, llevamos aun lado y otro de la misma cuatro divisiones de las
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anteriores, obteniendo los centros 2, €3, se unen con la division cinco, que sera el centro de la

curva,

Segunde procedimiento (Fig. 127).

Se toma el punto medic de AB (Pm),. v
ilevamos B Pm = BD sobre rectas ortogonales
y ummos D con A, transportamos BD = DE| y
AE = A0Q. O sera uno de los centros. La
circunferencia de centro O vy radio OB, nos
permite el trazado completo del ovoide de la
forma ya indicada.

Oveide comuin a dos circunferencias
( Fig. 128).

Habra que fijar el punto de contacto T en
una de ellas, por cjemplo sobre el mayor. El
problema se reduce a determmnar la
circunferencia tangente a dos dadas conociendo
el punto de tangencia en una de ellas. Problema
resuelto.

Fig127

Fig 128

GEOMETRIA METRICA | PAGES



DIBUJO DE SEGUNDO DE BACHILLERATO: AUTOR: RAMON DEL AGUILA CORBALAN

OCTAVA UNIDAD. Cénicas.

CElipse ¢
Pardbola
- Hipérbola -

8.1. ELIPSE
8.1.1 GENERALIDADES

Se llama elipse, al lugar geométrico de los puntos de un plano tales que la suma de las
distancias a dos puntos fijos del mismo plano es constante e igual a 2a. Los puntos fijos se llaman
focos, v las rectas que unen un punto de la elipse con los focos radio vectores, y se representan
perr y#’ Entre ellos se verificaque r + " = 24.

Para construir una elipse, basta tomar una cuerda, fijar sus dos extremos en los puntos
fijos Fy F’ ( focos), y manteniéndola tirante mediante un punzon o lapiz la punta de esta describe
la elipse.

La elipse tiene dos ejes perpendiculares y se cortan en su punto medio 0, el eje mayor se
representa por 2a, v el menor por 2b. Al primero se le llama eje real y al otro imaginario. Los
focos estan en el eje real.

La distancia focal se representa por 2c.

Entre a, b y ¢ existe la relacion siguiente a’=h+c?

8.1.2 CIRCUNFERENCIA PRINCIPAL

Se llama circunferencia principal, a la que tiene por centro el de la clipse y radio a. Se
define, como el tugar geométrico de los pies de las perpendiculares trazadas por los focos a las
tangentes a la elipse.

La elipse también se puede definir como el lugar geométrico de los centros de las
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circunferencias que son tangentes a la focal y pasan por el otro foco.

8.1.3. CIRCUNFERENCIA FOCAL

Circunferencia focal es aquella que tiene por centro uno de los focos y de radio 2a.

8.1.4. TRAZADOS MAS REPRESENTATIVOS
Trazado de una elipse por punios a partir de los ejes. ( dos procedimientos)

Primer procedimiento. Por radio vectores (fig.130)

Fig.130

Repitiendo esta operacion fantas veces como
se quiera, obtendremos el resto de los puntos.

Segundo procedimiento. Por haces
proyectivos (fig.131) '

Se construye el paralelogramo de la
figura, se divide OB en un nimero de partes
iguales, por ejemplo siete, v en el mismo
namero se divide el lado menor del rectangulo,
se unen los vértices C y D con los puntos de
division hasta que se corten entre si las
divisiones.

| Sea 2a ¢l eje mayor y 2b €l eje menor. Sabiendo

la razdn que existe entre los elementos
definidores de la elipse, podemos calcular
facilmente Ia distancia focal. Se toma un punto
cualquiera en el eje mayor, por ejemplo el P,
con radio AP y haciendo centro en el foco F, sc
traza un arco, y con radio BP y haciendo centro
en F’ trazamos otro arco, el punto de corte de
ambos M, sera un punto de ia elipse, de esta
forma se cumple que:

S

[ - i - g

N

\\
é\\
N

N\

o

P W
EX
>
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N
1

~n ini\mbﬁ'& WO, U R
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=

/
I

Trazado de la elipse por puntos a partir de los didmetros conjugados. (Fig. 132).
El procedimiento de copstruccion es similar al anterior,
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Tangente normal en un punto de
la elipse. (Fig.133).

La tangente a la elipse en un

punto, es la bisectriz exterior del angulo
de los radios vectores. La normal serd la
perpendicular en el punto a la referida
tangente y por tanto bisectriz del angulo
adyacente.

Construccion de la elipse por arcos
de circunferencia. (Fig.134).

Se traza la bisectriz de los radios
vectores que sera la normal al centro del
arco que se busca, esta corta al eje mayor
en S, se levanta la perpendicular en .§ que
corta en el punto N a la recta P10, por N se
traza otra perpendicular al eje AB, que nos
determina el centro ¢ La distancia ¢ P1 es
el radio de curvatura. Se repite esta |

.y . L.
operacién cuantas veces Se quiera Y g 733
construiremos la elipse.

o]

_—

Fig 134

focal por 2¢.

8.2. HIPERBOILA
8.2.1 GENERALIDADES

La hipérbola es una curva
abierta con dos ramas, y se define
como el lugar geométrico de los puntos
cuya diferencia de distancias a otros
dos puntos fijos llamados focos es
constante e igual a 2a.

La curva tiene dos ¢jes que se
cortan en su punto medic y son
ortogonales. Al igual que la clipse se
representa por 2a v 2b, y la distancia

Es simétrica respecto de los dos ejes y del centro de la curva. Los conceptos de radio
vectores, circunferencia principal y focal son los mismos que en la elipse.

La hipérbela también se puede definir como: el lugar geométrico de los puntos del plano
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que son centros de circunferencia que pasan por un foco y son tangentes a la focal del otro foco.

Segun la longitud de los ejes podemos establecer que:

1° 8i @ es mayor que b, se obtiene una curva de ramas cerradas.
2° St a es igual a b, se obtiene una curva equilatera.
3° Si @ es menor que b, se obtiene una curva de ramas abiertas.

8.2.2. TRAZADOS MAS REPRESENTATIVOS.

Trazado de la hipérbola por puntos. Procedimiento de radio vectores. (Fig. 135).
Conociendo la relacion existente entre los elementos definidores de la hipérbola

podemos obtener los focos a partir de

los ejes. Hay que tener en cuenta que la
distancia focal serda la hipotenusa del
‘triangulo rectangulo formado por los dos
ejes.

Se toma un punto H en el eje real y
radio Ak BH y centro en F y F~’ se trazan
dos arcos que nos determina el punto P de
la curva, repitiendo esta operacion un
nimero elevado de veces obtendremos los
puntos necesatrios para trazar la curva.

Procedimiento de tangentes (Fig.136).

Bastara con  considerar la
circunferencia principal v trazar una serie de
tangentes a la curva. La lpérbola buscada
serd la evolvente de dichas rectas. Para

lograr esto trazamos rectas F'R, F’S.... que pasen por un foco F’ y los puntos R, S,

a?=b2+c?
y)
s SN
& A o Q%ﬁ* B
Fig 135

trazamos sus correspondienies perpendiculares a dichas direcciones, estas seran las tangentes que

resuelven el problema.

Trazado de la hipérbola por puntos, por medio de haces proyectivos. ( Fig. 137).
Trazaremos solo una cuarta parte de la curva, para ello limitamos el trazado en un punto

P cualquiera.

Se construye el paralelogramo P P’, M N, dividimos PN y PR en un nimero de partes
iguales y proyectamos estas desde los vértices 4 y B, las intersecciones de rayos con idénticas
numeraciones nos determinan fos puntos de la curva.
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Tangente y normal a la hipérbola en
un punto. (Fig 138).

Trazaremos solo una cuarta parte de
la curva, para ello limitamos el trazado en ¢l
punto P cualquiera.

Se construye el paralelogramo P P,
M N, dividimos PN y PR en un niimero de
partes iguales, y proyectamos estas desde
los vértices A v B, las intersecciones de
rayos con idénticas numeraciones nos
determinan los puntos de la curva.

Fig 136

in. - — JR—— - e

Fig137

Radios de curvatura y
construccion de la hipérbola por
arcos de circunferencia. (Fig.139).

Se toman dos puntos proximos
para unirfos por medio de arcos de

~ circunferencia. Conociendo el punto P1,
 se traza la normal, bisectriz de los radios

vectores, esta corta al eje real en el punto

. R, por R se traza la normal hasta que

corte a la recta OP en M, por M se traza
otra perpendicular al eje hasta obtener ¢l
punto ¢ De la misma forma
obtendriamos el resto de los puntos.

Para la determinacion del centro
de curvatura, { Fig. 140), se construye el
triangulo OB’B, con 4, b, ¢, por B’ se

traza la perpendicular a la asintota OB, hasta que corte al eje en Ca, centro de curvatura.
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Fig.138

8.3, PARABOLA
8.3.1 GENERALIDADES
La parabola es una curva plana, abierta, de una sola rama; se define como el lugar

geométrico de los puntos de un plano que equidistan de un punto Hamado foco y de una recta
llamada directriz.

El vértice es otro punto cualquiera que equidista de la directriz y del foco. Su distancia
a cada uno de ¢llos es p/2, es decir la mitad del semiparametro.

Se llama parametro en la hipérbola, al igual que en la elipse v en la hipérbola, a la
longitud de la cuerda que es
- T perpendicular al eje real en el foco.

La directriz de la curva es la
circunferencia focal, en este caso de
radio infinito. Segin esto el lugar
geométrico de los puntos simétricos
del foco respecto a cada una de las
tangentes a la curva es la directriz.

La tangente en el vértice es la
i circunferencia principal, que se
| define como en las curvas anteriores.

Un punto cualquiera de la curva
Fig 190 — equidista del foco y de la
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perpendicular por el punto a la directriz.

Trazado de la pardbola por puntos a partir de los radios vectores. (Fig.141).
Tomamos un punto cualquiera M en el gje real, y con la distancia MD y haciendo centro

en ¢l foco, cortamos a la perpendicular en M,

el punto P obtenido serd de la curva, asi como
su simétrico P, respecto al eje. Por este
procedimiento se logrard un ndimero
suficiente de puntos, que nos determinara la
curva.

Construccion de la pardbola por
puntos por medio de haces
proyectivos. ( Fig.141).

Al ser abierta esta curva la limitaremos en
dos puntos Py P’ simétricos. Dividimos los
lados 5P1 y PIM del rectangulo PI15VM en el
mismo nimero de partes iguales y buscamos
las intersecciones de los haces proyectados
desde el vértice real V'y desde el impropio,
equivaliendo esta ultima operacidn a trazar
paralelas por al eje por los puntos
correspondientes. El recto de la curva se logra

Fig.141

Fig.142

repitiendo la operacion anterior.

Trazado de la pardbola por puntos a

partir de la circunferencia principal. ( fig.
143).
Como la tangente en el vértice es el Iugar
geométrico de los pies de las perpendiculares
trazadas a las tangentes por los focos, las rectas
perpendiculares 4, B, C,.. Trazadas a FA, FB,
FC,.... iran siendo sucesivamente tangentes a las
rectas mencionadas.

Recta tangente a la parabola en un punto. (
Fig.144).

Bastara determinar los dos radios vectores ry r’ y
trazar la bisectriz ¢ del angulo formado por r’. La
normal sera la perpendicular a la tangente.
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Radios de curvatura y construccion de la pardbola por arcos de circunferencia.
(Fig.145).

En primer lugar se hallan varios puntos de la curva para unirlos por arcos de
circunferencia. El punto P17 es de fa carva: se traza la bisectriz de los radios vectores del punto

riy r2, que corta en N al eje y por este punto de levanta la normal hasta que corte en A7 al radio
ri, por

A1 se traza otra perpendicular al eje que
encuentra a la normal en PIN en ¢l centro
¢, de curvatura de la parabola en el punto
P1, el radio de curvatura sera C1P1, se toma
otro punto de la curva P2y se realizan las
mismas operaciones. El punto de tangencia
de los arcos estara en la recta C1C2.

Fig.143

Fig.144

Los puntos de la curva han de estar proximos, va que si no la tangente de los arcos no
existe. Los puntos simétricos P1, P2 respecto al eje tienen por centros los centros 01, O2.

El centro de curvatura de una parabola en el vértice ¥, es un punto ¢ que dista del foco
Figual que de Ves decir P72, siendo P el semiperimetro. (Fig. 146).
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