1.- Representar la curva dada por {

Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x=a(t-sent)
, siendo a > 0.
y = a(l — cos t)

Sollicion

2.- Emparejar cada curva con su grdfica

x =t

X =t — sent
y=1—cost

2 1.5 -

0.5

) x =e'cost o) x = sent
y = e'sent y = cos t

Y)

S0lUCiON

3.- Readlizar el estudio analitico y representar graficamente la curva

X = cost + sent
y = sen’t

Solucion

4.- Realizar el estudio andlitico y representar graficamente la curva

o T
t-3
t

Y= G+r2-3)

Sollicion

5.- Realizar el estudio analitico y representar graficamente la curva
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
x = 2 sen(t) - sen (2t1)
y = 2 cos(t)- cos 2t

Sollicion

6.- Redlizar el estudio analitico y representar graficamente la curva
{x =a-cos’t

3 donde a>0.
y = a-sen

Sollicion

2 —
x(t) = t - 1
7.- Se considera la curva de ecuacion: . Estudiar:
)= H+2
4 t(t + 2)

a) 5[!"2%5 de la curva.

b) Asintotas.

c) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares.

d)  Crecimiento y decrecimiento de la curva por ramas.

e)  Puntos de cortes con los ejes coordenados.

f)  Dibujo aproximado de la curva.

Solucion

8.- Hacer un estudio y representar grdficamente la curva:
x (t) = sen (2t)
y (1) = cos(3t)

Sollicion

9.- Hacer el estudio de la siguiente curva y representarla graficamente
x = sen(2t)

/-s(y

oz
Solucion
10.- De la curva dada por sus ecuaciones paramétricas:
X(T) — ecos(‘r)
cos(t)

Y(.l.) —e sen(t)

Obtener:
1) Campo de variacion de t
2) Periodicidad
3) Simetrias
4) Asintotas
5) Puntos criticos
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
6) Estudiar el crecimiento y decrecimiento, mdximosy minimos relativos
7) Representar aproximadamente la curva

oz
Solucion
t
x(t) = 5¥———
11.- Dada la curva t -3+ , se pide estudiar:

fz
y(h) = 2 +1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Corte con los ejes

d) Asintotas

e) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares.

f) Estudio del crecimiento por ramas

g) Dibujo de la curva indicando cada rama.

oz
Solucion
2
12.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas {X(T) =12 , se pide:
y(t) = +° - 2¢
a) Campo de variacion de t.
b) Estudio de simetrias.
¢) Puntos criticos.
d) Puntos de tangencia horizontal y vertical.
e) Estudio del crecimiento por ramas.
f) Calcular y"(x) (derivada segunda de y respecto de x).
g) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos de

corte con los ejes coordenados.
Solucion
(t-1y

1,2
2 -1

x(t) =

13.- Dada la curva , se pide:

y(t) =

a) Dominio.

b) Asintotas.

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical.
d) Estudio del crecimiento por ramas.

e) Corte con los ejes de coordenadas.

f) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Sollicion
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

1-+t

x(1) = =

14.- Dada la curva que tiene como ecuaciones paramétricas +
y(t) =

, hallar:

1-+¢

a) Campo de variacion de t.

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
d) Estudio por ramas del crecimientoy decrecimiento.

Solucion
x(t)=1+¢

15.- Dada la curva _ 240 t (3t* -10t* +3) |, se pide estudiar:
v =- (fz + 1)6

a) Simetria

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Sollicion

x — 3t :
16.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas 1;1_: , estudiar:
1+ 18

Q) Asintotas.
b) Puntos criticos.
c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.
d) ¢Cuantas ramas tiene la curva?
Hacer un dibujo aproximado de la misma marcando claramente cada una de

sus ramas. _
Solucion
1 (+ - 1)
t-2)r-1)" t+-2 }
a) Hallar la ecuacion de su asintota oblicua
b) Hallar los puntos de tangencia horizontal y vertical

Sollicion

17.- Dada la curva (x(t), y(1)) = [

1.2
t)=1-—
x(1) = 1- 3

4

18.- Dada la curva de ecuvaciones paramétricas .
y(t) =2t- < 1

Se pide estudiar:
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
a) Campo de variacion de t
b) Simetrias
¢) Periodicidad
d) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical
e) Estudio del crecimientoy decrecimiento por ramas
f) Dibujo aproximado de la curva indicando cada rama.

Solucion

t2+t+1
X=— -

19.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas s ¥ :1 , se pide:
Y=% %

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

¢) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos

criticos.
Solutcion
20.- Sea la curva { x(1) = ﬁ_
y(t) =1t e”
Se pide:
a) Dominio de variacion de t
b) Continuidad
c) Simetrias
d) Interseccion con los ejes coordenados
e) Puntos criticos. Crecimiento'y decrecimiento
f) Mdximos, minimos 'y puntos de inflexion

g) Asintotas -
Solucion

x = t°

_ sen(3t)’ Te[ > 2} Estudiar:

21.- Se considera la curva de ecuacion {

a.- Simetrias de la curva.

b.- Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares.
c.- Crecimiento 'y decrecimiento de la curva por ramas.

d.- Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

e.- Dibujo aproximado de la curva, en el que se indiquen los puntos obtenidos en

los apartados anteriores. -
Solucion
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
1.2
t? -1
1.3
Y=y 1

Sollicion

23.- Hacer un estudio completo y representar graficamente la curva:
1

t(t—1)
*2
YTy 1
oz
Solucion
24 .- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
x (1) = cos(2t)
t+) . solamente en la region y>0. Se pide:
y(t) =tg (5)

a) Posicién inicial (x,,y,) de la particula en el instante t+ = 0.

X =

22.- Representar la curva dada por

X =

curva:

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Calculo de asintotas. CEs una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento 'y decrecimiento por ramas.<Cudl es la
posicion (x, y) mds baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mds alta?

Sollcion

25.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
curva:
x(1) = g 1] y |
2) , solamente en la region y>0. Se pide:
y () = cos(2t)
a) Posicién inicial (x,,y,) de la particula en el instante t = 0.

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Calculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento'y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la

posicion (x, y) mds baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mads alta?

Solucion
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
26.- Como parte de un trazado de un circuito de entrenamiento de formula 1, se
x (1) = sen(2t)
esta considerando la grafica de la curva: + ., se pide:
y(t) = cos -
a) Campo de variacion de t
b) Simetrias de la curva
c) Periodicidad
d) Dar un intervalo de longitud minima donde debe variar “t” para obtener la
grafica completa de la curva. Si no se quiere (ilogico!) que en el circuito haya
cruces, indicar razonadamente un intervalo al que haya que limitarse, dentro del
hallado anteriormente.
e) Asintotas
f) En el intervalo [0, w]: puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y
vertical.
g) En el intervalo [0, w]: ramas de la curva y estudio del crecimiento por
ramas.
h) Dibujo aproximado de la curva completa. A la vista del mismo, {cudntas
ramas tiene en total?

X =
27 .- Dada la curva

Y=1.2_1

a) Hallar las asintotas
b) Obtener los puntos de tangencia vertical y horizontal
c) Estudiar el crecimientoy decrecimiento de la curva por ramas.

Solucion

t(31°-2) 4
28.- Dada la curva (x(f), y(f)) = 1+ | se pide:

1-+2

a) Simetrias de la curva.
b) Ecuaciones de las asintotas oblicuas.

c) Puntos de tangencia horizontal, vertical y puntos singulares.

Solucion

X(T) = ﬁ
29.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas t41 - Se pide
t)= ———
y(t) Y- D)

a) Hallar el Campo de variacion del parametro t.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
b) Estudiar la existencia de asintotas y en su caso calcularlas.

¢) Hallar los puntos criticos.

d) Estudiar los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.

Sollicion

x (1) = :
30.- Dada la curva: ~ t+1. Se pide:
y ()= ¥ +1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Asintotas

d) Puntos criticos, singularesy de tangencia vertical y horizontal
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

f) Corte con los ejes y con las asintotas

Sollicion

x(1) = sen(3t)
y(1) = cos(2t)

Solucion

.',2

31.- Indicar el periodo de la curva {

x (1) =
32.- Dada la curva:

y (f) =

t+1

“; . Se pide:
t? -1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Asintotas

d) Puntos criticos, singularesy de tangencia vertical y horizontal
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

f) Corte con los ejes y con las asintotas

Solucion

x = cos(2t)
33.- Indicar el periodo de la curva t
v=1(3)

Solucion

x(t) = t
34.- a) Simetrias de la curva (1) = cos .
y(t) = t + sent
2
M =3
b) Asintotas de la curva 24
Y(f) = 1,2 _ 4
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = cos 2t
¢) Periodicidad de la curva +
y(t) = 19 (5)

x(t) = sent
y(t) = cost’
x(t) =1-cost

y(t) =t —sent

Sollicion

35.- a) Sea la curva dada por las ecuvaciones paramétricas: (%ﬁ)ﬁsen(f)cos(f)J .
9

d) Puntos de tangencia vertical de la curva {

e) Puntos singulares de la curva {

se pide hallar:

i. Campo de variacion de t

ii. Asintotas

iii. Dar las coordenadas de los puntos de fangencia horizontal

b) Sea la curva dada por las ecuaciones paramétricas: [4 cos(t), 4sen(t) cos(1')] ,
se pide:

i. Estudiar si la curva es simétrica y dar el periodo y un intervalo cuya longitud
sea igual al periodo

ii. Hallar los puntos criticos

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia vertical

Sollicion

36.- Dada la curva (2pcost + pcos(2t), 2psent — psen(2t), siendo p una
constante p>0, se pide:

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de simetrias.

c) Periodicidad.

d) Estudio de la existencia de asintotas.

e) Puntos criticos en [0,n].

f) Estudio por ramas en [O,x].

g) 6rdfica aproximada. -
Solutcion

37.-Readlizar un estudio completo de la curva dada por las ecuaciones

L x = 2sen’t
parametricas: ) .
y = 2sen“t cos t

Sollicion

1.2
ﬁ, ¥ 1] , Se pide:

a) Campo de variacion de t

38.- Dada la curva [
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
b) Estudio de simetrias.
c¢) Estudio de asintotas.

Solucion

39.- Dada la curva (sen(Z'r), cos(3'r)) , se pide:

a) Campo de variacion de t.
b) Calculo de puntos criticos en [0, =].
c) Clasificacion de los puntos criticos seglin sean de tangente horizontal,

vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en {O, 2?”]
oz
Solucion
40.- Dada la curva (sin(21), tg(217), se pide:
a) Campo de variacion de t
b) Estudio de simetrias.
c¢) Estudio de la periodicidad de la curva. Si fuera periddica, dar un intervalo
[a,b] de periodo minimo.

d) Razonar porqué la curva solo tiene asintotas verticales y hallarlas.
oz
Solucion
2t - 3

41.- Dada la curva , v > |. se pide:
t-1 (-1

a) Campo de variacion de t.

b) Calculo de puntos criticos.

c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangente horizontal,
vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Sollicion

42.- Dada la curva [In('r - 1),1 1 J se pide:

a) Campo de variacion de t
b) Razonar porqué la curva no es periodica.
c) Estudio de asintotas.

Sollcion

43.- Dada la curva (cos(ZT), cos(31')), se pide:
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
a) Campo de variacion de t.

b) Calculo de puntos criticos en [0, =].
c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,

|

vertical o singulares.

NME!

d) Estudio del crecimiento por ramas en [O,
74

Sollicion

44 - Dada la curva (e*‘l,sem‘) se pide:

a) Campo de variacion de t

b) Explica porqué la curva no es simétrica.

c) Razona porqué todos los puntos criticos de esta curva son de tangencia
horizontal.

Sollicion

2
45.- Dada la curva (1 :ZT 5 f*zj' se pide:

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de asintotas.

c¢) Calculo de puntos criticos.

d) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,
vertical o singulares.

e) Estudio del crecimiento por ramas en [0,x)

Sollicion

2
x(t) = 121' ;
46.- Dada la curva dada por las ecuaciones paramétricas ) * oy se
y() = —

pide:
a) Hallar el campo de variacion del parametro 7.
b) Estudio de la existencia de simetrias.
c) Hallar las asintotas de la curva.
d) Hallar los puntos criticos.
e) Calcular los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.

f) Estudio del crecimiento por ramas.

Solucion
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = —1

, . 11-1)
47 .- Dada la curva expresada por sus ecuaciones paramétricas 1 .
)= ———

v t(1+1)

a) Estudio de la existencia de s/imetrias.
b) Calcular las ecuaciones de sus asinfotas.
c) Los puntos de la curva de tangencia horizontal y vertical.

d) Estudio del crecimiento en las ramas: (-, -1) y (1, ).

Solucion
. Y {xﬁ)=em* .

48.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas Se pide:
y(t) = cos t
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:

Al cambiar t por -t

Al cambiar t por -t + =.
d) Asintotas.
e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares.

f) Estudio del crecimientoy decrecimiento por ramas en [0, n].
Solucion

. . . x(.l.) — esen‘r
49.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas

y(1) = et Se pide:
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + n/2.
d) Asintotas.
e) Para —n < t < &, Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical,
puntos singulares.

f) Estudio del crecimientoy decrecimiento por ramas en [0, n].

Sollcion

X(t) =
50.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 1'_2
1) =
v() t+1
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos)
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.

Sollicion

2
x(t) = 12'|'

51.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 1 B Iz
y(t) = ¥

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).

d) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

Sollicion

2
x(t) = -
52.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: I + 3
)= —°
v(®) t+1
a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
¢) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.
Solucion
x(t) = cos t

53.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva:
y(1) = sen(3t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.
b) Comprobar si tiene simetrias.
c) Hallar sus puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, y

puntos singulares para te {O, E} .

2
Solucion
x(t) = sen(3t)

54 - Dada la curva:
{Y(f) = 1g(t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
b) Comprobar si tiene simetrias.

c) Escribir la definicion de punto critico, punto de tangencia horizontal, vertical y

singular y hallar en [0, g} los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y

vertical, y puntos singulares de la curva dada.

Sollcion
212 1- 1'2]
1-+" ¢

55.- Dada la curva: (

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

Solucion

_ 42
x(n) = 18=1)
56.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: s +1 Se pide
1) = —
y(®) 1+ 142

a) Simetrias.

b) Asintotas.

¢) Puntos criticos.

d) Puntos de tangencia vertical y horizontal.
e) Crecimiento y decrecimiento por ramas.

Sollicion

. . X 1- = sen 21.
57.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: { () = sen(2t)

y(1) = tg(31)
a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Calcular su periodo, si lo tiene.

c) Comprobar si tiene simetrias.

d) Estudiar la existencia de asintotas.

Sollicion

58.- Las curvas paramétricas se utilizan abundantemente en el campo de
computacion grafica. En concreto las curvas de Bézier (ingeniero de la casa
Renault) se usan para programas de grdficos estandar como Corel Draw y fuentes
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
de escritura como TrueType. Para n=3, las curvas de Bézier se definen de la

siguiente manera:

Dados cuatro”puntos de control” Py (ao,bo), P1 (ai,bi), P2 (az,b2), Ps (as,bs),
se define la curva de Bézier (x(t), y(t)) para O < t < 1, mediante las
expresiones

x(t) = ag (1- 'r)3 + 3a,t(1- 1)2 + 3a,1? (1-1)+ a;t?

y(t) = by (1 - 1)3 +3bt(1- 1)2 +3b,1% (1 - t) + byt®

a) Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de Bézier cuyos puntos de
control son Py (1,4), P; (3,12), P2 (6,15), P; (7.4).

b) Probar que su pendiente en t=0 es igual a la pendiente del segmento ﬁ

Sollicion

se pide:

Se pide

x(t) = 3cost
y(t)=2sen (2t) '
a) Campo de variacion de t.

b) Periodicidad.

c) Puntos criticos y estudio de puntos de tangencia vertical y horizontal en [O,

).

59.- Dada la curva {

Solucion
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
EJERCICIOS PROPUESTOS

N S N
. (-3 T _1 [x=sen(t
1. Estudiar y representar la curva iy ): Lk (t)
R 5 I & y = cos(t)
Y= i3 Y ¥ 3
2. Estudiar y representar la curva (folium de Descartes)
_ 3at
- 3
1+ Z siendo a una constante a € R
3at
141

Solucion
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

a(t —sent
( ) siendo a>0.

X
1.- Representar la curva dada por {y — a(l - cost) ’

Solucion:
Primer método

Dominio de t: R.
) . X(—t) = —x(t) — -
Simetrias: , luego la curva es simétrica respecto del eje OY|.
y(=t) = y(t)

X(t+2mn) = x(t) + 2na

y(t+2m) = y(t)
Teniendo en cuenta los dos parrafos anteriores, basta estudiar la curva para valores de t e [0, n] .

Periodicidad: { Jluego la y es una funcién periddica de t, de periodo 2.

Asintotas: Evidentemente no posee ninguna.
x'(t)=a(l-cos t)=0 = t=0

. ; luego, en [O,n] solo tenemos dos puntos criticos
y'(t)=a sen t=0 = t=0, t=n

Puntos criticos: {

=0 =)

Ramas de la curva: S6lo tenemos una rama, la correspondiente a t € (0, «r).
Parat =0, se obtiene el punto (0, 0); para t = =, se obtiene el punto (ax, 2a).

ey Y1) _ sent

yi(x)= x'(t) 1-cost

{x"(t) =asent )= X (t)y"(t) - {'(t)x"(t) _ 1 :
y'(t)=a cos t X '(t) a(l—cos t)

Crecimiento y concavidad de la Unica rama:

Dominio de
variacion de t

Valores corres-
pondientes de X

Valores corres-
pondientes de y

signo de y'(x)

signo de y"(x)

O<x<ma O<y<?Z2a y'(x) >0 y"(x) <0
O<t<m X'(t) >0 y'(t) >0
y crece
X crece y crece respecto de x Curva convexa

respecto de t

respecto de t

Con el estudio anterior, podemos hacer un dibujo aproximado de la curva:

TN N N

Esta curva se denomina cicloide; representa la trayectoria de un punto de una circunferencia que
rodara sin deslizarse sobre una recta.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Segundo método

Dominio de definicion: R

.., |dexR
Campo de variacion
dey:-1<cost<l—=2a>y>0

Simetria (ver primer método)

Periodicidad (ver primer método).
Basta estudiar la curva para t €[0,7].

Asintotas: No hay.

Estudio de derivadas (estan calculadas arriba):
. . x'(t)=0=t=0
Puntos de tangencia vertical: = No hay.
{y‘(t)¢0:>t¢0,t¢n

X(t)z0=>t=0
y()=0=>1t=0,t=n
x'(t)=0=t=0
yt)=0=>t=0,t=n
x"(0)=0 x"(t)=acost=x"(0)=a
{y"(O) =a {y'"(t) =-asent=y"(0)=0

Asi, {F"?O), l;”} ={(0,a), (a,0)} son dos vectores no proporcionales y por tanto, el origen es

Puntos de tangencia horizontal: { =t=n= P, =(na,2a).

Puntos singulares: { =t=0=P, =(0,0)

un punto de retroceso de primera especie.
Tangente en el punto de retroceso: Recta que pasa por el punto P, =(0,0) y

es paralela al vector F"(P,) = (0,a) . Se trata por tanto del eje OY.
X'(t) >0 = x es creciente en t

Crecimiento y decrecimiento: _
y'(t) >0 =y escreciente en t

Cortes con los ejes:
Con OX: X(t)=0=cost=1= t=0= P, =(0,0)

ConOY: y({t)=0=t=sent = _t=0=P, =(0,0)
te[O,n]

Tabla:
t 0 T
x" |0 + 2a
y" |0 + 0
X |0 crece ma
y |0 crece 2a

Gréfica (ver primer método)
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

2.- Emparejar cada curva con su grdfica

a2
a) x = 12 b) x=1 9 x = t — sent ) Xx =e'cost . x = sent
y=1> yzg y=1—cost y = e'sent y =cost
a B 7)
¥ : : : T : :
’ ’ 1.5 [ | . . ' 3 . . ] ¥ ‘
f \ | NESNSE SR
? 1.5 -1 0.5 0.5 1.5 : 4 -3 -2 - 1 2 3 1 5 15 1 03 ‘
K-o.s -1 0.5
N L B _ _
3) : g ) S,

1 -5 -4 -2 2 4 5] £
& -5 -4 -2 2 4 ) &
_2 ’ -2
+1_4 t1-4
6 -5
—8 —R
Solucion:
X = t2 \/—
X = sent +/X X
e =x*+y?’=1=a) b) t =>y= =y’ =2=p)
y = cost y =~ 2 4
2 . _
¥
L
¥ . . . 3 . . .
2
o . .
4 -3 -2 -1 1 2 3 £
* . . . _1 . .
2 -1.5 = -0.5 0.5 1.5 c
KO.S . =2
. . . _3 . .
s . . _d . .
-7
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Representacion gréafica de curvas
€)
c){X =tosent i cloide
y =1—cost
X(-)=-x(t)
y(-D=y(t)
simétrica respecto el eje de ordenadas

&

-6

-4 22

-1 -0.5

X = t*
a){ =Y =X Y)
simétrica respecto el eje de abscisas.
2 -1.5
x = e' cost
d) 1 8) . ST
y = e'sent _\5
j}
& -5 -4 -2 2 4 ) £
-2
+1-4
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

3.- Readlizar el estudio analitico y representar graficamente la curva
{x = cost + sent

y = sen’t

Solucioén:

Dominio: @

Simetrias

{x (~t)=cost —sent = +x(t)

y () =y (t)

Periodicidad: {

no se deduce simetrias.

Periodo de la x: 2%
Periodo de lay: 2n
la curva para t €[0,2n].

= Lacurva es periodica de periodo T = Basta estudiar

Asintotas: No hay, pues [x|<2 y |y|<1.
Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

X'(t)=cost-sent=0; sent=cost=> tgt = 1=t = %;t = 5{ puntos de tangencia vertical.
sent =0
y'(t)=2costsent=0; = >t= O,E,n,g—n,Zn puntos de tangencia horizontal.
cost=0 2 2

Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas
t X(t)=cost+sent y(t)=sen’t X'(t)=cost-sent | y'(t)=2costsent | y'(x)=y’(t)/x’(t)
0 1 0 1 0 0
o<t ® Crece Crece + + 1
T 2 Y 0 1 no existe
4

T T decrece Crece + - !
—<t<—=

4 2
T il il -1 0 0

2

T decrece decrece - - 1
—<t<n

2

T -1 0 -1 0 0

decrece Crece - + !

n<ti<—
5n 2 Y 0 1 no existe

4

on 3n | Crece Crece + + 1
—<t<—

4 2
3n -1 il 1 0 0

2

+

3n t<om Crece decrece 1 !
21 il 0 1 0 0
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Puntos de tangencia horizontal: (1,0); (1,1); (-1,0); (-1,1);

Puntos de tangencia vertical: (ﬁ%) (—ﬁ%)

Cortes con los ejes

Con OX:

0
y=sent=0=sent=0=t=4n =

21
Con OY:
x=cost+sent=0=sent =—cost =t = %n%n = - punto doble.

. . . . y ) . .
11.5
o [COS{ElepINGEY , SN E)”

23 RAMA

13 RAMA
®

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

1-0.5

. . _2
Concavidad y convexidad:

1 3 3
y'(x) = dy '(x) /i =2 Cos” t +sen t3 =0=>t= 2;3—“;5—;7—7T cuya derivada se anula o no existe.
dx/dt (cost —sent) 444 4
t (O,n/4) (n/4,3n/4) (3n/4,5n/4) (5n/4,7n/4) (7n/4, 271)
YO IE: : + : +
concava convexa concava convexa concava

Puntos de inflexion: (\/5,1);(0%);(_\/5,1);(0%)
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

4.- Readlizar el estudio analitico y representar graficamente la curva

X — t
t-3
y = t
(t +2)(t — 3)
Solucion:
Dominio:
Simetrias
—t t
X ()= ——=—— = +x(t
( ) -t-3 t+3 ® . ,
no se deduce simetrias.
y (~t)= -t
(t+2)(-t-3)
Periodicidad
Las funciones no son periodicas.
Asintotas

Buscaremos las asintotas considerando los limites de las funciones cuando
t—>—ot>0ot—>-2;t—>3

lim x(t) = Ilmﬁzl
- . = P(1,0)
Iimy(t):lim—
Gt o (1+2)(1-3)
|ImX(t)—|Im%:1
- . = P(1,0)
limy(t) = lim——— =
imy(® 'm(t+z)(t_3)
t t 2
lim x(t) = —=—| f)=lim——=2
Jim x(t) = lim ——= =2 Iim x() = lim ===~ 2] .
. ¢ = XZE Asintota vertical.
lim y(t) = lim —— = —o0; lim y(t) = lim —— =
(e R A ey
t t
B0 =l g =l O =g =
t t
lim (1) = lim——— = —se; lim y(t) = lim ——~ =
L (e e A A ey oy
: I W]
jim YO i (F23) e 1L 5 25
=3 x(t) 3 t t»3(t+2) 5
(t-3)
t 1 t t 3
| t =1 —— =lim| - ==
m(y(®)-mx) Im((t+2)(t—3) 5(t—3)] Lm[ 5(t+2)] 2

y=1/5x-3/25 es una Asintota oblicua.

No hay asintotas horizontales.
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

X'(t) =- 3 <0

2

t* +6
— <0
(t+2)°(t-3)
Puntos criticos cuandot —» —-2;t —> 3
Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

y'(t)=-

t t<-2 -2<t<3 3<t
X(t) 1>x>2/5 | 2/5>X>-00 | -00<X<o0
y(t) 0>y>-o0 0>Y>-00 | -00<y<oo
X'(t) - - -
y(0) : : :
y'(X)=y" (/X' (1) ) 1 )

Cortes con los ejes
t
t-3

X = =0=>t=0=y(0)=0

=

! =0=t=0=x(0)=0

Y= tr2)t-3)

¥

1.5 ¥=2/5

ZARAMA

-0.5

A

se trata de una hipérbola. Si despejamos t en funcion de x y sustituimos en y resulta la expresion

x2-5xy-x+2y=0 de una cénica.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

5.- Redlizar el estudio analitico y representar graficamente la
x = 2 sen(t) - sen (2t)

cur'va{y = 2 cos(t)- cos 2t

Solucion:

Campo de variacidn de t: R

Periodicidad: Periodica de periodo

Simetrias al cambiar t por —t:

ISIMETRICA RESPECTO DEL EJE 0¥, x(-t)=x(t); y(-t)=y(t)

Por ser simétrica y periddica de periodo 2m, basta estudiar entre

O yvmo
No hay asintotas por ser funciones acotadas.
d
#1: — [2-SINCt) - SIN(2-t), 2-C0S(t) - COS(2-1t)]
dt
#2: [2.COS(t) - 2-COS(2-t), 2-SIN(2-t) - 2-SIN(D)]
#3: SOLVE(2-COS(t) - 2-C0S(2-t), t, Real)
2.1 2.1
#4: t = - v t = vt=-2-ntvit=2nvit=20
3 3
#5: SOLVE(2-SIN(2-t) - 2-SIN(t), t, Real)
m m
#6: tz=—-—Vvt=z—vt=z-2mnrvt=z=2nvt=nvit=0
3 3
#7: [2.-SINCO) - SIN(2-0), 2-COS(0) - COS(2-0)]
#8: [0, 1]
m m m m
#9: [2-SIN[———] - SIN[Z-———], 2-COS[———] - COS[Z-———]]
3 3 3 3
J3 3
#10: _, ——l
2 2
2.1 2.1 2.1 2.1
#11: [2-SIN{ ] - SIN[Z- ], 2-COS[ ] - COS[Z- ]]
3 3 3 3
3.3 1
#12: [ , — ——]
2 2
#13: [2.SIN(m) - SIN(2-.m), 2-COS(m) - COS(2-m)]
#14: [0, -3]
Puntos criticos:[ 0, m/3, 2m/3,

Puntos de tangencia horizontal:
(¥3/2,3/2)] para t=n/3;

(0,-3)| para t=m. 8 -6 -4
Puntos de tangencia vertical: ' ’
(3y3/2.-1/2)| para t=2m/3.

Puntos singulares |[(0,1) para t=

0
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25




Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

6.- Redlizar el estudio analitico y representar grdficamente la curva
{x =a-cos’t

2’ donde a>0.
y = a-sen

Solucion:
Dominio: R
Simetrias

{x (—t) =x(t)

y (-t)=-y (1)
X(-t) :acos3(-t):acos3 (t) No cambia signo
y(-t) :asen3(-t):-asen3 (t) Cambia signo
Luego: es simétrica respecto el eje OX|
Periodicidad
{Periodo de lax: 2%

Periodo de lay: 2n
te [0, 27[] .

¢Qué intervalo se debe tomar para el estudio de la curva?
Consideraciones que se debe tener en cuenta:

1. La funcion es simétrica respecto el eje OX.

2. La amplitud del intervalo es 2.

El intervalo serd:[0, nr],ya que paraty (-t), las x coinciden.
Asintotas

No hay, pues [x|<a y |y|<a.

Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

— La curva es periddica de periodo T — Basta estudiar la curva para

cost =0 =t =arccosO :{900 = g
x’(t):-a-3coszt-sent:O:>

00
sent =0 = t = arcsen0 =
{1800 =1
00
sent =0 =t =arcsen0 = {
y'()=a-3sen?t-cost=0= T
cost =0 =t =arccos0 = {g
Rama X(t) y(t) x’(t) y’(t) Y'x=Y ()X (1)
0°<t<90° | a>x>0 | O<y<a - + -
90°<t<180° | O>x>-a | a>y >0 - - + 1
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Estudio de los puntos singulares

. x’(t):-3-a-sent-coszt
x’(t)=3-a-2-cost-sent-sent + cost-(-3-a-c052t):
= 6-a-cost-sen®t -3-a-cosdt
e X(t)=-6-asen tsen?t + 6-a-cos t-2-Cos t-sen t + 9-a-sen t-cos? t =
= -6a-sendt+12-a-sent-cos?t+9 a-cos’t-sent
LA (t):3-a-sen2t-cost
e y’(t)=3-a-2-sent-cost- cost +3-a-sen2t-(-sent):
=6-a-sent- cos’t -3-a-sendt
e y’’(t)=6-asent-2.cost (- sent) +6-a-cos t-.cos?t — 3-a-3-sen2t-cos t =
=-12-a-sen’t-cost+6-a-cosSt—9-a-sent- cost
en particular para l: F(x"(0),y"(0)) = (-3a,0) ; F(x"(0), y"(0)) = (0,6a) no son proporcionales,
punto de retroceso de 12 especie y de [fangente horizontal.
para -: F(x"(n/2),y"(n/2))=(0,-3a) ;F(x"(n/2),y"(n/2)) = (-6a,0) no son
proporcionales, punto de retroceso de 12 especie y de [fangente vertical.
para ': F(x"(r),y"(n)) = (-a,0) ; F(x"(r),y"(r)) = (0,—6a) no son proporcionales, punto de

retroceso de 12 especie y de [fangente horizontal.

Concavidad y convexidad:
Y'x= Y (/X (t)=-tgt

] 2 2
dx/dt —3asentcos“t 3asentcos‘t

ASTROIDE Grafica

P1

Por ser simétrica
respecto eje OX
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

2 p—
x(t) = t - 1
7.- Se considera la curva de ecuacion: . Estudiar:
(1) = 4r+2
TR ))

a) Simetrias de la curva.

b) Asintotas.

c) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares.

d) Crecimientoy decrecimiento de la curva por ramas.

e) Puntos de cortes con los ejes coordenados.

f) Dibujo aproximado de la curva.

Solucion:
a) 2
t -1 4.t + 2
#1: ,
t t-(t + 2)
2
1-t 2:-(2-t - 1)
#2: ,
t t-(2 - t)
No tiene simetrias.
b) [ 2
t -1 4.t + 2
#3: Tim ,
to—o L t t-(t + 2) |
#4: [-w, 0] y=0 asintota horizontal|.
- .
t -1 4.t + 2
#5: Tim ,
t--2 L t t-(t + 2)

3
#6: - —y iw
2

x=-3/2 asintota verticall.

2
t -1 4.t + 2
#7: Tim ,
t-0 t t-(t + 2)
#8: [+, +oo]
4.t + 2
t-(t + 2)
Tim
#9: t-0 2
t -1
t
#10: -1
2
4.t + 2 t -1
#11: Tim +
t-0 t-(t + 2) t
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
3

#12: -
2

y=—x+3/2 asintota oblicual.
c) 2

d t -1 4.t + 2
#13: — ,

dt t t-(t + 2)

2 2
t +1 4.(t + t + 1)
#14: , —
2 2 2
t t -(t + 2)
2

t +1

#15: — > 0
2
t
#16: true
2
4.(t + t + 1)
#17: SOLVE| - < 0, t, Real
2 2
t -(t + 2)

#18: true

Puntos criticos para [t==2 y t=0

No hay puntos de tangencia horizontal, ni vertical. No hay puntos singulares.
d) La curva es siempre [decreciente, puesto que y'(x)<0

2
t -1
#19: SOLVE| ——, t, Real
t
#20: t=-1vt=1
#21: [0, 2]
e) Punto de corte con el eje de ordenadas: [(0,2)] que ademis es doble.
4.t + 2
#22: SOLVE[—, t, Real
t-(t + 2)
1
#23: t =40V t = - —
2

Punto de corte con el eje de abscisas [(3/2,0)
)

8
¥

6

4
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = sen (2t)

8.- Hacer un estudio y representar graficamente la curva:
y (1) = cos(3t)

Solucion:
a.- Dominio: l
b.- Simetrias

{X (_ t)z - (t) , curva ; basta estudiar t €[0,0) y completar la
y(t)=y(t)

gréfica por simetria.

c.- Periodicidad

21

2
21
3

estudiar la curva para t e [-m,7]. Por tanto, teniendo en cuenta la simetria, haremos variar t en
[0,7] y completaremos la grafica por simetria.

d.- Asintotas

No hay, pues |x| <1y |y| <1,

e.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

Periododelax:— == )
= La curva es periodica de periodo T = mcm (n,?nj: = Basta

Periododelay:

T T
x'(t)=2c0s(2t)=0= 2t =12 =t=1%  pues2te[0.2x]
SR ES
2 4
0
r
y'(t)=-3sen(3t) = 3t={" =t=13pues3te[0,3n]
21 2n
3 3
T

Puntos de tangencia horizontal : P,,P,,P, y P,
Puntos de tangencia vertical : P, y P,

Puntos singulares: No hay
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

. 2
Puntos criticos: t1:0<t2:%<t3=£<t4 :—n<t5:37n<t6:n

3 3
f.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas
t (X, y) X’ y' | y'(X) y(x)
T V2 + - - V2
0,— _Ne _Ne
( 4) (0,1)—>[1, 2] 14 >
Tz AINEE ] ] * V2
: -2 5122 -1 1T -==
43 2 2 2
n 2m V3 V3 - + - 14 -1
33 ] |
2 2
21 31 - - + 2
(—,—j _ﬁ,l N _1’£ £T1
3 4 2 2 2
3n 2 + - - 2
(4 ,nj (—1,7j—>(0,—1) > b1
t= g - P,(0,0)
g.- Cortes con los ejes
0 t=0=P,(01)
ConOY:  x=0=>sen(2t)=0=2t=1{n = t:g:> P.(0,0)
2Tt == P, (0,-1)
r t="= Pq ﬁ,o
5 6 2
) _ 3n i
ConOX:  y=0=>cos(3t)=0=>3t= > = t=5= P,(0,0)
5T
B} t:5—n: PQ[—E,O]
6 2
h.- Graéfica para t € [0, 7] i.- Grafica completando por simetria

respecto al eje OY

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.



Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x = sen(2t)

r=s(3)

9.- Hacer el estudio de la siguiente curva y representarla graficamente

Solucion:

Dominio: Teniendo en cuenta que la tangente no esta definida en gresulta:

Simetrias

tE[O,TE].

Asintotas

{x (=t)=—x(t)
y (-t)=-y (1)
Periodicidad

{Perl’odo delax:m

Periodo de lay: 2n

En los puntos que no son del dominio de t:

Itim x(t) = Itim sen2t=0; limy(t) = limtg (%) =oo Por tanto _
-1 -7 ton” ton

Puntos criticos, sin

X'(t)=2cos(2t)=0

iulares i de taniencia horizontal i vertical

y'(t)=(1+tg?(t/2))/2>0; no hay puntos de tangencia horizontal.
No hay puntos singulares.

Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

= La curva es periodica de periodo T . — Basta estudiar la curva para

t x(D=sen(2t) | y(D)=tg(t/2) | x'()=2cos(2t) |y'({®)=(1+tg”t/2))/2 | y'(X)=y’ (t)/x’(1)
0 0 0 2 1/2 1/4
O<i< % Crece Crece + + 0
T 1 J2 -1 0 22 no existe
4
T 3n | decrece Crece - + !
—<t<—
4 4
3n -1 V2 +1 0 V242 no existe
4
3n crece crece + + 1
—<t<m
4
T 0 o0
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Puntos de tangencia vertical: ;-

Cortes con los ejes
Con OX:

y(H)=tg(t/2)=0= L = {0 ot {0 — 0(0,0).
2 b 27

Con OY:
0 [t=0=0(0,0)
x(t)=sen(2)=0= 2t =<n = t=n/2=P(0,1)
2n |t=n= asintota vertical

¥

tn

S

w

-1.5n -n —B.5n

-1

-2

y por simetria

2n
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

10.- De la curva dada por sus ecuaciones paramétricas:

X('l') — ecc.as(f)
cos(t)

Y(.r) — esen(f)

Obtener:

1.- Campo de variacion de t

2.- Periodicidad

3.- Simetrias

4 - Asintotas

5.- Puntos criticos

6.-Estudiar el crecimientoy decrecimiento, mdximos'y minimos relativos
7.-Representar aproximadamente la curva

Solucién:
1)
2) cos(t) es periddica de periodo. y tg(t) es periddica de periodo = El periodo de la curva es el
minimo comun maltiplo: 2x. Por tanto, basta estudiar el intervalo [-r, =].
1 1
3) x(-t)=x(t) pero y(-t) =e9¥" =g 9O = Ll L que no coincide con y(t) ni con —y(t). Por

o) y(t)

tanto, la funcion no es simétrica.

4) Asintotas

Asintotas horizontales y asintotas oblicuas no puede haber pues x(t) es una funcién acotada.
Célculo de los limites en los puntos t=-r, 0, 7.

t=-n :tlim+ y(t) =+

Iirp y(t)=0
t=0:1"7

lim y(t) = +o0

t—0"

t=m lim y(t)=0

to>+7

5) Puntos criticos

X'(t) = (v _ —e“Wsen(t)

{x'(t) =0=>sen(t)=0=>t=-7,0,7
dt

x'(t), vt e[-x, 7]

cos(t)

dy®) __ eV
dt sen®(t)

y'(t) #0,Vt e[-7, 7]
3y'(t), excepto,t e {-,0, 7}

y'(t) =

puntos criticos: - Se denominard: ramal: [-n,0] vy rama 2: [0,x]
6) Crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos

t - (-m,0) 0) 0" 0, m) .l

(x,y) (1/e,00) (e,0) (e,+00) (1/e,0)
X’(t) 0 + 0 0 - 0

y'(t) -0 - 0 -0 - 0

P (x)=y’ (/X (t) - N > + P >

34
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Tomando un punto dentro de cada rama

X’ (-n/2)=1
X’ (n/2)=1

y’(-n/2)=-1
y’(n/2)=-1
7) Representar aproximadamente la curva

r 5

__:—p'. . t=0+
4 RAMA 2
RAMA 1
3
+
F1
:p_- t=0- X
3 -2 -1 1 2 3 4 E
-1
=2 | x=g
¥=1/a
-3
Detalles del corte con el eje x (tangentes horizontales):

0.365 0.366 0.367 0{368 0.369

0.371

0.372

2.62

2.64

2.66

2.74

2.76)
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

*
X(1) = 57—
11.- Dada la curva ¥ 1_2_ Sy 42 , se pide estudiar:
y(t) = 2 +1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Corte con los ejes

d) Asintotas

e) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares.

f) Estudio del crecimiento por ramas

g) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Solucion:
2
t t
#1: ,
3 2
t - 3.t + 2 t +1

Dominio:

3
#2: SOLVE(t - 3-t + 2, t)
#3: t=z=-2vt=1

2
#4: SOLVE(t + 1, t, Real)
#5: false
Dominio = R menos t= =2, t=1
Simetrias

2
-t (-

#6: ,

3 2

(-t) -3.(-t) + 2 (-t) +1
2
t t

#7: ,
3 2
t - 3.t -2 t +1
Observamos que x(t) cambia de expresion. Luego NO HAY SIMETRIAS.
Cortes con los ejes:

t
SOLVE , t, Real
#8: 3
t -3t + 2
#9: t=z+0 Vv t=0
Si t=0, entonces x = 0. Calculamos y
2
0
#10:
2
0 +1
#11: 0

Punto de corte es [(0,0) .
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

Calculamos cuando y =0, pero la uUnica solucién es t =0, coincide con el

resultado anterior.

Si t = +o, entonces X = 0 y calculamos y = 1. Punto de corte Q(0, 1).

hay dos puntos de cortes con los ejes.

Asintotas:

Horizontal: si X - «, entonces y -» cte. Miramos el Dominio.
t

Tim
#12: t--2- 3
t - 3.t + 2

#13: [

t

Tim
#14: t--2+ 3
t - 3.t + 2

#15: —00
Se calcula y cuando t = -2
2
(-2)
#16:
2
(-2) +1
4
#17: _—
5

Asintota Horizontal: y = 4/5
Se tiene otro valor t=1, para este valor también X -«
t

Tim
#18: t-1- 3
t -3t + 2
#19: 00

Tim
#20: t-1+ 3
t -3t + 2

#21: 0
Se calcula y cuando t =1
2
1
#22:
2
1 +1
1
#23: —
2

Asintota horizontal: y = 1/2
A. Verticales no hay.
A. Oblicuas no hay.

Puntos criticos: ya sabemos dos t= -2, t = 1. Calculamos t para que la

derivada primera de x e y sean cero.
d t

#24: dt 3
t - 3.t + 2
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
2

2:.(t +t+ 1)

#25:
2 2
@-o-t +t-2)
2
2-(t +t+ 1)
#26: SOLVE , t, Real
2 2
@-9v9-(t +t-2)
#27: T = 4+
Derivada primera de y:
2
d t
#28: —
dt 2
t +1
2.t
#29: 2
(t + 1)
2.t
SOLVE| ———  , t, Real
#30: 2
(t +1)
#31: t=40 Vv t=0
Tenemos otro punto critico cuando t=0. S t = 0, entonces x = 0 e y =0
Puntos de tangencia horizontal: x'(t) = 0 e y'(t) #0. La derivada primera

nunca se hace cero, Tuego No Hay
Puntos de tangencia vertical: x'(t) # 0 e y'(t) =0. Esto sucede si t=0
2
2-(t +t+ 1)

#32:
2 2
@A-1v-(t +t-2)
2
2.(0 +0+ 1D
#33:
2 2
@-0-(0 +0-2)
1
#34: —_—
2
Punto singular si x'(t) = 0 e y'(t) =0. Si t -»», entonces x'(t) =0 e y'(t) =0
2
t t
#35:  T1im , = [0, 1]

tow 3 2
t -3t + 2 t +1

#36:  Tim , = [0, 1]
to—o 3 2
t - 3.t +2 t +1
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Ramas

—0< t < —-2- 0< X< o 1> y> 4/5 Decreciente
—24<t<0 —o< X < 0 4/5 >y >0 Decreciente
0<t <1- 0< X <o 0< y< 1/2

1+<t<oo o> X >0 1/2 <y <1

Representacion Grafica:

Introducir 1a curva y poner en valor minimo un valor alto, y en valor maximo
-2.

A continuacioén introducir de nuevo la curva y poner como valor minimo -2 y
como valor maximo 0

Asi con todas Tas ramas.

t t
#37: ;
3 2
t - 3.t + 2 t +1
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2
12.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas {x(f) =48 , se pide:
y(t) = 2 - 2t
a) Campo de variacion de t.
b) Estudio de simeftrias.
¢) Puntos criticos.
d) Puntos de tangencia horizontal y vertical.
e) Estudio del crecimiento por ramas.
f) Calcular y"(x) (derivada segunda de y respecto de x).
g) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos de
corte con los ejes coordenados.

Solucion:
a) R, ya que x(t) e y(t) estan definidas
X (—1)=x(t
b) { (-t)=x()
y (-t)=-y (1)
completar luego por simetria.

¢) Puntos criticos (donde se anulan 6 no existen alguna de las derivadas)
X' (t)=2t=0 =

Curva . Basta estudiarla para valores positivos de t y

y’(t)=3t>-2=0 (s6lo consideramos el positivo).

d) Puntos de tangencia horizontal:

x' (t)=0 2
ol

Puntos de tangencia vertical:

{x' (t)=0
=>t=0=>
y'(t)=0
e) Estudio del crecimiento por ramas:
t X(t) y(t) X (t) y'(t) y'(X)=y' (/X ()
0 2 0 0 -2 tg. vertical
o<t \/§ Crece Decrece + - !
<t<, =
3 | V242 +§ 0> _ﬁ
9
2 V2+2 46 2 [2 0 0
3 3 9 3
C
\/% <t<oo N :%Ci . Crece —% ' ' !
ey = A ey (Y d(y'(®))dt _ x'@Oy"®)-x"Oy') 1 _
0y =g V)= (x'(t)j it (x'(t) dax (x(O) () _.
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

g) CorteconOX:y =0

No hay corte con OY por ser x>0.
Dibujo aproximado:
¥

Qt=0)

-1 1

-1
P(t={(2/3))
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

_r

(t-1)
1.2

t? -1

x(t) =
13.- Dada la curva , se pide:

y(t) =

a) Dominio.

b) Asintotas.

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical.
d) Estudio del crecimiento por ramas.

e) Corte con los ejes de coordenadas.

f) Dibujo de la curva indicando cada rama.

Solucion:

#1: ,

(t - 1 t -1

Dominio: R=(=1,1)

Simetrias al cambiar t por —t, no tiene.

Asintotas:
Verticales:
2
t t
#2: Tim ,
t-1 2 2
(t - D t -1
#3: [w, o]
2
t t
#4: Tim ,
t--1 2 2
(t - 1D t -1

1
#5: - —, ioo
4

bsintota vertical x=—l/4|(para t=—1)
Horizontales:No hay

Oblicuas
2
t
2
t -1
#6:
t
2
(t - 1
t-(t - 1)
#7 - R
t+1
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Representacion grafica de curvas en forma parametrica
t-(t - 1
#8: Tim
t-1 t+1
#9: 0
No hay asintota oblicua.
Puntos criticos. Ramas de la curva:

2
d t t
#10: _— ’
dt 2 2
(t - 1D t -1
t+ 1 2.t
#11: 3 2 2
1 -1 (t -1
( t+1
SOLVE] ————  , t, Real
#12: 3
. (1 - t)
#13: t = 40 v t = -1
( 2-t
SOLVE] - , t, Real
#14: 2 2
. (t -1)
#15: t = +0o v t = 0

Puntos de tangencia vertical:No hay.
Ramas:
Cortes con los ejes coordenados:
Con OX:
2
t
#16:

t -1

t
#17: SOLVE| ——, t, Real
2
t -1

#18: t=0
Se obtiene el punto -

Con OY:

t

#19: 2
(t-1

SOLVE| ———, t, Real
#20: 2
(t - D
#21: t =40 Vv £t =0
Se obtiene el mismo punto(0,0)y el punto(0,l1)que no llega a alcan-
zarse
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

Dibujo por ramas:

Ramas Variacion de (x, y) X® | vy | Y® y(X)
-inf<t<-1 - + _
" 0,1)—» (— % , ooj (asint. vert) @1
-1<t<0 ] 1 + + + -0 T0
(asint. vert)(—4,—ooJ — (0,0)
0<t<1 (0,0) — (00,—0) + - - [~
l1<t<inf (00,00) > (0,1) - - + TT oo

Primera rama

Cuarta rama

= T ———
Tercera rama

Zegunda rama
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

1-+

3

x(t) =
14.- Dada la curva que tiene como ecuaciones paramétricas

y(t) = -+t

a) Campo de variacion de t.

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
d) Estudio por ramas del crecimientoy decrecimiento.

, hallar:

Solucién:
a)
1-t t
#1: 3 1-t
t
b)
1-t t
Tim ,
#2: t-0 3 1-t
I t -
#3: [+, O]
y=0 asintota horizontal|
[ 1 - t t
Tim ,
#4: t-1 3 1-t
I t -
#5: [0, o]
x=0 asintota vertical|
t
1-+t
#6: 1-t
Tim
ton 3
t
#7: 0
no hay asintota oblicua
1-t t
Tim ,
#8: to 3 1-+t
t
#9: [0, -1]
<)
d 1-t t
#10: dt 3 1-t
t
2.t - 3 1
#11: 4 2
t (t -
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

2.t - 3
SOLVE , t, Real
#12: 4
t
3
#13: t = 40 V t = —
2
3 3
1 - — -
2 2 4
#14: , =|- —), -3
3133 3 27
- 1 - —
| 2 2
Punto de tangencia vertical (-4/27,-3)|
d)
¥
ol
4
2 23 RAMA
5 5 4 -2 2 4 6

42 RAMA
-2

-4

B[ RAMA

-8

Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

46

t t<0 O<t<1 1<t<3/2 3/2<t
X(t) 0>x>- 00 o>x>0 | 0>x>-4/27 | -4/27<x<0
y(t) -1<y<0 O<y<oo -o<y<-3 | -3<y<-1
X(t) - - - +
y'(t) + + + +
y'(X)=y’ (1)/X(t) decrece | decrece | decrece crece
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x(t)=1+¢

_ 240t (3t* -10t* + 3) , se pide estudiar:
y(t) = - . 6
(1‘ + 1)

15.- Dada la curva

Q) Simetria

b) Asintotas

c) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical. Puntos
singulares

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Solucion:
. 1250 -
¥
+200 -
+150 -
+100 -
0.8 0.4
+-150-
+
: +-200-
—250-
a) simetrias
X(-t)=-t=-x(t)
240t(3t* -10t> +3
-y = 20 22—y

(t2 +1)6

[la funcion es simétrica respecto del origen|

Bastara estudiar solamente el [0,0)
b) asintotas la funcion es continua en todo ‘R; queda por estudiar el limite cuando x—o0

: . 240t(3t* -10t° +
limy(t) =lim oS 5 06 3)
t—o t—o (t +]_)
también cuando t—-oo

c) Méximos, minimos, crecimiento y decrecimiento

= 0 Luego[x=0]es una asintota cuando y—oo y, por la simetria,
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
x'(t)=1
Calculando la derivada y(t) = 3.(7t°- 35t + 21t%- 1)
(t* +1)’

Resolviendo 7t°- 35t* + 21t*- 1=0 se obtiene
Seleccionando solamente las raices positivas

corresponden a los , que ademas son y no
tiene singulares.
d) Para estudiar el crecimiento y decrecimiento:
Secalcula  t(0)=0
t(0.2282434743)= -100.4589829 (minimo)
t(0.7974733888)= 21.42758996 (maximo)

t(2.076521396)= -0.3473720448 (minimo)

Y, dada la simetria respecto del origen,

© ~ ®

x 5 2 ] ] 2 5
8 N < < o S S N 8

~ < Q

y = g & = g 3
o =} N = o A ~ < o
y’(X) 0 + |0 - 0 + |0 - - 0 + |0 - 0 + |0

7 AV 7 A Y] A" 7 AV 7
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

3t
1418
32

16.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas , estudiar:

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) ¢Cudntas ramas tiene la curva?

Hacer un dibujo aproximado de la misma marcando claramente cada una de sus
ramas.

Solucion:
2
3.t 3.t
#1: ,
3 3
1+t 1+t
Dominio de t en la curva:
3
#2: SOLVE(1 + t , t, Real) => t = -1
2
3.t 3.t
#3:  Tim , = [4w, tw]
t--1 3 3
1+t 1+t
2
3.t
3
1+t
#4: 1im — = -1
t--1 3.t
3
1+t
2
3.t 3.t
#5: 1im | — - (-)e——m| = -1
t--1 3 3
1+t 1+t
a) Asintota oblicua:
#6:
2
d 3.t 3.t
#7 - — ,
dt 3 3
1+t 1+t
3 3
3.(1 - 2-t ) 3.t-(2 -t )
#8: ,
3 2 3 2
(t + 1 (t +1
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
3
3-.(L - 2-t )
#8: SOLVE , t, Real
3 2
(t + 1

#9: t = 400 V t =

3.t-(2 -t )
#10: SOLVE , t, Real
3 2
(t +1

1/3
#111: t =40V t =2 vit=0
b) Puntos criticos cuando t>-1, t=1/27(1/3), t=0 y t=2~(1/3)

#12:

#13:
#14:

c) Puntos de tangencia horizontal para t=0 y t=2"(1/3)

d) Ramas: Cinco

Ramas Variacion de (X, y)
—o<t<-1 0,00—> (oo, —oo)
-1<t<0 (—oo,oo)—)(0,0)
O<t<—i (0,0)%(%/2,3’/5)
2
Y2
Y2 <t<w (%/53’/2)—)(00)
y 3
3
,  (2~(1/3),27(2/3))
4 rama
5 rama
2 rama ) 1 ) (2"'(2.'"{3):2"'(1."{3)_}
3 rama
4 -3 -2 -1 (0,0 1 2 3

1 rama
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

17.- Dada la curva (x(f), Y(f)) = [(f ~ 2)1(1. —1)° (:-__12) ]

a) Hallar la ecuacion de su asintota oblicua.
b) Hallar los puntos de tangencia horizontal y vertical.

Solucién:
a) Pueden existir asintotas oblicuas para valores de t, tales que x(t,) = e y(t,) =».

En nuestro caso y(t,) =0 =1t,=12,y x(t,)=0=1t,=102.

(t-1)°
o (t=2) o [(t-) 1 ~
ITLT 1 =L ITLanL t—2 _(t_g)(t_]_)]_g'
(t-2)(t-1)

Por tanto, [y=X*8 es una asintota oblicua.

b) Los puntos de tg vertical son aquellos en que x’(t)=0e y'(t) =0

3-2t D3 |0 gt
t-07(t-2)°)  (t-2f | ’

_ es un punto de tangencia vertical.

Los puntos de tg horizontal son aquellos en que x'(t)=0 e y'(t)=0

3-2t (t-1)(t-3) 3 ot=3
t—l)z(t—Z)z), (t-2y 4’

Luego el punto - es un punto de tangencia horizontal.

4]

(x'(0).y'(t) = (

Luego el punto

(x'(0).y'(t) = (

-5
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

1,2
t)=1-_
x(t) =1-3

4

18.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas .
y(t) =2t - 2+°

Se pide estudiar:
a) Campo de variacion t.
b) Simetrias.
¢) Periodicidad.
d) Puntos criticos. Puntos de tangencia horizontal y vertical.
e) Estudio del crecimiento'y decrecimiento por ramas.
f) Dibujo aproximado de la curva indicando cada rama.

Solucion:

Dominio de definicion de t. Ambas funciones, que son polinomios, estan definidas

para cualquier valor real de t ={Dom(t) = 5K
)2
X(~t) = 1—% _ X(t)

Simetrias —|Simétrica respecto del eje X

V(-0 =200 - S (07 =~y
(S6lo habra que estudiar te[0,0])

*Periodicidad. NO TIENE

. X'(t) =t
Puntos criticos )
y'(t)=2-4t
Xt)=0<=1t=0
1 2 \/E 7 -
y't)=2-4t"=0t= - (s6lo se tiene en cuenta el valor t > 0)

Para t=0 resulta [(1,0)
L2 (3 22 J
Para t=7:> =

4’ 3

Estudio por ramas

t 0 (0N2/2) | N2/220.707 | (N2/2,00) lim t—o0
x(t) i 3/4 -0
y(®) 0 2v2/3~0.94 -0
X’(t) 0 \2/2
y'(t) 2 0
dy/dx 0 0 00
crecimiento ) )

o o) i Xt)=0<=1t=0

e X'(t)  |Y'(t)=2-4t*=0t= g (s6lo se tiene en cuenta el valor t > 0)
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Por tanto, hay un

L)
1.5
14 .
0.7
18.5
X
2 1.5 -1  -B.5 8.5 17 1.5 2
.5
-1
-1.5
. E - B -2 - .
Rehaciendo la simetria respecto del ejey =0
. . . . ..z .
Y
11.5 - +
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x = ?+t+1
19.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas s T ;1 , se pide:
Y=2 %

a) Asintotas.

b) Puntos criticos.

c) Puntos de tangencia horizontal y vertical.

d) Dibujo aproximado de la curva indicando las coordenadas de los puntos
criticos.

Solucion:
2 2
t +t+1 t -1
#1: ,
t+1 2 -t
a)
2 2
t +t+1 t -1
#2: Tim ,
t--1 t+1 2 -t
#3: [iw, 0]
Asintota horizontal en y=0
2 2
t +t+1 t -1
#4: Tim ,

t-2 t+1 2 -t

7
#5: —_—, +©
3

Asintota vertical en x=7/3

2
(t+ -t -1
#6: Tim = -1
tow 2
-t +t+ D
2
2t +1
#7: Tim = -2

toow (t + 1):-(2 - t)
Asintota oblicua en y=—x-2
2 2

d t +t+1 t -1

#8: — ,
dt t+1 2 -t
2
t-(t + 2) t -4.t+1
#9: , —
2 2
(t + D (t - 2)
t-(t + 2)
SOLVE , t, Real
#10: 2
(t + 1)
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Representamon graflca de curvas en forma parametrlca
b) Puntos criticos
#11: t=z=-2vt=0
2
t -4t +1
#12: SOLVE| - , t, Real
2
(t - 2)

#13:

#14:

#15:

#16:

#17:

15

10

an
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

20.- Sea la curva { x(1) = ﬁ_
y(t) =1 e
Se pide:
a) Campo de variacion de t
b) Continuidad
c) Simetrias
d) Interseccion con los ejes coordenados
e) Puntos criticos. Crecimientoy decrecimiento
f) Mdximos, minimos y puntos de inflexion
g) Asintotas

Solucion:
a)
b)

c) No hay simetrias
d) _ interseccion con losejesx=0ey =0

e) Puntos criticos, crecimiento y decrecimiento
x'(t) =0,noseda
c© -2t 0
2./t |noexiste x'(t)ent =0

Vi) = (-t y'(t)=0,ent=1
no existe y'(t).... no se da

fr(x) = y'(t)/ X'(t) = 2(L—t)e 'Vt

t 0 O<t<1 1 1<t<oo t—o0

X’ (1) + 0 +

y’(t) + 1/2 -

FeO=y (0 IimL(t)=O<—> +1 0 -4 I'mL(t):O
0 X 1) 27 X 1)

La segunda derivada toma la forma
f"'(x) = (df '(x)/ dt)(dt/dx) = 2" (2t* -5t +1)
f) Maximos, minimos y puntos de inflexion
minimos en t—>0" y t—o0, y=0
maximo relativoenx =1,y = 1/e ~ 0.3678794411

maximos y minimos

puntos de inflexion

517

t=
f"(X)=0< 2t° -5t+1=0=

t=

4
5+\/ﬁ

4

g) Asintotas.
Como se vio, y(0)=0; x(0) = 0 no hay asintotaent=10
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Como !im yt)=0y !im X(t) =

Asintcltg horizontal y = 0 cuando t—

v

—-A.25

NOTA:

Otra forma de resolver el problema es obtener el valor de t en x (t) quedando x = t* y sustituyendo

en la ecuacion de y(t) se obtiene f(x) = x2%e™* conx >0
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

3
21.- Se considera la curva de ecuacion {x =t , tTe [-E,E] Estudiar:
y = sen(3t) 2°2
a.- Simetrias de la curva.
b.- Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares.
c.- Crecimiento 'y decrecimiento de la curva por ramas.
d.- Puntos de corte con los ejes de coordenadas.
e.- Dibujo aproximado de la curva, en el que se indiquen los puntos obtenidos en
los apartados anteriores.

Solucion:

a) {X (_t) == (t) curva :
y (—t)=-sen(3t)=-y (t)

Basta estudiar t {Oﬂ )

x'(t)=3t"=0=>1t=0

2 F2= =T

y'(t)=3cos(3t)=0=3t =
(1) =3c05(31) 5 te

Para t=0 se obtiene P1=

Para t = % se obtiene P2=

Para t = % se obtiene P3=

Puntos de tangencia horizontal:

y’(1)=0, X’(t) # 0 = P2, Ps3

Puntos de tangencia vertical:

X' (1)=0,y’(t) #0= P1

Puntos criticos: P1, P2, P3

Puntos singulares: x’(t)=0 e y’(t)=0, no hay

o)
t (X, y) y’'(X) y(X)

(o, g) 0,0) - ((% )3 ,1J * + + CRECE
(ggj ((%)31) %((%)3,_1) - DECRECE

d) Corte con eje OX:

X
<

0 0
=sen(3t) =0=3t= t=
yom=0= 3= = {A
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Para t=0 se obtiene P1=(0,0)

Para tzg se obtiene P4= ((%)3 ,Oj

Corte con el eje OY
x=0=t*=t=0= P1=(0,0)

e) Se completa por simetria respecto al origen:

Pl /’\Pq

-4
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

1.2
i |
1.3
Y= ¥ 1

X =

22.- Representar la curva dada por

Solucion:

Primer método

Dominio de t: - En este conjunto, no sélo estan definidas ¢(t) y w(t), sino que son
derivables y con derivadas continuas hasta el orden que se precise.

o(-t) = (1)
y(=t)=-y(t)
entonces para valores de t=0.

Simetrias: { , luego la curva es s ; basta estudiarla

Periodicidad: La curva no es evidentemente periodica.

Asintotas: Por ser Itim o(t)=1y Itim y(t) =+o,la recta_

o 1 o o oy(t)
Ademas, lim ¢(t) =0, lim y(t) =0 siendolim ol0) =lim 7 =1y

t°—t? _lim t?(t-1) 1

lim t)—o(t)) =lim = ==, entonces:
to1 (w (1)~ (V) -1 t2-1 -1 (t+1)(t-1) 2
la recta [y =X+ 1/2 es asintota oblicua.
Comportamiento de la curva frente a las asintotas:
a)
{x -1 x>1
to>0o=
y = +oo
b) P=x+172
X — 400
t—>1t> 1:>{
Yy — 4o
1
.oy B 3 ) {2 _1_(t—1)2(t+2)_+.+>0
curva asintota tz _1 tz _1 2 tz _1 +
=Y. >Y,.
X —> —0
t—-l t<l=> {
y — -
(t-12(t+2)
27 4+
ycurva - yasintota = 2 = <0= yc < ya
t° -1 -
Corte de la curva con las asintotas:
2
a) k=11, tzt [=1= t? =t -1=-1=0, absurdo.
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e o1 |V

b) y =X +112 |, ——= = .

)y =x e-1 012 t:—%

El Unico resultado valido es _

. . o(t)) = o(t,) . .
Puntos dobles: Debemos resolver el sistema ; en este caso particular,

w(t) =w(t,)

t12 _ 22
t’-1 t>-1 _ -
, , . Sistema gue no acepta soluciones en el dominio de t, salvo t; = t,.
t1 _ t2
t2-1 t2-1

Por tanto, la curva carece de puntos dobles.

2t

¢'(t)=——5=0=>1t=0
(t*-1)°
Puntos criticos: ; luego, para t > 0.tenemos dos puntos
'(t)——tz(t2 ) —0=t=0,t=+3
v (t*-1)? o

criticos - gue anulan alguna de las derivadas, y t = 1 para el que no existe ninguna de
ambas derivadas.

Ramas de la curva: Hay tres ramas, correspondientes a los intervalos (0,1), (1, \@) y (\/§,+OO) .
3 343,

Para t= 0, se obtiene el punto (0, 0); parat= \/§ , se obtiene el punto P, = (E' 5

Para t -1, se tiene que lim @(t) =—o, lim @(t) =+, lim y(t)=—co y lim y(t) =+ow.
t—o1" t—>1* t—o1" t—-1*

iy VO 1o
y'(x) = o zt(3 t°)
o =2 ) S
D7 | 0OV Oy 000 37 -
oty = 2 +3) ¢'(t)” 4t
v (t* —1)°
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Crecimiento y concavidad de cada una de las tres ramas:

Dominio de Valores corres- | Valores corres- | signo de y'(x) | signo de y"(x)
variacion de t pondientes de x | pondientes de y
0>x>-0 | 0>y>-0 |y(x)>0 y'(x) <0
O<t<l o'(t) <0 W(1) <0
X decrece y decrece y crece
respecto de t respecto de t respecto de X curva convexa
3 33 y'(x) >0 y"(x) >0
+00 > X > —
1<t<+3 * 2 Too>Yy> >y
¢'(t) <0 y'(t) <0 ,
x decrece decrece y crece curva céncava
respecto de t respecto de t respecto de x
3 33 y'(x) <0 y'(x) >0
—>x>1
J3 <t <+ 2 5 <Y<+00y
¢'(t)<0 y'(t) >0 ]
x decrece crece y decrece curva concava
respecto de t respecto de t respecto de x
Grafica:

Segundo método:

Dominio, periodicidad, simetrias y asintotas: Ver primer método.
Recordamos que bastaba considerar valores t > 0.
Estudio de derivadas (estan calculadas mas arriba):
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

'(t)=0=1=0 't)=0
Puntos de tangencia vertical: ¢H=0= =V No hay.
y'(t) =0

ot)#0=>t=0
t=0 =¢(t)=0

V' (H=0= {t s

Puntos de tangencia horizontal:

Parat = +/3, se obtiene el punto P, = (%,%) , COMO ya vimos.
] ¢'(t)=0=>1t=0
Puntos singulares: =t=0=(0,0)
y'(t)=0=t=0,t=+3
24t(t? +1
. o) =250 = () =0
{cp (0)=-2 (t°-1)
y"(0)=0 ' 6(t* +6t2+1
v (t):—W:ﬂp (0)=-6

Asi, {F"?O), F"?O)} = {— (2,0), (0,6)} son dos vectores no proporcionales y por tanto, el

origen es un punto de retroceso de primera especie.

Tangente en el punto de retroceso: Recta que pasa por (0,0) vy es paralela al

vector F”zO) = (=2,0). Se trata por tanto del eje OX.
¢'(t) <0 = x es decreciente en t
Yy )20t >3 t24/3

Luego y es creciente en t para t >+/3 .

Crecimiento y decrecimiento: {

Cortes con los ejes:
Con OX: y({t)=0=t=0= (0,0)
ConOY: ¢()=0=1t=0= (0,0)

Tabla:
t o 1 J3 +00
x" |0 - - - -
y" |0 - - 0 +
0 »L —00 400 »L E »L 1
X 2
y 0 »L —0 400 »L ? T +00

Gréfica:
Para dibujar la curva recordemos la simetria respecto del eje OX.
(Ver primer método)
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

23.- Hacer un estudio completo y representar grdficamente la curva:
1
X=———
t(t-1)
1.2
S

Solucion:

a.- Dominio o campo de variacion de t: R={0,1}

b.- Simetrias: No existen simetrias al cambiar t por —t.

c.- Periodicidad: La curva no es periddica por no serlo ni x(t) ni y(t).

d.- Asintotas
lim x(t) = —oo
Horizontales: y =0, pues tl?r;;] (1) = 100 y lim y(t)= lim y(t)=0".
t—0"
limy(t) = +o0
Verticales: x=0, pues {‘7” y limx(t)= lim x(t)=0".
t|_|)r_72O X(t) = —0 t—o t——o0

- ey ()
Oblicuas: [y =X %8| pues limx(t)= limy(t)= +0; m = lim x®)

n = lim x(t)= Iirln[y(t)—l- x(t)]= 3. Analogamente para « 1 .
t—o1* t—-1*

e.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

1
, 1-2t |=0=>t=—
K)o 2

2
(t _1) Noexiste =>t=0, 1

. t(t-2)[=0=1t=0, 2
t)="—7 - _
(t—l) No existe = t =1

Puntos criticos: 0, 4, 1, 2
Puntos singulares: No existen

Puntos de tangencia horizontal: |(1/2, 4) para t = 2.

Puntos de tangencia vertical: |(-4, -1/2) para t = %.
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f.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

t x,y) XM 1y'®  |[y®& y(x)
('OO’O) (0,-00) - (OO’O) + + i__l_ 'OOTO
As vert. As horiz. 4+
0,12) | (0,00 — (4,-12) + - - 0l -1/2
As horiz. I
(1/2,1) | (-4,-1/2) - (-0,-o) - - -, -0 T-1/2
As oblicua _
1,2 (0, ©) — (1/2,4) - - - 47T o
As oblicua _
(2, ©) |(1/2,4) - (0, ») - + + w4
As vert. _
54 rama
43 rama
12
-2 z 4
13 rama
-2
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24.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
curva:
x (1) = cos(2t)
+\) . solamente en la region y>0. Se pide:
y(t) = 1g (5)
a) Posicién inicial (x,,Y,) de la particula en el instante t = 0.

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Calculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento'y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la
posicion (x, y) mds baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mads alta?

Solucion:

t )]
#1: CoS(2-1), TAN[——— para y>0.
| 2 )]
a) Posicion 1inicial en t=0
K [ 073]
#2: C0S(2-0), TAN|—|| = [T, 0]
| (2 )]

b) Periodicidad de 1a curva:

Periodo de x(t): m, Periodo de y(t): 2m;

Periodo de la curva = mem (2m,m) = [2m

Luego, basta tomar t en [0,2m] para generar la trayectoria completa. Como sé6lo
interesa y > 0, tomaremos t en [0,m]. Mejor dicho, en [0,m), pues T no
pertenece al campo de variacion de t.

c) Asintotas:
Verticales: tg(t/2) tiende a » para t tendiendo a m:

t
#3: Tim TAN[———]
tom— 2
Tim COS(2-t)
#4: t-m—
Luego K = 1] es asintota vertical para t-m-.
Horizontales: No hay pues -1 < x < 1.

Oblicuas: No hay pues -1 < x < 1.
La trayectoria es, por tanto, infinita.

00

1

d) Puntos criticos:

d t
#5: — [COS(Z-t), TAN{—H
dt 2

1
#6: [ - 2.SIN(2-1t),

cos(t) + 1
#7: SOLVE(- 2.SIN(2-t) = 0, t, Real)
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m m
#8: tz=—-—vVvit=z—vit=0
2 2
1
#9: + 0
CcoSs(t) + 1
y nho existe para cost = -1, es decir, t = m.

Luego, puntos criticos: £ =0, m/2 y m.
Puntos de tangencia horizontal: y'(t)=0, luego, no hay.
Puntos_de tangencia vertical: x'(t)=0, y'(t)#0, es decir, t=0.m/2

(0]
#10: |cCoS(2-0), TAN|—|]| =
| (2]
m
#11: ( m 7
cos| 2-—|, TAN| || =
C 2) L2 Jl]
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas:
t (x5 y) () |y’ (1) |y | yO)
|:0 E:l (1’0)_)(_1!1) - + i:_ 1\1,0
12 _
TC (_111) _)(1100) + + + 1T(X)
{E,W] Asintota ;j:‘*
x=1

La posicion mas baja que alcanza la particula es el punto (1,0), origen de la
trayectoria.

No hay posicion mas alta pues, en Tla trayectoria, y(t) va creciendo hacia
w,cuando t tiende a w.

¥

::H‘\::::
-2 -1 1 2 3 4 5
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25.- Una particula se mueve en un plano vertical xy siguiendo la trayectoria de la
curva:

T
y (1) = cos(2t)
a) Posicién inicial (x,,y,) de la particula en el instante t = 0.

, solamente en la region y>0. Se pide:

b) Periodicidad de la curva. Intervalo de tiempo necesario para generar la
trayectoria completa.

c) Calculo de asintotas. ¢Es una trayectoria finita?

d) Calcular los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical de
la curva.

e) Hacer un estudio del crecimiento'y decrecimiento por ramas. ¢Cudl es la
posicion (x, y) mds baja que alcanza la particula? ¢Cudl la mads alta?

Solucién:

t

#1: TAN[———}, COS(2-t) | para x>0.

2 -

a) Posicion inicial en t=0
l 0 -

#2: TAN| —|, cos(2-0) | = [0, 1]

L2) ]

b) Periodicidad de 1a curva:

Periodo de x(t): 2m; Periodo de y(t): m

Periodo de la curva = mem (2m,m) = [2m

Luego, basta tomar t en [0,2m] para generar la trayectoria completa. Como so6lo
interesa x > 0, tomaremos t en [0,m]. Mejor dicho, en [0,m), pues m no
pertenece al campo de variacion de t.

c) Asintotas:
Verticales: No hay pues -1 <y < 1.
Horizontales: tg(t/2) tiende a » para t tendiendo a m:

t
#3:  1im TAN[———]
tom— 2
Tim COS(2-t)
#4: ton—
Luego [y = 1] es asintota horizontal para t-m-.

Oblicuas: No hay pues -1 <y < 1.
La trayectoria es, por tanto, infinita.

0

1

d) Puntos criticos:

d t
#5: — [TAN[———], COS(Z-t)]
dt 2

1
#6: [ , — 2-SIN(2-t)
Cos(t) + 1
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1

#7: 0
cos(t) + 1
y no existe para cost = -1, es decir, t = m.
#8: SOLVE(- 2-SIN(2-t) = 0, t, Real)
m m
#9: tz=—-—vVvit=z—vit=0
2 2

Luego, puntos criticos: £ =0, m/2 y m.
Puntos_de tangencia horizontal: y'(t)=0, x'(t)#0, es decir, t=0.m/2

#10: TAN

#11:
TAN

fo\l

1
J c05(2-0)J| =
\ 2

(7
7] ( n\‘

|, cos|z.— || = [A3"=1]
L 2 ) L 2 )]

Puntos de tangencia vertical: x'(t)=0, y'(t)#0, luego, no hay.
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas:

t x5 y) () |y’ (1) [y | yO)
OE (0’1)_)(1!_1) + - ::_ 1\1,_1
12 +
T (1’_1) —)(CD,]_) + + + —
[EW] Asintota Tt
y=1

La posicion mas baja que alcanza Tla particula es el punto (1,-1)
de tangencia horizontal.
La mas alta es el (0, 1), también de tangencia horizontal para t =

t =
= 1, cuando

t tiende a m, sin llegar a alcanzar ese valor.

¥ 14
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26.- Como parte de un trazado de un circuito de entrenamiento de formula 1, se
x (1) = sen(2t)
esta considerando la grafica de la curva: t+ , se pide:
y(t) = cos
a) Campo de variacion de t
b) Simetrias de la curva
¢) Periodicidad
d) Dar un intervalo de longitud minima donde debe variar “t“ para obtener la
grdfica completa de la curva. Si no se quiere (ilogico!) que en el circuito haya
cruces, indicar razonadamente un intervalo al que haya que limitarse, dentro del
hallado anteriormente.
e) Asintotas
f) En el intervalo [0, =]: puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y
vertical.
g) En el intervalo [0, n]: ramas de /a curvay estudio del crecimiento por ramas.
h) Dibujo aproximado de la curva completa. A la vista del mismo, ¢cudntas ramas
tiene en total?

Solucion:

t
#1: [SIN(Z-t), COS[—]]
2

a) Campo de variacion de t: todo @, pues Tas funciones sent y cost estan
definidas para cualquier numero real.

b) Simetrias de la curva:

-t
#2: [SIN(Z-(—t)), cos[—]]
2

t
#3: [ - SIN(2-t), COS[—]]
2

Como x(-t)=—x(t) e y(-t)=y(t), la curva es [simétrica respecto al eje de
ordenadas 0Y.

c¢) Periodicidad:
Periodo de x(t)=(2m)/2=m; Periodo de y(t)=(2m)2=4n
Periodo de la curva = mem (m,4n) = [dn.

d) "t" ha de variar en un intervalo de longitud 4m, por ejemplo:[0,4n], 6 bien
[_27-[! 277] ’

Para que no haya cruces, no ha de haber puntos dobles: Basta tomar la mitad
[0,2m], por ejemplo.

e) Asintotas: No hay, pues -1 < x(t), y(t) < 1.

f) En [0,n], puntos criticos (donde no existe o se anula alguna derivada):

d t
#4:  — [SIN(Z.t), cos{_]]
dt 2
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t
SIN| —
#5: 2

2.C0S(2-1t), -
2
#6: SOLVE(2-C0S(2-t), t, Real)
3.m m m
#7: t = vVt=-—vVvit=—
4 4 4
t
SIN[_)
#8: 2
SOLVE}] - ———  , t, Real
2
#9: t=z=-2n1tvit=2nvit=20

Luego, puntos criticos: 0 , n/4 y 3n/4. que corresponden, respectivamente, a
Tos puntos sobre Ta curva:

0] =
#10: 1

#11: p =
2

#12: p =
3

Puntos de tangencia horizontal: P;
Puntos de tangencia vertical: P2 y Ps.

t=0
L
t=32m /4 P
P3
T=m
l o i
g) En [0,n], ramas de 1a curva y estudio del crecimiento por ramas:
Pl Ramal
kamaz :::.F'E
a a a

| 13 rama | 2% rama | 3% rama | P2 Rama s +
[ [ I |
t=0 n/4 3n/4 m
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t x5 y) x’ (1) |y’ (B) |y’ () y()

T * [ I I jS
[O,ﬂ -(01)—>P { 2} B 4 2
n 3n - - - _ J2 11
5 PZ{L %%J%F’s(- ’\/%‘TJ SR IR

142

2 4
3n } A * Tz | 1 2
—, — - _ = - P,
{4 Ps—[ L3 4} (0,0) N > Lo

h) Dibujo aproximado de 1la curva completa:

-
=

Tiene 10 ramas en total.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

X =
27.- Dada la curva

y:

a) Hallar las asintotas
b) Obtener los puntos de tangencia vertical y horizontal
c) Estudiar el crecimientoy decrecimiento de la curva por ramas.

Solucién:
2
t t
#1: ,
t -1 2
t -1
a) Asintotas:
2
t t
#2: Tim ,
to—o t -1 2
t -1
#3: [0, O]
Asintota horizontal:
#4:
2
t t
#5: Tim ,
to-1 t -1 2
t -1

1
#6: - —, ioo
2

Asintota vertical:

1
#7: K= —
2
2
t t
#8: Tim ,
t-1 t -1 2
t -1
#9: [+, o]
t
2
t -1
#10: Tim
t-1 2
t
t -1
1
#11: —_
2
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2
t 1 t
#12: 1im|— 2 — = — e ——
t-1 2 2 t -1
t -1
3
#13: -
4
Asintota oblicua:
2
t t
#15: Tim ,
tow t -1 2
t -1
#16: [, 0]
#17: y =10
2
d t t
#18: i ’
dt t -1 2
t -1
2
t-(t - 2) t +1
#19: _ -
2 2 2
(t - D (t - D
t-(t - 2)
SOLVE , t, Real
#20: 2
(t - 1D
#21: t=z=2vt=0
2
t +1
#22: SOLVE| - ———— , t, Real
2 2
(t -1
#23: false
b)

Puntos de tangencia vertical:
#24:

#25:

No hay puntos de tangencia horizontal, ya que y’(t) no se anula.
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Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

e t(t=2) N G | . o

t x(0)= (t-1)° y'(0)=- W y'(X)=y’()/x’ (1) [x(1).y(V)]
t<-1 + - - decrece
-1<t<0 + - - decrece
0 0 -1 no existe tg vertical (0,0)
O<t<1 - - + crece
1<t<2 - - + crece
2 0 -5/9 no existe tg vertical (4,2/3)
2<t + - - decrece

4

-6

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

75



Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

t (31°-2) 4
28.- Dada la curva (x(1'), y('r)) = v 11" se pide:

a) Simetrias de la curva.
b) Ecuaciones de las asintotas oblicuas.
c) Puntos de tangencia horizontal, vertical y puntos singulares.

Solucion:
(A) Simetrias
Buscamos simetrias al sustituir t por —t:

2 4
t-(3-t - 2) t
#1: ,
2 2
1-t 1 -t
2 4
t-(3-t - 2) t
#2: ,
2 2
t -1 1-t
t(3t2-2) t*
(x(—t),y(—t))=(— oA tzj:(—x(t),y(t))

Simétrica respecto al eje de ordenadas|

(B) Pueden existir asintotas oblicuas para valores de to tales que X(tg) — o e y(tg) > .
En nuestro caso y(tg) >0 =1tp=-101,y x(tg) >0o=1t53=-101.

2 4
t-(3-t - 2) t
#3: Tim ,
t-1 2 2
1-t 1-t
#4: [doo, too]
4
t
2
1-t
#5: Tim
to—o 2
t-(3-t - 2)
2
1-t
#6: —00
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
4

t
2
1-t
#7: Tim
t--1 2
t-(3-t - 2)
2
1-t
#8: -1
4 2
t t-(3-t - 2)
#9: Tim +
t--1 2 2
1-t 1-+t
3
#10: -
2
3
#11: y = -X + —
2
Por tanto, [y=-x+3/2 es una asintota oblicud
4
t
2
1-t
#12: Tim
t-1 2
t-(3-t - 2)
2
1-t
#13: 1
4 2
t t-(3-t - 2)
#14: Tim -
t-1 2 2
1-t 1-t
3
#15: -
2
3
#16: y = X + —
2
Por tanto, [y=x+3/2 es una asintota oblicual
C) Los puntos de tangencia vertical son aquellos en que x’(t)=0e y'(t) =0
2 4
d t-(3-t - 2) t
#17: — ,
dt 2 2
1-t 1-t
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
4 2 3 2
3-t -7t + 2 2.t (2 -1t)

#18: - ,
2 2 2 2
(t -1 (t -1
4 2
3.t -7t + 2
#19: SOLVE| - , t, Real
2 2
(t -1
J3 J3
#20: t = - v t = vt:—Jth:JZ
3 3
3 2
2.t (2 -t)
#21: SOLVE , t, Real
2 2
(t -1
#22: t=-2vt=LR2vt=0
J3 1
F23: [ = _]
2 6

Luego el punto es un punto de tangencia vertical, por simetria

también lo es

#24:
Los puntos de tangencia horizontal son aquellos en que x'(t) 0 e y'(t)=0

Luego el punto [x(0),y(0)]=[0,0] es un punto de tangencia horizontal.

Puntos singulares son aquellos en que x'(t) =0 e y'(t) =0 o bien no existen dichas derivadas.
#25: [- 4.2, -4]

Luego el punto es un punto singular, por simetria también lo es

2
d 3.t -7t + 2 2.t (2 -t)
#26: — |- ,
dt 2 2 2 2
(t -1 (t -1
2 2 4 2
2-t-(t + 3) 2-t -(t -3t + 6)
#27 : ,
23 23
a-t) a1-t)
#28: [- 10-/2, -16]
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

X(T) = ;—I—I
29.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas f_ L1 - Se pide:
)= —
y(¥) Y

a) Hallar el Campo de variacion del parametro t.
b) Estudiar la existencia de asintotas y en su caso calcularlas.
¢) Hallar los puntos criticos.

d) Estudiar los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.

Solucion:

a)
t t+1
#1: )
t-1 t-(t - 1)
E1 campo de variacioén de t es:

b)
Asintotas verticales: y-»o cuando t-0,1; para esos valores hallamos el limite
de x(t)

t
#2: Tim ——— =0
t-0 t -1
t
#3: Tim —— = +00
t-1 t -1

Luego x=0 es una asintota vertical|l de 1a curva

Asintotas horizontales: x-»» cuando t-1, para este valor hallamos el Timite de

y(t)

#4: Tim —m8M8M8 —
t-1 t.(t - 1)
Luego no hay asintotas horizontales.

t+ 1

1
I+
8

Asintotas oblicuas: buscamos los valores para Tos cuales X-o e y-w
simultaneamente, solo hay un Unico valor que es t=1l, para este valor vemos si
existen my n

t+ 1
t-(t - 1)
#5: Tim =2
t-1 t
t -1
t+ 1 t
#6: 1m|— - 2.—— | = -3
t-1 t.(t - 1) t -1

Luego ly=2x-3 es una asintota oblicua
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

<)
Puntos criticos: Valores que anulan, o para los que no existen x'(t), e y'(t)
2
d t t+1 1 t +2-t -1
#7 : — , = |- , —
dt t -1 t-(t - 1) 2 2 2
(t - D t .(t -1

x'(t)20 para cualquier t y no existe en t=1
Hallamos los valores que anulan a y'(t)

2
#8: SOLVE(t + 2-t - 1, t, Real)
#9: t=-2-1vt=J2-1
Ademas y'(t) no existe en t=0,1.

Luego la curva tiene 4 puntos criticos. —
-J2 -1 (-J2-1) +1 2
#10: = | —

, , 2.2 -3
-y2-1 -1 (J2—1)(( 2 -1 -1
0+1
#11: , ] = [0, +w]
0-1 0-(0 - 1)
J2 -1 W2 -1 +1
#12: [ , ] [— —_ =22 - 3]
V2 -1 -1 J2—1)((J2—1)—1)
1+1
#13: , = [4o, ]

1-1 1.(1 - 1)

)]
Los puntos de tangencia horizontal son aquellos para los que y'(t)=0 y x'(t)#0
simultaneamente, luego son

#14:

Los puntos de tangencia vertical son aquellos para los que y'(t)#0 y x'(t)=0
simultaneamente, luego no hay pues x'(t)#0 para cualquier t.

Los puntos singulares son aquellos para los que y'(t)=0 y x'(t)=0
simultaneamente, luego no hay pues x'(t)#0 para cualquier t.

-2 2 4

7\
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x (= —
30.- Dada la curva: t+1. Se pide:
y ()= t¥+1

a) Dominio

b) Simetrias

c) Asintotas

d) Puntos criticos, singularesy de tangencia vertical y horizontal
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

f) Corte con los ejes y con las asintotas

Solucion:
a.- Dominio:
b.- Simetrias
X (—t)z=£X (t
( ) ( ) No hay simetrias.
y (-t)=y (t)
c.- Asintotas
1 2
#1: , t +1
t+ 1
1 2
#2: Tim , t +1
to— t+1
#3: [0, o]

#4:  |x = 0 Asintota vertical

1 2
#5: Tim , t +1

to-1 t+1
#6: [+, 2]
#7: ¥ = 2 Asintota horizontal|

1 2

#8: Tim [ , t o+ 1]

ton t+1
#9: [0, o]
d.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

d 1 2
#10: —[ , T+ 1]

dte L t+1

1
- -, 2-t
#11: 2
(t + 1)
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

oL
¥ 0= <°

y (t)=2t=0=1t=0

_:> {Puntos de tangencia horizontal: P,

Puntos singulares: No hay

Puntos criticos: _

f.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t X’ y' | y'(x) y(x)

T<0 0, oo) —) ) - - + /
0 -1 0 0 Tangencia
- horizontal

O<t<-1 (1,1) > (-o0,2) - + - /

<t (22) = (0. HERE <

g.- Cortes con los ejes y con las asintotas

Con OY: x=0= 1 0 = Imposible
t+1

Con OX: y=0=t>+1=0= Imposible

Con la asintota horizontal: y=2= t* +1=2=t=+1=P, (% 2}

-k
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = sen(3t)
y(t) = cos(2t)

31.- Indicar el periodo de la curva {

Solucion:

x(t + z—gj =sen {BEt + Z—JD =sen (3t + 2n) = sen(3t) = x(t) de periodo 2?71:

y(t+m) = cos(2(t+m)) = cos(2t + 2) = cos(2t) = y(t) de periodo n

mcm (n%nj —[2x]
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x ()=

t+1

32.- Dada la curva: J; . Se pide:
t? -1

y (t)=

a) Dominio

b) Simetrias

c) Asintotas

d) Puntos criticos, singularesy de tangencia vertical y horizontal
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

f) Corte con los ejes y con las asintotas

Solucion:
a.- Dominio:
b.- Simetrias

{x (—t) = £x (t)
y (-t)=-y (1)

No hay simetrias.

c.- Asintotas
2
t t
#1: ,
t+1 2
t -1
2
t t
#2: Tim ,
to—o t+ 1 2
| t -1 |
#3: [, O]
) 5 -
t t
#4: Tim ,
t--1 t+1 2
| t -1 |
#5: [+, +w]
t
2
t -1
#6: Tim
t-o-1 2
t
t+1
1
#7: —_—
2
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2
t 1 t
#8: Tim _—
t-—1 2 2 t+1
t -1
3
#9: —_
4
#10:
2
t t
#11: Tim ,
t-1 t+ 1 2
t -1
1
#12: [—, ioo]
2
#13:
2
t t
#14: T1im ,
tom t+1 2
t -1
#15: [0, O]

#16: = 0 Asintota horizontal

d.- Puntos criticos, singulares y de tangencia horizontal y vertical

o (t)zt(t+2) =O:>t={0
(t+1)° -2

t2 +1
! t e ——————— O
y ( ) (t2 _1)2 <

= {Puntos de tangencia vertical: P, y P,

Puntos singulares: No hay
Puntos criticos: t, =0;t, =-2;t, =-1t, =1
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

e.- Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t X’ Y | Y(X y(x)
-2 - -
< (—oo, 0) - [—4, —%j ¥ 4
-2 ( 4 2) 0 - i Tangencia vertical
"3
-2<t<-1 - -
S R ’ d
A0 | ()0 (00) | - -] 7
0 (o, o) 0 - A Tangencia vertical
O<t<1 - -
= (0,0) - 6 —ooj * g
1<t - -
< (%, —ooj ~ (oo, 0) ¥ <

f.- Cortes con los ejes

Con OY:

Con OX:

Con la asintota vertical:
t2 1

Xx=05 —=—=

t+1 2
Con la asintota oblicua:

2

2 4 t°-1 2

13 t 1 t* ) 3
y=—X+—= =— +—=t=
t+1) 4

-2

t:—lz

=0=1t=0 :>P
-1

-1t
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x = cos(2t)
33.- Indicar el periodo de la curva t
r=19(3)

Solucioén:
X(t+m) = cos(2(t +m)) = cos(2t) = cos(2t + 2x) = x(t) de periodo n
y(t+3n) =tg (t +33nj =1g (% + nj =1g (%) = y(t) de periodo 3n

mcm (7, 3r) :
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. . x(t) = cos t
34.- a) Simetrias de la curva .
y(t) = t + sent
2
M=%_3
b) Asintotas de la curva o
y(t) = -2
x(t) = cos 2t

¢) Periodicidad de la curva +
y(t) = tg [—j

x(t) = sent
y(t) = cost
x(t) =1-cost

y(t) = t — sent

d) Puntos de tangencia vertical de la curva {

e) Puntos singulares de la curva {

Solucion:

x(t) =cost
y(t) =t+sent’

#1: [1 - COS(t), t — SIN(B)]
#2: [COS(t), t + SIN(t)]
#3: [COS(t), — SIN(t) - t]

{x(—t) =X(t)
y(-t) =—y(t)’

a) Simetrias de la curva {

lTuego Ta curva es [simétrica respecto del eje 0X.

V=¥
b) Asintotas de la curva
(t) = 2t
YW=v,
2 2-t
#6: 2 2
t -4 t -4 |
2 2-t
Tim ,
#7: to—w 2 2
t -4 t -4
#8: [0, 0]

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

89




Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

2 2.t
Tim ,
#9: to-2 2 2
t -4 t -4
#10: [+e0, +o0]
2 2.t
Tim ,
#11: t-2 2 2
t -4 t -4
#12: [+e0, +o0]

luego la curva puede presentar una asintota oblicua y= mx+n, para determinarla calculamos my n

2.t
2
t -4
#13: m = Tim
t-2 2
2
t -4
#14: 2
2-t 2
n="Tm|]——— - 2.
#15: t-2 2 2
t -4 t -4
1
#16: —
2
Por simetria tenemos:
2.t
2
t -4
#18: 1im —mM8 — = =2
to-2 2
2
t -4
2.t 2
Tim + 2.
#19: to-2 2 2
t -4 t -4
1
#20: - —
2
1
#21: y = — 2.X — —
2
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X (t) = cos 2t
b) Periodicidad de la curva t
y(t)=tg| =

3

t
#4: [COS(Z-t), TAN[———]]
3

#5: LCM(mr, 3-m) = Bem

{x(t +7) = X(t)
y(t+3m) =y(t)

m.c.m.(m,3n)=37.

x(t) =sent

d) Puntos de tangencia vertical de la curva
y(t) =cost

#23: [SIN(t), COS(t)]

d
#24: — [SIN(t), COS(t)]
dt
#25: [COS(t), — SIN(t)]
#26: SOLVE(COS(t), t, Real)
3.m w n
#27: t = vVt=z=—- —vVvt=—
2 2 2
#28: SOLVE(- SIN(t), t, Real)
#29: t=z-mvt=z=nvt=0

Puntos de tangencia vertical: son aquellos donde x’(t)=0 e y’ (t)=0

(7 T
#30: SIN|- — |, COS|- —
| \ 2 2

#31:

[ (1 m
#32: SIN| — |, COS| —
| \ 2 2

#33: [!!II!I
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e) Puntos singulares de la curva {
#34:
#35:

#36:
#37:
#38:
#39:
#40:
#41:
#42:

#43:
#44 :
#45:
#46:
#47 :
#48:

#49:
#50:

Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

X(t) =1-cost
y(t) =t—sent
[1 - COS(t), t — SIN(t)]

d

— [1 - COS(t), t — SIN(B)]
dt
[SIN(Ct), 1 - COS(t)]
SOLVE(SIN(t), t, Real)
tz-mvt=znvit=20
SOLVE(1 - COS(t), t, Real)
t=z=-2nnvt=2nvit=0
[1 - COS(0), 0 — SIN(CO)]

[0, 0] es un punto singular

d
— [SIN(t), 1 - COS(D)]
dt
[COS(t), SIN(E)]
[C0S(0), SINCO)]
[1, 0]
d
— [COS(t), SIN(D)]
dt
[- SIN(t), COS(t)]
[~ SIN(0), COS(0)]
[0, 1]
14

12

E1 origen (0,0) es un punto de retroceso de 12 especie.
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35.- a) Sea la curva dada por las ecuaciones paramétricas: [L,4sen(f) Cos(f)] ,
9

tg(t)

se pide:

i. Campo de variacion de t

ii. Asintotas

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia horizontal
b) Sea la curva dada por las ecvaciones paramétricas: (4 cos(t), 4sen(t) cos(*l')) ,
se pide:

i. Estudiar si la curva es simétrica y dar el periodo y un intervalo
cuya longitud sea igual al periodo

ii. Hallar los puntos criticos

iii. Dar las coordenadas de los puntos de tangencia vertical

Solucion:
a) Para hallar el campo de variacioén de t, estudiamos los puntos donde existen

x(t) e y(t)

1
#1: [— 4.SIN(t) -COS(t)]
TAN(t)

+

15 —10\5\/ 5 10 15
i)

1
Campo de variacion: R—-{km,keR} pues X(0==E—E no esta definida cuando tgt=0, es
g

decir para t= km siendo k cualquier numero entero.

Es una curva periédica de periodo: 2m, por ser Ta tangente una funcion
peridodica de periodo m y el seno y el coseno de periodo 2m, en consecuencia
m.c.m.{m, 2m}=2m

Intervalo de estudio:(-m,m]

ii) Asintotas:

Asintotas verticales: no existen pues -4<y(t)<4, es decir, y no se puede hacer
infinita para ningun valor de t.

Por 1a misma razéon la curva tampoco puede tener asintotas oblicuas.

Para estudiar la existencia de asintotas horizontales hallamos Tos valores que
hacen que x(t) se haga infinita (basta calcularlios en (-m,m]) y son
precisamente los valores que anulan a tgt, es decir, t=0,m

1
#2: Tim [————————, 4-SIN(t)-COS(t)] = [+w, 0]
tom L TAN(t)

1

#3: Tim [————————, 4.SIN(t)-COS(t)] = [+w, 0]
t-—-m L TAN(t)

E1 eje de abscisas y = 0 es una asintota horizontal.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
iii) Puntos de tangencia horizontal: son 1los puntos donde se verifica que
y’(t)=0, x’(t)=0

d 1 1 2
— , 4-SIN(t)-COS(t) | = |- ———, 8-COS(t) - 4
#4: dt L TAN(E) 2
SIN(t)
Observemos que e #0 para cualquier valor de t.
2
#5: SOLVE(8-COS(t) - 4, t, Real)
7-m 5.m 3.m 3.1 w n
t = v t = v t =z - v t = vt=z-.—vVvt =z —
4 4 4 4 4 4
Los valores de t contenidos en el intervalo (-m,m] son:
3.1 3.m I w
#7: t = - vV t = vt=z=—-— vt = —
4 4 4 4
Los correspondientes puntos son:
1 ( 3-m) ( 3-m13]
I , 4-SIN| - |- cos| - || = [I2]
#8: 3.1 ( 4 ) ( 4 )
TAN[— ]
4
[ 1 (37 (37
| , 4-SIN| |- cos| |l =
#9: 3.1 L 4 ) C 4 )
TAN[ J
4
[ 1 (7)) (7]
| ———, 4.SIN| —|.cos| — || =
#10: m L4) L4)
TAN[———)
4
[ 1 T m 1
| , 4-SIN|- — |-cos| - — || = [F13=2]]
#11: n L 4) L 4)
TAN[— ———}
4
b) #12: [4.C0S(t), 4.SIN(Ct) COS(t)]
] -5 5

i) Simetrias: hallamos el valor de [x(-t), y(-t)] =[4-C0S(t), -
4.SINCt) -COS(t)]

Luego La curva es simétrica respecto del eje 0X

Periodo: [ﬂ pues el sent y cost son funciones periddicas de periodo 2m
Intervalo minimo de estudio es:(-m,n] o bien (0, 2m]

ii) Puntos criticos en un 1intervalo de periodo minimo (-m,m], Tlos puntos
criticos son 1los puntos donde Tlas derivadas x’(t) e y’(t) se anulan o no
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existen

d [ 2 ]
#14: — [4.COS(t), 4-SIN(t).-COS(t)] =L - 4.SINCE), 8.COS(t) - 4

dt
En este caso Tas derivadas existen para cualquier valor de t, luego solo hay
que hallar los valores donde se anulan las derivadas antes mencionadas
(restringiéndonos al intervalo de estudio)
#15: SOLVE(- 4.SIN(t), t, Real)
#16:
#17:

SOLVE(8-COS(t) - 4, t, Real)

#18:

Sustituyendo en Tla curva se obtienen los puntos:

[41 0]! [_41 0]! [_2'\/2! _2]1 ]’ [_2'\/2! _2]’ [2'\/2! _2]! [2'\/2! 2]

ii1) Puntos de tangencia vertical: son aquellos donde x’(t)=0 e y’(t)=#0
Periodo:

#19: [4.COS(-m), 4-SIN(-m) COS(—-m)] =
#20: [4.COS(m), 4-SIN(m) COS(m)] =
#21: [4.C0S(0), 4-SINCO) COS(0)] =
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36.- Dada la curva (2pcost + pcos(2t), 2psent — psen(2t), siendo p una
constante p>0, se pide:

a) Campo de variacion de t.

b) Estudio de simeftrias.

¢) Periodicidad.

d) Estudio de la existencia de asintotas.

e) Puntos criticos en [0,n].

f) Estudio por ramas en [0,x].

g) 6rafica aproximada.

Solucién:
x(t)= 2p cost + p cos(2t)
{y(t) = 2p sent - p sen(2t)
a) Para cualquier valor de p>0 el campo de variacion de la curva dada es @

b) Si en (2pcost+ pcos(2t),2psint—psin(2t) sustituimos 't por -t se obtiene

{x(—t) = X(t)

2pcost + pcos(2t),—2psint+ psin(2t), es decir,
( ) y(t) =-y(t)

(x.y)
° luego la curva es |§imétric§|

respecto del eje de abscisas

o
(x(-0).y(-1))
c) Tanto sent como cost son funciones periddicas de periodo 2w, por otro lado, sen(2t), cos(2t) son
funciones periodicas de periodo =, luego la curva dada es periddica y su periodo es el m.c.m.{r,

2n} = b

De los apartados b) y c) se concluye que basta estudiar la curva en [0, 7] y el resto se conoce por
simetria y periodicidad.

d) La curva o tiene asintotas por ser sen t y cos t funciones acotadas y en consecuencia
—3p < x(t) <3p,—3p < y(t) <3p, luego se trata de una curva cerrada y acotadaenxey.

e) Los puntos criticos son los que anulan a las primeras derivadas o dénde no existen. En [0,x]:
X' (t) = —2 psent — 2 psen(2t) = —2 p(sent + 2sent cost) = —2 psent(1+ 2cost) = se anula cuando

sent =0 )
1 :>t:0,—Tc,TE.

cost=——
y'(t) = 2pcost — 2 pcos(2t) = -2 p(— cost + (cos2 t—sen 2t»: -2 p(— cost + 2cos? t —1):> se anula

4/ +
cuando 2c032t—cost—l:0:>cost:1— 41+8 _143 2n

=1t=0,—.
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Luego los puntos criticos son:

Ademas, P; y P, son puntos singulares (anulan a ambas derivadas) y P, es un punto de tangencia
vertical.

f) Estudio por ramas en [0, =]

V% v v
0 23«

[t, t] PP, signo(X’(t)) | signo(y’(t)) Signo(g—ij
_3p/2,343p/2)
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37.-Realizar un estudio completo de la curva dada por las ecuaciones

o x = 2sen’t
paramétricas: ) .
y = 2sen“t cos t

Solucion:
a) Campo de variacion del parametro t: el campo de variacién de la funcion es @

b) Estudio de simetrias:

—t) = 2sen®(~t) = 2sen’t = x(t t ,
X(~t) = 2sen” (+1) = 2sen x(t) ,:>{ = (xy) luego la curva se repite para
y(~t) = 2sen? (—t) cos(-t) = 2sen’tcost = y(t)  (—t—=>(X,Y)

los valores negativos. Basta estudiarla para t>0.

c) Periodicidad:

X(t+ 1) = 2sen’ (t + 1) = 2(sent cos &t + cos tsenm)® = 2sen’t = X (t)
y(t+27) = 2sen’ (t + 21) cos(t + 2r) = 2sen’tcost = y(t)

X(t) es una funcién periédica de periodo = e y(t) es periodica de periodo 2x, luego la curva es
periddica de periodo , por lo que basta estudiarla en [-rt,x].

0<x(t)<2
—-2<y(t)<2
Por b) y ser periddica basta estudiarla en [0, 7]

Ademas , luego se trata de una curva cerrada y acotada.

d) Estudio de asintotas: Al tratarse de una curva cerrada y acotada [no tiene asintotas.

e) Puntos criticos en [0,r]: son aquéllos donde las derivadas se anulan 0 no existen. En este
caso las funciones son derivables por lo que solo hay que calcular los valores que anulan a
las derivadas

x*(t) = 4-sin(t)-cos(t)=0 = t= 0, g,n

y’'() = 6sin(t)-cos’(t) - 2sin(t) = 0 < 2sin(t)(Bcos’t) - 1) = 0 = t= 0,
0.9553166181, 2.186276035, ©. Luego los puntos criticos son:

t=0—>

t = 0.9553166181 — |P5 (1.83833, 0.769800)| (de forma aproximada)

t=n/2—

t = 2.186276035— [Py (1.33333, -0.769800) (de forma aproximada)

t=n— P; (0,0)
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f) Puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares:

[P1(0,0) es un punto singular] pues 0= x’(0) = y*(0)

[P2(1:333383, 0.76980) es de tangencia horizontal pues 0= y’(0) pero x’(0)=0
[P3(2.0) es tangencia vertical pues 0= x’(0) pero y’(0) #0

[P4 (:333383, -0.769800) es de tangencia horizontal pues 0= y’(0) pero x’(0)=0

g) Estudio por ramas en [0, )

Observamos 4 ramas 0 0.9553 /2 2186276 1
Intervalo de . , . , . dy
variacion de t Pinicial = Pfinal Signo x’(t) | Signo y’(t) | Signo ™
(0,0.9553) | (0,0)—(1.3333, 0.76980) + + + (creciente)
(0.9553, n/2) | (1.3333, 0.76980)—>(2,0) + - - (decreciente)
(n/2,2.1862) | (2,0)—>(1.3333, -0.76980) - - + (creciente)
(2.1862,) (1.3333, -0.76980)—>(0,0) - + - (decreciente)

+1

1
-—1
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2
38.- Dada la curva L 1 , Se pide:
t-1"t-1

a) Campo de variacion de t
b) Estudio de simetrias.
c¢) Estudio de asintotas.

Solucion:

a) El campo de variacion de t es: , pues t = 1 anula el denominados de x e y.

b) Estudio de simetrias:

X(t)= ——=_t . X(t)
—t-1 t+1 |=x(t)

OX, ni de QY, ni del origen O. .

, luego no podemos deducir que la curva es simétrica respecto de

c) La curva solo puede presentar asintotas para aquellos valores de t para los cuales x 0 y se hacen
infinitas luego, teniendo en cuenta el apartado a), basta estudiar el comportamiento de la curva
(usando como herramienta el calculo de limites) en t= 1, -oo, +o

® Ent=1

[t ] :
|tIrTll 111 :(oo,oo), luego la curva puede presentar una asintota oblicua y= mx+n, para

determinarla calculamos my n

e d
N

t-1)
t(t-1)

m= lim

t—>1

‘ﬁ‘
~
1
A

—
I ‘
'_\
Il
=
3
7\
—
N
—~

J= |tl'nl1t =1, por lo tanto, la curva puede presenta asintota en

—
|
[

t=1.

2 J—
n= lim t —1L =lim t(t 1) =limt=1
t->1{ t=1 -1 t—1 (t _l) t—1

Por consiguiente, es una asintota oblicua en t=1

] t ot . .
® Ent—s oo lim {n t J = (1,4w), luego la curva presentar una asintota vertical
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39.- Dada la curva (sen(Z'r), cos(3'r)), se pide:

a) Campo de variacion de t.
b) Calculo de puntos criticos en [0, =].
c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangente horizontal,

vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en {0, 2?n:|

Solucién:
a) El campo de variacion de t es @ por ser sen(2t) y cos (3t) funciones continuas.

b) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.
#1: Trigonometry := Expand
#2: [SIN(2-t), COS(3-1t)]
d
#3: — [SIN(2:-t), COS(3:t)] = [2-C0S(2:-t), - 3-SIN(3-1t)]
dt

Resolvemos x'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0,m]

#4: SOLVE(2-C0S(2-t), t, Real)

#5: t

x'(t) existe para cualquier valor de t
Resolvemos y'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0,m]
#6: SOLVE(- 3-SIN(3-t), t, Real)

2.1 n

Vt=z—vit=nvit=20
3 3

#7 : t

y'(t) existe para cualquier valor de t

. 27 3
Luego en [0, =] hay puntos criticos en [t=0, 1, E,—,—, :
goen [0, w] hay p R 44
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c)
Punto critico: Punto Valor de la Tipo de punto critico
Valor de t derivada
dy De tangencia horizontal |
= — | =0
t=0 P1(0,1) ( dxjpl
tangencia vertical
== P, 1_£ (ﬂ] =00 De
4 ’ 2 dx P
7 N (yj 0 De tangencia horizontal |
3 2 X /p,
2 o3, (yj 0 De tangencia horizontal |
3 ' X /g,
=3 e[ 1.2 (ﬂ} o De tangencia vertical
4 ’ X /g,
d De tangencia horizontal |
t=r P&(0,-1) (—y] =0
X Jp,
d) Ramasen {O%ﬂ l l l
0 /4 /3 2n/3
INtervalo | P = Prat | S90C®) | S307®) | Sg [d—y)=sg(y—(t)]
parat dx x'(t)
T + _ -
0% V2
0%) | oo [LTJ - ! decreciente
Tz V2 V3 — — *
(4’3) {1"7}) {7"J - J creciente
z2z) | (3 V3 - N —
55 [7-1H-71 e | 1 decreciente

Nota: Pinicial Sefiala donde comienza la rama y Psing donde termina. En esta ocasion son puntos pero

en otros ejercicios pueden corresponder al inicio o al final de una rama asintotica.

.

-2
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40.- Dada la curva (sen(27), tg(27), se pide:

a) Campo de variacion de t

b) Estudio de simetrias.

c) Estudio de la periodicidad de la curva. Si fuera periddica, dar un intervalo
[a,b] de periodo minimo.

d) Razonar porqué la curva solo tiene asintotas verticales y hallarlas.

Solucion:

a) EIl campo de variacion de t es Dom x n Dom y= R—{@, ke Z} porque:

Domx = R, pues sin(2t) es una funcién continua en R.
Dom y= R_{iﬁ’i:g_n’is_n’iﬁ..} ={M’k c Z} .
4 4 4 4 4
b) Estudio de simetrias:
X(-t)=sin (-2t) = -sin (2t)= -x(t).
y(-t)=1g (-2t) = -tg (2t) = -y(b).
Es decir,si t—>(xy) = -t—(-x,-y), luego la curva es simétrica respecto del origen O|.

c) sin(2t) es periddica de periodo 2—;: 7, Yy tg (2t) es periddica de periodo g luego la curva

[sin (2t), tg (2t)] es periddica de periodo m.c.m. {ng} =T.

T T

Los intervalos [—E,E} : son de periodo minimo.

d) Se observa que -1< x< 1, por lo que x no puede hacerse infinita, en consecuencia la curva no
puede tener asintotas horizontales ni oblicuas.
Sin embargo, -co<y<co , por lo que puede tener asintotas verticales para los valores de t en que y

P . . . T T T
se hace infinita, esto ocurre, si consideramos el intervalo {_E’E} , para t= J_rZ

lim (sen(2t),tg(2t)) = (sen(z%fj,tg(z?jj = (-1,+%) =en y se hace infinita
s

t>——

lim (sen(2t),tg(2t))= (sen(Z%}tg(Z%D = (L,+0) =en y se hace infinita, por lo tanto
T

t——

las rectas verticales y son @sintotas verticales de la curva.
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2 —_—
41.- Dada la curva ar - 3 L , se pide:

t-1"(+-9)

a) Campo de variacion de t.

b) Calculo de puntos criticos.

c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangente horizontal,
vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas.

Solucion:

a) El campo de variacion de t es Dom x n Dom y= porque:

Domx = R—{1}
. . o 2t2 -3
pues 1 es el Unico valor que anula al denominador de la funcion racional x(t)= vt
. , t
Dom y= R-{1} por la misma razon para y(t)= W
t-1
b) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.
2 2
d 2.t -3 t 2t - 4.t + 3 t+1
#16: —_— y = y
dt t -1 2 2 3
(t - 1 (t - D -1
Resolvemos x'(t)=0, eso significa hallar las raices del numerador
2
#17: SOLVE(2-t - 4.t + 3, t, Real)
#18: false

Luego, no existen puntos criticos debidos a esta condicion.
Hallamos los valores para Tos que no existe x'(t), To cual se cumple para los
valores que anulan al denominador (no esta definida 1a division por 0).

2
#19: SOLVE((t - 1) , t, Real)
#20: t =1
Resolvemos y'(t)=0, eso significa hallar las raices del numerador
#21: SOLVE(t + 1, t, Real)
#22: t = -1

Hallamos los valores para los que no existe y'(t), To cual se cumple para Tos
valores que anulan al denominador (no estad definida 1a division por 0)
3
#23: SOLVE((1 - t) , t, Real)
#24: t=1

#25: t =1
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Luego hemos obtenido que existen puntos criticos en

c)

Punto critico: Punto Valor de la Tipo de punto critico

Valor de t derivada
t=-1 De tangencia horizontal |
Pq (E’_E) (ﬂ) =0
2 4 dx Jp
t=1 Puede haber asintota
(1 o0, 0) YY) no definida :
dx ;4 oblicua

d) Estudio por ramas < »
0 1 1 ©
Intervalo Pinicial - Pfinal Sg (X’(t)) Sg (y’(t)) Sg [d_y) =3g (L(t)]
parat dx X'
—w 11 * - .
Cocd) | =0 (35) | ! decreciente
11 1 1 (00) + + +
R > | creciente
+ . -
(1,00) (—O0,00)—)(O0,0) N ¢ _
Nota:

Piniciar  Sefiala donde comienza la rama Yy Pring donde termina. En esta ocasion unas veces son
puntos y otras corresponden al inicio o al final de una rama asintética.
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42.- Dada la curva (In(f - 1),1 L t] se pide:

a) Campo de variacion de t
b) Razonar porqué la curva no es periodica.
¢) Estudio de asintotas.

Solucion:

a)

b)

106

El campo de variacion de t= Dom x N Dom y= pues:
Dom x = (1, ) y Domy =R—{1}

La curva |no es periodical porque la funcién logaritmo y las funciones racionales no lo son. Solo
son periddicas las funciones circulares o aquéllas cuya expresion algebraica solo contiene
funciones circulares (funciones seno y coseno).

La curva solo presenta asintotas en aquellos valores de t para los que x—oo ¢ y—c0. En este caso
basta estudiar qué ocurreent =1, +o

] 1 : ; ; :
Ilr?(ln(t—l),ﬁj = (~o0,—o0), en consecuencia la curva podria tener una asintota oblicua y =
t—! —

1 1Y
o 1—t . 1-t 1
mx + n , calculamos m= lim| ——— |=lim| ~——~— |=lim—— =0, luego la curva no
1] In(t—1) o1 1 t>1t—1

(t-)

presenta una asintota sino una rama parabdlica.

Il’m(ln(t —1),%} = (20,0), luego la asintota presenta una asintota horizontal jy =0

t—oo
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43.- Dada la curva (cos(Zt), cos(3'r)), se pide:

a) Campo de variacion de t.
b) Calculo de puntos criticos en [0, =].
c) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,

vertical o singulares.

d) Estudio del crecimiento por ramas en [O, g}

Solucién:
a) El campo de variacion de t es @ por ser cos(2t) y cos (3t) funciones continuas.

b) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.
#8: [COS(2-t), COS(3-1t)]
d
#9: — [COS(2-t), COS(3-t)]
dt
[ ’]
#10: — 4.SIN(t)-COS(t), 3-SIN(t) - 12-SIN(t)-COS(t)
Resolvemos x'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0,m]
#11: SOLVE(- 4.SIN(t)-COS(t), t, Real)
m
#12: t =z — vit=nvit=0
2
x'(t) existe para cualquier valor de t

Resolvemos y'(t)=0 y tomamos las soluciones en [0,m]

2
#13: SOLVE(3-SIN(t) - 12-SIN(t)-COS(t) , t, Real)

2.1 I
etz — vVvit=z=nvt=0
3 3

#14: t =

y'(t) existe para cualquier valor de t

Luego en [0, ] hay puntos criticos en| =0, % % 2?” ,4
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c)
Punto critico: Punto Valor de la Tipo de punto critico
Valor de t derivada
=0 Pi(LY) (gj 0 Puntosingular |
dx /), O
De tangencia horizontal |
S ] B
3 2 X Jp,
=x Ps(~1,0) (y} ., De tangencia vertical
2 dx /o,
De tangencia horizontal |
t:Z_ﬂ P, —l,l (ﬂ} =0 €
3 2 dX Jp,
e Po(LD) 2] ¢ Puntosinguiar
X)ps O
d) Ramas en {O%} L l l
0 /3 /2
Intervalo Piniciatl = Pfinal Sg(xX’(1) | Sg (') | Sg (gyjzsg [y—(t)J
parat X x'(t)
V4 1 — — +
0,— 1D)—> | —=—
IR & 1) « ! creciente
3’3 "2 | = T decreciente

Nota: Piniciar Sefiala donde comienza la rama Yy Prinat donde termina. En esta ocasion son puntos
pero en otros ejercicios pueden corresponder al inicio o al final de una rama asintética.

11
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44 .- Dada la curva (e"‘,sem‘) se pide:

a) Campo de variacion de t

b) Explica porqué la curva no es simétrica.

c) Razona porqué todos los puntos criticos de esta curva son de tangencia
horizontal.

Solucion:

a) El campo de variacion de t= Dom x N Dom y= @ pues:
Dom x = Ry Domy =R por ser funciones continuas en R.

b) La curva jno es simeétrica porque.
x(-t) = etz et —e"1 es decir, x(—t) = x(t), —x(t)

c) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen
x’(t) = e" '20 para cualquier teR, ademas x’(t)= x(t) luego es continua

n 3n 5t  I=n (2k+D=
(t)=cost, luego y’(H)=0=t={+= +— +— +—... =" " keZ},
v oy ()=0=t= {2+ 3,55 LT JBODE

por otro lado y’(t) es continua y existe para cualquier teR.

. 2k +1 -
Luego sus puntos criticos se producen ent = {% ke Z}, y en ellos, como se indica en

el pérrafo anterior, x’(t) = e* 120 y’(t):O:%:yl—g;:O, luego, todos ellos son puntos de
X X

tangencia horizontal.
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2
45 - Dada la curva [1 il U ] se pide:

t? 11+
a) Campo de variacion de t.
b) Estudio de asintotas.
c) Calculo de puntos criticos.
d) Clasificacion de los puntos criticos segin sean de tangencia horizontal,
vertical o singulares.

e) Estudio del crecimiento por ramas en [0,x)

Solucion:
a) El campo de variacion de t es Dom x n Dom y=|R—{0, =1,1} porque:
Domx = R—{0}
2
pues t=0 es el Unico valor que anula al denominador de la funcion racional x(t)= 1+2t .
t

Dom y= R-{-1,1} por la misma razon para y(t)=

t2°

b) La curva solo presenta asintotas en aquellos valores de t para los que Xx—o 0 y—o0. En este caso
basta estudiar qué ocurreent=-1, 0, 1, +co.

EET

#35: Tim | , | = [1, 0], luego en t——oo no presenta asintotas.
to—o0 2 2
t 1-t
2
1+t t
#36: 1im , =[2, +0],=> es una asintota vertical.
t--1 2 2
t 1 -t
2
1+t t
#37: Tlim , = [w, 0], = =0 es una asintota horizontal.
t-0 2 2
t 1-t
2
1+t t
#38: Tlim , = [2, 4w],> es una asintota vertical.
t-1 2 2
t 1-t
2
1+t t
#39: Tim , = [1, 0], luego en t—co no presenta asintotas.
too 2 2
t 1-t
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Representacion grafica de curvas en forma parametrica
¢) Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se anulan o no existen.
2 2
d 1+t t 2 t +1
#40: — , = |- ,
dt 2 2 3 2 2
t 1-+t t (t -1
Resolver x'(t)=0, significa hallar Tas raices del numerador que en este caso
es 270, Tuego esta condicidon no proporciona puntos criticos.
Hallamos los valores para los que no existe x'(t), To cual se cumple para Tlos
valores que anulan al denominador (no esta definida 1a division por 0)
3
#41: SOLVE(t , t, Real)
#42: t=0
Resolver y'(t)=0, significa hallar las raices del numerador pero en este caso
no proporciona puntos criticos pues

#43: SOLVE(t + 1, t, Real)
#44: false
Hallamos los valores para los que no existe x'(t), To cual se cumple para los
valores que anulan al denominador (no esta definida la division por 0)
2 2
#45: SOLVE((t - 1) , t, Real)
#46: t=z=-1vt=1

Luego hemos obtenido que existen puntos criticos en .

d) Puntos de tangencia horizontal , al ser y'(t) # 0 para todo t.
Puntos de tangencia vertical [io-hay, al ser x'(t) » 0 para todo t.

Puntos singulares , al ser x'(t) =0 e y'(t) # 0 paratodot.

— | :

e) Estudio por ramas -0 10 1 ©
Intervalo Pinicial = Pfinal Sg (x’(1) | Sg(y’'(t) | Sg (d—y]=59(y—(t)J
parat o O
0,1 o . .
(0.1) (.0) = (2, ) - 1 decreciente
_ + —
(L o) (2, -) - (1.0) - 0 decreciente

Nota: Piniciar Sefiala donde comienza la rama y Psina donde termina. En esta ocasion unas veces
son puntos y otras corresponden al inicio o al final de una rama asintotica.
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2
xt) = £
46.- Dada la curva dada por las ecuaciones paramétricas ; * s
y(t) = —;

se pide:
a) Hallar el campo de variacion del pardmetro .
b) Estudio de la existencia de s/imetrias.
c¢) Hallar las asintotas de la curva.
d) Hallar los puntos criticos.
e) Calcular los puntos de tangencia horizontal, vertical y singulares.
f) Estudio del crecimiento por ramas.

Solucion:

a) El campo de variacién del parametro t es

b) Estudio de simetrias:

—_ 2 2
x(—t)=%=ft—t¢x(t),—x(t),y(t), luego o podemos apreciar ninguna simetrid

respecto de OX, OY, Origen o bisectriz del primer cuadrante.
c) Célculo de asintotas: la curva solo puede tener asintotas para los valores del parametro t donde,
0 bien x(t), o bien y(t) no estan definida o cuando t — oo .

Por lo tanto, hemos de estudiar, usando limites, como se comporta la curva cuando
t— 0,-1, too,.

Veamos que ocurre cuando t —0:

2 2
2-t 1-t
Tim y = [0, iw]
t-0 1+t t

Luego, la curva presenta la asintota vertical @

Ahora estudiamos como se comporta la curva cuando t—-1:

2 2
2-t 1 -+t
Tim , = [4w, 0]
t--1 1+t t

Luego, en t=-1, la curva presenta la asintota horizontal

Y hacemos lo mismo cuando t—+oo,

2 2
2.t 1-t
-I-im ’ = [_°°’ °°]
to—o L 1 + t t
[ 2 2
2-t 1-t
Tim s = [0, —oo]
to+to [ 1 + € t
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
Luego cuando t—+oo, la curva puede presentar asintotas oblicuas.

Aplicamos el procedimiento de calculo de los coeficientes de las asintotas, en primer lugar
cuando t—oo

1— t/
_I|m = lim —<%— = lim K—M

t—o X t t—o0 2t/ t—o0 2

Y 2 2 4
n = lim y(t)—(—ljx(t) T L S S T St SRS
t—o 2 tsw t 21+t tow  t2 4t

1 . . . .
Luego [¥=——= X1 es una asintota oblicua hacia +oo (observa que si t—>0= X—x).

2

Aplicamos el mismo procedimiento para t—-oo

1-t
m= lim y()_ [im / = lim ﬁ—m

t>—o X(t)  to- ooZt/ t—>—o0

2 2
n= Iim [y(t)—(—%)x(t)]z im 20,120 _t;_t‘1:_1.

t—>—w to>-—o t 21+t to—o t° +t

1 . . . : .
Luego [¥=——= X1 es una asintota oblicua tambiéen hacia - (Si t—>-00= X—-0).

2

Caélculo de puntos criticos: hallamos los valores de t para los que las derivadas se anulan 0 no
existen.

2
d 2.t ] 2-t-(t + 2) t +1
dt 1 +

(t + 1) t

SOLVE(2-t-(t + 2), t, Real)

x’(t) se anula parat =-2v t=0

2
SOLVE((t + 1) , t, Real)
x’(t) no existe para t = -1
2
SOLVE(t + 1, t, Real)
False, es decir, y’(t) no se anula en ningun caso
2
SOLVE(t , t, Real)
y’(t) no existe para t = 0

Luego, los puntos criticos de la curva (donde puede cambiar el sentido del crecimiento) son :
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' "(t)=0
son aquellos donde d—y=y—(t): 0= x(t) = =
dx  x'(t) y'(t)=0
pues y’(t)=0 para todo t.

' "t)=0
son aquellos donde ﬂzy—(t)—mo: x (M) = so6lo hay
dx  x'(t) y'(t) =0

uno el correspondiente a t=-2, sustituyendo en las ecuaciones de la curva, se obtiene: -

' (t)=0
son aquellos donde ﬂ:y—(t):gz x () = pues y’(t)=0
dx x'(t) O y'(t)=0

para todo t.
SR R B

- -2 -1 0 o

f) Crecimiento por ramas:

Intervalo Pinicial = Pfinal Sg(x*(®) | Sg(y'(®) | sg (d—yJ =sg (L(t)j

parat i o
(-0-2) | (~o00)> (—8’2) R v deorecients
(-2,-1) (—8%}% (-0,0) - N i
(-1,0) (-00,0) > (0,- ) l I i
©x) | (00)>m) . N decreciente
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x(t) =

) g t(1-1)
47 .- Dada la curva expresada por sus ecuaciones paramétricas 1 .
)= ———

Y=+

a) Estudio de la existencia de simetrias.
b) Calcular las ecuaciones de sus asintotas.
c) Los puntos de la curva de tangencia horizontal y vertical.

d) Estudio del crecimiento en las ramas: (-, -1) y (1, ).

Solucién:

a) x(—t)=-y(t), y(-t)=—x(t), por tanto la curva es _
y=-x]

b) La curva solo puede tener asintotas para los valores del parametro t donde, o bien x(t), o bien
y(t) no estan definidas o cuando t — o0,
Las ecuaciones x(t) o y(t) no estan definidas para los valores: t=-1,t=0yt=1

Para t = -1, Ilm(x(t) y(t))—| (t(ll n t(lit)jz(_%, iooj , por tanto . es una
sintota verticall

Parat=1, I|m(x(t) y(t)) ! 1[“11 b t(11+ t)j:(@o, %) por tanto.es una-
horizontal|

Para t = 0, Ilm(x(t) y(t)): (t(ll D’ t(11+t)j=($oo’ Foo) y es posible una asintota

oblicua.

Si t=0, m_Ilmy()_Ilml—t_l,

t—0 X(t) t-0 1+

n=lim(y-mx)=lim 1 L lim _22 —2, por tanto existe una
t—0 t-0 (1+t) (1 t) t>0 1 —t
loblicud de ecuacion y=x=2.
¢) Puntos de tangencia vertical y horizontal.

Veamos las derivadas de x(t) y de y(t).

v 2t-1 v 2t+l
X(t)_tz(t—l)z’ vi(t)= £ (t+1)°

Existe un punto de tangencia vertical, si existe un valor t, tal que, x'(t)=0e y'(t)=0

x'(t) =0sit= % , Y para t :% se obtiene el punto de tangencia vertical
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica
Existe un punto de tangencia horizontal, si existe un valor t, tal que, y(t)=0y x'(t) 0.

y'(t) =0sit= —%, yparat= —% se obtiene el punto de tangencia horizontal

d
) Intervalo Pinicial —— Pinal. Signode | Signode | Signo de
para (x(®) | (v() ( Y ]
x(t)
=) 00 s (_1 ooj - . .
’ 5 - T decreciente
(1, oo) 1 + - -
(_oo’ Ej — 0.0 - 1 decreciente
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x(.l.) — esent

Se pide:
y(t) = cos t e pide

48.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas {
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + m.
d) Asintotas.
e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos singulares.
f) Estudio del crecimientoy decrecimiento por ramas en [0, n].

[ SIN(t) ]

#1: e , COS(t)

Solucion

a) Campo de variaciéon de t: R

b) Periodicidad: T = mecm (2m,2m) = 2n
Basta estudiar la curva para t en [-m, m]
c) Simetrias de la curva:

Al cambiar t por -t

Al cambiar t por -t + m

[ SIN(-t) ]
#2: e , COS(-t)

[ — SIN(CE) ]
#3: e , COS(t)
No hay simetrias al cambiar t por -t

[ SIN(-t + m) ]

#4: e , COS(-t + m)

[ SIN(t) ]
#5: e , — COS(t)

ATl cambiar t por -t + m se obtiene 1a misma x y 1la y cambia de signo,
luego, la curva es [simétrica respecto al eje 0X.
d) Asintotas:
-1 < cos t <1, Tuego no tiene asintotas verticales ni oblicuas.
-1 SIN(t) 1
#6: e <e <e
Luego, tampoco tiene asintotas horizontales.
e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares:

[ SIN(L) ]
#7 : e , COS(t)

d [ SIN(L) ]
#8: — Le , COS(t)

dt

[ SIN(t) ]
#9: e -COS(t), - SIN(Y)
[ SIN(t) ]

#10: SOLVE(lLe -COS(t), - SINCt)], t, Real)
#11: []
Luego, no hay puntos singulares|.

SINCL)
#12: e .COS(t) =0
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SIN(t)
#13: SOLVE(e .COS(t) = o0, t,
3.m
#14: t =
2
#15: - SIN(t) = O
#16: SOLVE(- SIN(t) = 0, t, Real)
#17:
Puntos criticos en [-m, n:
m
#18: t=-mvt=- —vVv t-=
2
Puntos de tangencia horizontal: y'(t) =
[ SIN(-m)
#19: e , COS(-m)
#20: [1, -17
[ SIN(m) ]
#21: e , COS(m)
#22: [1, -17
[ SINCO) ]
#23: le , COS(0)
#24: [1, 1]
Puntos de tangencia vertical: x'(t) = 0
[ SIN(- 1/2) i
#25: e , COS{— ———]]
2
[ SIN(m/2) i
#27: e , COS[———]]
2
#28: [e, 0]
11
t-1

f) Estudio del

Real)

tz-nvt=nvit=0

0vt-=

T
— .t
2
0

=

crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, m]:

t Pinicial—>Pfinal Sg(x’ (1)) | Sg(y’ (t)) | Sgly’ (x)) y(x)
[O,E} (1,1) - (e,0) " _ T 1o
2 +
[glnj (e,O) %(11_1) - - ::+ —1T0
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x(.'.) — esenf

y(t) = gt 5% PO

49.- Dada la curva de ecuaciones paramétricas {
a) Campo de variacion de t.
b) Periodicidad de la curva.
c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + nw/2.
d) Asintotas.
e) Para - < t < nt, Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical,
puntos singulares.
f) Estudio del crecimiento 'y decrecimiento por ramas en [0, n].

Solucion

i [eSIN(t) | eCOS(t)]

a) Campo de variacion de t: R

b) Periodicidad: T = mem (2m,2m) =
Basta estudiar la curva para t en [-m, m]

c) Simetrias de la curva:
Al cambiar t por -t
Al cambiar t por -t + m/2

[ SIN(-t) COS(—t)]
#2: e , €

[ - SIN(Ct)  COS(t)

#3: e , €
No hay simetrias al cambiar t por -t

[ SIN(—t+ m/2) COS(—t+ n/Z)]
#4: e , e

[ CoS(t) SIN(t)]

#5: e , €
Luego, x(-t + m/2) = y(t) y y(-t + n/2) = x(t), luego, la curva es simétrica
Irespecto a la bisectriz del primer cuadrante y = x.|

d) Asintotas:

-1 SIN(t) CoS(t) 1
#6: e < e , e <e
Luego, no tiene asintotas.

e) Puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, puntos
singulares:
d [SIN(t) COS(t)

e

#5: — , e

dt

[ SIN(t) COoS(t) ]

#6: e .COS(t), - e <SIN(t)

SIN(t)
#7 : e .COS(t) =0

SIN(t)

#8: SOLVE(e .COS(t) = 0, t, Real)
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3.m m
#9: t = vt=- —vVvit=—
2 2 2
COS(t)
#10: - e -SIN(t) = 0
COS(t)
#11: SOLVE(- e -SIN(t) = 0, t, Real)
#12: t=z=-nvt=nmvit=20
Puntos criticos en [=m, m]:
n n
#18: t=z=-nvt=-—vit=0Vvt=—vVvit=m
2 2
Puntos de tangencia horizontal: y'(t) = 0

#

#

[ SIN( m)

[ SIN(O)

[ SIN(n)

COS( n)]

COS(O)]

COS(n)]

Puntos de tangencia vertical: x

_ pues no se anulan simultaneamente x’(t) e y’(t).

[ SIN(m/2

) COS(n/Z)]

‘(r) =0

[SIN( n/2) COoS(- n/Z)]
e

[ 4]

T3 t=10

12

11 t'= mfz

t=-nm, 7
1 2 3
f) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas en [0, m]:
t Pinicial—>Pfinal Sg(x’ (1)) | Sg(y’ (1)) | Sg(y’ (x)) y(x)

|:0!g:| (1’e)_)(e’1) + - i=_ e‘lfl
[glnj (e’l) _)(1J1/e) - - :=+ l/eTl
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t
x(t) = o1
50.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: *1__2
t) =
v( t+1

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos)
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.

Solucion
a) El campo de variacion de t es

b) Estudio de asintotas
Solo pueden existir asintotas en t=-1,1, oo y la herramienta matematica que utilizamos para
comprobar su existencia es el limite en dichos valores.

_ :.F] luego la recta es una asfntota vertical de la curva.

'.lll-‘-

. _y i’ '-b;'l] = [

T o "1‘ ’ -
im,_, :, :1] = [:-.-;,-, 2—, ] luego la recta |y=1/2 es una asintota horizontal de la curva.

" =R , .
U aee | —" = [1,=c<], luego la recta es una asintota horizontal de la curva.

r=1" rl
c) Puntos criticos. Son los puntos donde las derivadas se anulan o0 no existen.

'@,y 0] = |- ===

(tm1]2 " (rw1)2

, luego:

X’(t)#0 para cualquier t y no existe en t=1
y’(t)=0 en t=0,-2 y no existe en t=-1.
Luego los puntos criticos de la curva se presentan en [t=-2,-1,0,1.

d) Las ramas determinadas por los puntos criticos son: «—+ ¥ v ¥

2 -1 0 1
Intervalo de t |->F Sg(x’(t) Sg(y’(®) | S9 z—; = ;:}
(02 | Qoo @3-4) |- «— |71 |- —
(-2-1) @3,-8) > (U20) |- «— |- ||t 7
(10) 2,000 |- +— |- |t 7
(02) 0.0 (x12) |- «— |7 b - T~
(1) (1)@ |- «— |7t - T~
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-2

—6
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X(1) = 212

51.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 1 - :2

y(t) =

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.
c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).

d) Estudiar el crecimiento 'y decrecimiento por ramas para +>0.

Solucion

#1: ,
1-t t

a) Campo de variacién de t: R-{0,1}

b) Asintotas:

Verticales:
2 2
2-t 1 -t
#2: Tim ,
t-0 1 -t t
#3: [0, +o]
Asintota vertical (para t tendiendo a 0)
Horizontales:
2 2
2-t 1-t
#4: Tim ,
t-1 1 -t t
#5: [+, O]
Asintota horizontal (para t tendiendo a 1)
Oblicuas:
2 2
2.t 1-t
#6: Tim ,
tow 1-t t
#7: [—oo, —oo]
2 2
2.t 1 -t
#8: Tim ,
to—w 1 -t t
#9: [, o]
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2

1-t
t
#10:
2
2-t
1-t
2
(t -L-(t -1
#11:
3
2.t
2
(t-L-(t -D
#12: Tim
to0 3
2.t
1
#13: _
2
2 2
1-t 2.t
#14: —— - 0.5-
t 1 -t
2
t +t-1
#15:
t-(t - 1)
2
t +t -1
#16: T1im
t-n t-(t - 1)
#17: 1

Asintota oblicua: = 1/2x+1/, para t tendiendo a *

c) Puntos criticos.

2 2
d 2.t 1-t
#22: — ,
dt 1 -t t
2
2-t-(2 - t) t +1
#23: , —
2 2
(t - t
2-t-(2 - t)
SOLVE , t, Real
#24: 2
(t -1
#25: t=2vt=0
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#26:

#27:

#28:
#29:

#30:
#31:

Puntos criticos :m

Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
2

t +1
SOLVE] - , t, Real
2
t
2
SOLVE((t - 1) , t, Real)

2
SOLVE(t , t, Real)

false
t=1
t=20

c) Estudio del crecimiento por ramas para t>0.

t Pinicial—>Pfinal x(t) y() x’(1) |y () |y y(x)
0, D (0, ©) —(0,0 0T o 00 * S S B R
+ Decte.
a,2 (0,0 (-8-3/2) | 4 o |od-3/2 + - - w1
+ Decrte.
(2, ©) [ (-8,-3/2) »>(-%,-0) [ gl _o |_3/24 -0 - T2y te T2
- Crte.

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C.

125




Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

2

x(t) =
52.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: I + g
)= —°
v() t+1

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Calcular los puntos criticos (no es necesario clasificarlos).
d) Estudiar su crecimiento y decrecimiento por ramas.

Solucion

t t -3
#8: ,
t+ 4 t+1

a) Campo de variacién de t: RE[=Ap=d}

b) Asintotas:

2
t t -3
#9: Tim ,
too L t + 4 t+1
#10: [0, 1]
2
t t -3
#11: Tim ,
to—o L t + 4 t+1
#12: [0, 1]
Luego, Bl es asintota horizontal cuando t tiende a +w.
2
t t -3
#13: Tim ,
t-—4 L t + 4 t+1
7
#14: [ioo, —]
3
Luego, J=R/8 es asintota horizontal cuando t tiende a —4.
2
t t -3
#15: Tim ,
t-—-1 L t+ 4 t+1
1
#16: [—, ioo]
3

Luego, KEBJS es asintota vertical cuando t tiende a -1.
No hay asintotas oblicuas pues x e y no tienden simultaneamente a infinito.
c¢) Puntos criticos:
2
d t t -3
#17: — ,
dt t+4 t+1

t-(t + 8) 4
#18: 2 2
(t + 4) (t + 1)
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t-(t + 8)
- -0
#19: 2
(t + 4
t-(t + 8)
SOLVE = 0, t, Real
#20: 2
(t + 4
#21: t=-8vt=0
2
#22: (t+4) =0
2
#23: SOLVE((t + 4) = 0, t, Real)
#24: t = -4
4
no se anula para ningun valor de t.
2
(t +
2
#25: (t+1) =0
2
#26: SOLVE((t + 1) = 0, t, Real)
#27: t=-1
Por tanto, puntos criticosiEgynedaneisng .
d) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas.
t Pinicial=>Pfinal (1) |y’ () |y () y(x)
2= | (Coo,1) > (-16,11/7) + A 1T11/7
8) + Crte.
+
(-8, - (-16,11/7) > (- _ . | == |7/3d11/7
4) ®,7/3) B Dcrte.
(_‘11’ B (©0,7/3) > (1/3,x) - + o 00‘1’7/3
) — Dcrte.
1, 0 | /3, —0) >©0,-3) | - | + |Z=-| -3¥-w
+ Dcrte.
(0, ») (0,-3) —>(»,1) " s | for| 3T
+ Crte.
14
: 12
>
15 10 -5 5 10
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = cos t

53.-Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva:
y(t) = sen(3t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.

b) Comprobar si tiene simetrias.

c) Hallar sus puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y vertical, y puntos

singulares para te {O, g} .

Solucion
#28: [COS(t), SIN(3-t)]
a) Periodo: m.c.m.(2m, 2n/3) = A

b) Simetrias:

#29: [COS(-t), SIN(C3-(-t))]

#30: [COS(t), — SIN(3-1t)]
Curva .

c) Puntos criticos para t variando en [0, m/2]

d
#31: — [COS(t), SIN(3-t)]
dt
#32: [- SIN(t), 3-C0S(3-1t)]
#33: - SIN(t) = O
#34: SOLVE(- SIN(t) = 0, t, Real)
#35: t=-nmvt=nmvt=0

#36: 3.C0S(3:t) =0
#37: SOLVE(3-C0S(3-t) = 0, t, Real)
T w n
#38: t=- —Vt=z —vVvt=—
6 6 2

Puntos criticos en [0, n/2]: [DRAR/GCS L2 -

Puntos de tangencia horizontal: y'=0, x'#0
t = /6, n/2

o fol2) 2]
[

#40:

o [of ) 2]

#42:

Puntos de tangencia vertical: x'=0, y'#0

t=0

#43: [COS(0), SIN(3-0)]

#44: [1, o]

NoRay puntoshsingulares, pues x' e y' no se anulan simultaneamente.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = sen(3t)

54 - Dada la curva:
{y(t) = 1g(t)

a) Calcular su periodo, si lo tiene.
b) Comprobar si tiene simetrias.

c) Escribir la definicion de punto critico, punto de tangencia horizontal, vertical y

singular y hallar en [O, g} los puntos criticos, puntos de tangencia horizontal y

vertical, y puntos singulares de la curva dada.

Solucion:

a) El periodo de x(t) es 2rn/3 = 120° y el periodo de y(t) es ©1=180°, luego el periodo de la curva
[X().y(®)] es el m.c.m.{120°,180°}=360°=Px,

b) [x(-t),y(-t)]=[sen(-3t),tg(-t)]=[-sen(3t),-tg(t)]=[-x(t),-y(t)], luego [es simétrica respecto del
origen

©) : Los puntos criticos son aquellos donde las derivadas se
anulan o no existen. Calculamos
[X*(1),y’ (D)]= [3cos(3t), 1/cos2(t)]. En [0, ©/2]

4 ' -~ X’(t)= 3cos(3t)=0= 3t=n/2, 3n/2,... = [t=n/6, 3n/6=m/2.

X’ (t) existe para cualquier t

>+ | | y’(t)= 1/cos?(t)=0 para cualquier t
y’(t) no existe para [t= /2

-2 2 4

Punto de tangencia horizontal es aquél donde se verifica que:
ym=0_dy_y'®_,
X'(t)=0 dx x'(t)

Por lo tanto, la curva |no tiene puntos de tangencia horizontal.
Punto de tangencia vertical es aquél donde se verifica que:
't)=0 '
YO=0 _dy _y) |
X't)=0 dx x'(t)

Luego sélo hay un [punto de tangencia vertical en t=r/6 — [1,43/3]
Punto singular es aquél donde se verifica que:
{y'm:o:y: yit) _0

X()=0 dx x(t) 0 La curva no tiene puntos singulares|.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

2 2
55.- Dada la curva: ( < , Loy ]
1-+¢ t

a) Hallar el campo de variacion de t.
b) Hacer el estudio de asintotas.

c) Estudiar el crecimiento y decrecimiento por ramas para t>0.

Solucion:

a) El campo de variacion de la curva es el conjunto de nimeros reales donde estan definidas x e y,

es decir, C=DomxnDomy=R-{0,1}|

b) Las asintotas son rectas a las que se aproxima la curva cuando, o bien X, o bien y, o ambas, se
hacen infinitas. Por lo tanto, para hallarlas hemos de obtener los valores donde x e y se pueden
hacer o. En este caso, t=0,1,+ o0,-c0.

Hallamos el limite de [x(t), y(t)] en cada uno de estos valores

22 1-¢7 ] ) .

lim| == |= [0,00], luego la curva presenta en t=0 la asintota vertical [x=0.
2t 117 ] ) .

I|nl1 il [0,0], luego la curva presenta en t=1 la asintota horizontal y=0|
t—! —

|27 1t ] :
tI|m {ﬁ " }:[J_rooﬁ_roo], luego la curva puede presentar en t—+co una asintota oblicua

y=mx+n. Calculamos m y n para t—>+ow y t—>-o

1-t2 1-t2
: t N S G o | : t N AR S o i
m=lim — |=lim| ————— == ym=lim —=lim| ———|==
[ 2t t—o 2t 2 t——o0 2t t——o0 2t 2
1-t 1-t
1-t7) 1 o 2 +t-1
n=Ilim|y(t)—mx(t)|=lim ( —-= =lim| ———|=1
t—)oo[y() ()] I—)oo[ t 2(1_'[) I—)oo|: t2 —t :' y

C1-t) 122 | [t-1
n=lim —= =lim| ——|=1
oot 2(1-t) | = t*-t

luego la curva presenta la asintota oblicua y=1/2x+1 en t—oo.

c) Para estudiar el crecimiento por ramas en t>0, hemos de obtener previamente los puntos
criticos en t>0,
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

[x'(), y'(t)]{

X'(t)=0=1t=0,2

2t(2-t 2 x'(t) no existe en t=1
( ) t +1] ®) , luego son t=0,1,2

(=

y'(t) =0 vt
y'(t) no existe en t=0

t2

t Pinicial_)PfinaI X(t) Y(X) X'(t) y’(t) y'(x) Y(X)
(0!1) (Oy w) _)(wyo) T w\LO + - -_ O\L_w
01 oo —__
+ Decte.
@2 | 20> 8-32 | A alobsz | v - [ =i
+ Decrte.
(zsw) (_8!_3/2) _)(_w!_w) _8¢_w _3/2J,_w - - ::+ —0 T_3/2
- Crte.
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(ty = T14-1)
56.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: 1_21:’11 Se
YN =10
pide:
a) Simetrias.
b) Asintotas.
¢) Puntos criticos.
d) Puntos de tangencia vertical y horizontal.
e) Crecimiento y decrecimiento por ramas.
Solucion:
Dominio R
a) Simetrias

{x (—t)=—-x(t)
y (-t)=y(t) |

b) Asintotas
En los puntos que no son del dominio de t:

] L t1-t?)
mx(t) = lim =T ==
] Pl
iy = fimy 7 -3

Por tanto =1 es una asintota horizontal

¢) Puntos criticos

X'(t)=—%=0:>t=i (V5-2)
+
y=—2"  —0=t=0

(1+t2)

d) Puntos de tangencia horizontal y vertical
Puntos de tangencia vertical: son aquellos donde x’(t)=0 e y’(t)=0

Para t=— (\/5_2):[_\/1()\/5722’12\/3]

Para t= (\/5_2)3[\/1()\/257—22,1_\@}

2

Puntos de tangencia horizontal: son aquellos donde x’(t) #0 e y’(t)=0
Para t=0=(0,-1)
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
e) Estudio del crecimiento y decrecimiento por ramas

t t<— (\/5—2) - (\/5—2)<t<0 O<t< (\/5—2) (\/3—2)<t
© X>_\/10\/2§—22 _J10J2§—22<X<0 0<X<J10\/2§—22 J10J2§—22>X
y(t) 1>y>1_2\/g — 5>y>—1 —1<y<1_2\/g _ 5<y<1
X'(t) - + + -

y'(t) - - + +
y'(x)=y’(t)/x’(t) | Crece Decrece Crece Decrece

1

0.5

-0.5 0.5
-0.5
-1.5
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

57.- Dadas las ecuaciones paramétricas de una curva: {x(f) = sen(21)
y(t) = 1g(31)

a) Hallar el campo de variacion de t.

b) Calcular su periodo, si lo tiene.

c) Comprobar si tiene simetrias.

d) Estudiar la existencia de asintotas.

Solucion:

a) El campo de variacion de t es Dom x N Dom y=|R— {@ ke Z} porque:

Domx = R, pues sin(2t) es una funcién continua en R.

Domy= R- iE,is—n,iS—n,iE---}:R—{M,keZ}.
676 6 6 6

b) sin(2t) es periddica de periodo 2—;: 7,y tg (3t) es periddica de periodo g luego la curva

[sin (2t), tg (3t)] es periddica de periodo m.c.m. {n%} =T.

c) Estudio de simetrias:

X(-t)=sin (-2t) = -sin (2t)= -x(t).
y(-t)=tg (-3t) = -tg (3t) = -y(1).

Es decir,si t—>(xy) = -t—(-x,-y), luego la curva es [simétrica respecto del origen O

d) Se observa que -1< x< 1, por lo que x no puede hacerse infinita, en consecuencia la curva no
puede tener asintotas horizontales ni oblicuas.
Sin embargo, -0 <y <o, por lo que puede tener asintotas verticales para los valores de t en que

y se hace infinita, esto ocurre, si consideramos el intervalo [—gg} , para t= i%, y + T

2
|I'I’T]T(S€n(2t), tg(3t)) = (sen(zi—;} tg(sﬂﬁ = (i?,ioo) .

taig 6

lim (sen(20),tg(31)) = (sen(Z %j tg(S%D ~ (0,400)

Por lo tanto las rectas verticales x= £=—|y =0 son [asintotas verticaleg de la curva.
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica

58.- Las curvas paramétricas se utilizan abundantemente en el campo de
computacion grdfica. En concreto las curvas de Bézier (ingeniero de la casa
Renault) se usan para programas de graficos estandar como Corel Draw y
fuentes de escritura como TrueType. Para n=3, las curvas de Bézier se
definen de la siguiente manera:

Dados cuatro”puntos de control” Py (ao,bo), P1 (a1,bi), P2 (az,b2), Ps (as3,bs),
se define la curva de Bézier (x(t), y(t)) para O < t < 1, mediante las
expresiones

X(1) = ag (1 - 1)’ + 3apt (1 = 1)° + 30,12 (1 - 1) + 13
Y1) = by (1 1)+ 3yt (1= )7 + 30,12 (1 1) 4 byt
a) Hallar unas ecuaciones paramétricas de la curva de Bézier cuyos puntos de

control son Py (1,4), Py (3,12), P, (6,15), P; (7,4). .
b) Probar que su pendiente en t=0 es igual a la pendiente del segmento P,P

Se pide:

Solucion:

a) Las ecuaciones paramétricas de la curva de Bézier cuyos puntos de control son Py (1,4), P,
(3,12), P, (6,15), P53 (7,4) son:

X(t) =1(1-t)> +3-3t (1-t)? +3-6t% (1-t) + 73

y(t) = 4(1-1)° +3-12t(1-1)? +3-15t2 (1-t) + 43

10

b) Probar que su pendiente en t=0 es igual a la pendiente del segmento PyP;
La pendiente de la curva en t=0 es su derivada

(d_yj _(y'(t)} _[—27t2—30t+24] i
A g (X' g | -9t*-6t+6 ),

Por otro lado la pendiente del segmento PyP; es m=

yl—yo _12—4_§_4
Xx—X 3-1 2
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Representacion grafica de curvas en forma paramétrica

x(t) = 3cost
y(t)=2sen (2t) °
a) Campo de variacion de 7.

b) Periodicidad.

c) Puntos criticos y estudio de puntos de tangencia horizontal, vertical y

59.- Dada la curva { se pide:

singulares en [0, =].

Solucion:

a) Campo de variacion de t = II por ser Dom(cost)=R y Dom(sin(2t))=R.

X(t) = 3cost tiene periodo 27w

b) Periodicidad = 27, pues = m.c.m {2n,n}=

y(t)=2sen (2t) tiene periodo %nzn

c) Puntos criticos en [0, «r]. Son aquellos valores de t donde x’(t) o y’(t) se anulan o no existen:
X't)=0=sent=0=t=0,n
X'(t) = —-3sent = ® .
x'(t) existe Vt

ey _ _m3n_ .
V() = dcos(2t) = y(t)—0:>cos(2t)—0:>2t—2, 5 =>t=

y'(t) existe Vt
3
4

't)=0

En , y©= :ﬂ—mo,:esun (P1(3,0)
X'(t)y=0  dx

En \ y(t)zozﬂzo,:esun
X'(t)=0 dx

En , y(t)=0:>ﬂ=0’:>esun
X'(t)=0  dx
't)=0

En : y= :ﬂ—mo,:esun (P4(-3,0))
x't)=0  dx

Luego los puntos criticos son t =0, , T

S
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Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Estudiar y representar la curva
1

X i¢ -3

0.3

0.1

2. Estudiar y representar la curva
1.2

t? -1
1.3

t? -3

X =

y:

Unidad Docente de Matematicas de la E.T.S.I.T.G.C. 137



Representacion gréafica de curvas en forma paramétrica
x = sen(t)
y = cos(t)

¥

3. Estudiar y representar la curva {

-3

4. Estudiar y representar la curva (folium de Descartes)

_ 3at

14t
3at?
1+1t°

siendo a una constante a € R
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