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Seguramente que todos temos claro que un nimero natural é primo cando s6 ten dous divisores naturais distintos:
0 propio nimero ¢ a unidade. Un nimero natural & composto cando posue mais divisores ca os dous que acabamos
de citar. Un nimero composto queda factorizado cando se expresa como multiplicacion de nimeros primos. A
seguir damos uns poucos exemplos de factorizacions realizadas con Wiris (podes investigar e practicar con Wiris

utilizando o enlace que atoparas na nosa paxina web).
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[ EXEMPLOS DE FACTORIZACIONS CON FACTORES PRIMOS DIFERENTES :

| factorizar(26) =» 2-13

| factorizar(93) =» 3-31

| factorizar(138) =» 2-3-23

| factorizar(254) =» 2-127

| factorizar(714) =» 2-3-7-17

| factorizar(715) =» 5-11-13

|factorizar(21223) = 19-1117

|factorizar(412947823590721656238057) = 7-53-137-10657 - 16138909 -47238007
[
| EXEMPLOS DE FACTORIZACIONS CON FACTORES PRIMOS REPETIDOS :
| factorizar(24) => 233

| factorizar(68) => 22-17

| factorizar(135) = 33-5

| factorizar(15876) =» 22.3%.72

| factorizar(8074591301893259237689027682407403892) =» 22-37-293-719-2687 120647 -3284258589512441103319

Desta volta imos falar dunhas parellas de nlimeros naturais que tefien que ver con diias das mais populares estrelas
das grandes ligas profesionais do beisbol en Estados Unidos: George Herman Ruth, Babe Ruth, (Baltimore, 6 de
febreiro de 1895 — Nova York, 16 de agosto de 1948) e Henry Louis Aaron, Hank Aaron, (Mobila, Alabama, 5 de

febreiro de 1934).
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Hank Aaron

O ano 1935 ¢ recordado polos afeccionados ao beisbol coma o ano da retirada de Babe Ruth do béisbol profesional.
Pero este ano recordase sobre todo porque Ruth estableceu a marca historica de home runs conseguidos por un
xogador: 714. (;Que é un home run?).
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Ese récord foi superado por Hank Aaron, que chegou a establecelo en 755 home runs. O 8 de abril de 1974, Aaron
bateu a marca de Ruth anotando o seu 715 home run.

Ocorreu que un matematico chamado Carl Pomerance, que traballaba na cidade de Atlanta, fixouse nos nlimeros
de home runs dos que tanto se estaban a falar polo récord de Hank Aaron. Déuselle por facer as factorizacions de
714 ¢ 715:

714=2x3x7x17 715=5x11x13

Observou duas cuestions: os factores que intervifian nas dias descomposicions, 2, 3, 5, 7, 11, 13 e 17, son os sete
primeiros numeros primos e, ademais, a suma dos factores primos de 714 coincide coa suma dos factores primos
de 715 2+3+7+17=5+11+13=29).

(Existen mais parellas de nlimeros naturais consecutivos con esta mesma propiedade? A resposta ¢ afirmativa, e por
este motivo estableceuse a seguinte definicion: Chamase parella numérica Ruth-Aaron a un par de ndmeros
naturais consecutivos para os que se cumpre que a suma dos factores primos dun deles coincide coa suma dos
factores primos do outro.

O par (5, 6) é a parella Ruth-Aaron que estd formada polos naturais cos valores mais
baixos (5=5, 6=2x3, 2+3=5). Existen 26 parellas Ruth-Aaron formadas por numeros
naturais con valor menor que 20 000 e 149 parellas formadas por naturais menores que
1 000 000. Carl Pomerance conxecturou que existen infinitas parellas numéricas Ruth-
Aaron. Paul Erdés demostrou que, efectivamente, esa afirmacion é verdadeira.

Existen parellas numéricas Ruth-Aaron que estan formadas por niimeros naturais que se
factorizan con niimeros primos diferentes e outras nas que as descomposicions contefien
factores primos repetidos. Por exemplo, fixémonos nas parellas (77, 78) e (8, 9):
77="7x11 78=2%x3x13 (7+11 =2+43+13) 8=2x2x2 9=3x3 (2+2+2 = 3+3)
Imos chamar valor Ruth-Aaron dun nimero natural n —simbolizarémolo VRA(n)— ao
valor que se obtén ao facer a suma de todos os seus factores primos. Por exemplo, VRA(21) = 10 (21 = 3x7 ¢
3+7=10) ou VRA(54) = 11 (54 = 2x3x3x3 e 2+3+3+3 =11).

Existen nimeros naturais consecutivos, n € n+1I, que tefien valores Ruth-Aaron consecutivos de xeito ascendente; é
dicir: VRA(n+1) = VRA(n) + 1. Por exemplo, para os numeros 20 e 21 ocorre que VRA(20) =2+2+5 =9 ¢
VRA(21) = 3+7 = 10.

Noutros casos ocorre que VRA(n+1) = VRA(n) — 1; isto é, n ¢ n+1 tefien valores Ruth-Aaron consecutivos de xeito

descendente. Por exemplo, para os numeros 63 e 64 ocorre que VRA(63) =3+3+7=13 e VRA(64)=
=2+2+2+2+42+2 = 12.

o
o
=
w
@
>
=
w
0
o
1 =%
w
=5
©
o

Para que investigues:

1.- Busca a parella Ruth-Aaron que esta formada polos naturais cos valores mais altos, que sexan menores que
20 000.

2.- Dadas as seguintes parellas de nimeros naturais consecutivos, mostra cales son parellas Ruth-Aaron e cales
non o son: (125, 126), (434, 435), (948, 949), (1239, 1240), (1520, 1521), (1862, 1863).

3.- No intervalo 1325 — 1335 atdpase unha parella numérica Ruth-Aaron; encontraa. Mostra que realmente se
trata dunha parella Ruth-Aaron.

4.- Busca (e xustifica a tGia afirmacion) dous nimeros consecutivos que tefian valores Ruth-Aaron consecutivos
ascendentes e outros dous nimeros consecutivos que tefian valores Ruth-Aaron consecutivos descendentes.

Fontes: _
http://es.wikipedia.org/wiki/Par_de Ruth-Aaron 5:{
http://mathworld.wolfram.com/Ruth-AaronPair.html % &
http://www.trottermath.net/numthry/rutharon.html Ed
http://www historiasdelaciencia.com/?p=317 = i
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PROBLEMAS DELICOS

- A data de inicio da época de apoxeo das matematicas gregas pode

, fixarse polo século VI a.C. Nesta época destacan dous grandes

ORegM € C@dh/ljﬁ/;g') nomes, Tales de Mileto e Pitdgoras de Samos, e prodicese o

acufiamento do propio termo matematica. Os matematicos gregos

centraron fundamentalmente o seu traballo en dous campos: a

aritmética ¢ a xeometria. O obxectivo deste escrito ten que ver con
algunhas cuestions relacionadas coa xeometria.

Dous foron, fundamentalmente, os instrumentos de traballo dos

xeoOmetras gregos: a regra ¢ o compds. O que os antigos gregos
cofiecian como regra e compas era algo diferentes do que nds manexamos hoxe. Para eles unha regra era
un liston de madeira sen nimeros; € o compas un instrumento destinado a trazar arcos e circunferencias.

Polo século V a.C. un grupo de matemadticos gregos centraron os seus esforzos na resolucion de
problemas xeométricos utilizando unicamente regra e compas. Tres deses problemas, cofiecidos hoxe en
dia baixo o titulo de Os tres Problemas Cldsicos, foron os seguintes: A triseccion dun dangulo calquera, a
cuadratura dun circulo ¢ a duplicacion dun cubo.

Existe unha curiosa lenda relacionada co ultimo destes problemas: Arredor do ano 430 a.C. na rexion
Atica (lugar da Grecia Central con capital en Atenas) produciuse unha terrible epidemia de peste. As
autoridades non sabian como arranxar o problema e decidiron enviar representantes 4 illa de Delos para
que consultaran o oraculo de Apolo no seu templo. O ordculo deu como resposta que, para deter a peste,
se debia duplicar o altar do templo que tifia forma cubica. Iniciouse rapidamente a construcion dun novo
altar ctibico de aresta o dobre da do altar orixinal... jjpero a peste non rematou!! (;por que?).

Tendo en conta a lenda anterior, aos tres problemas clasicos tamén se lles chama problemas délicos.

Todos fixemos —normalmente na materia de plastica— construcions xeométricas utilizando regra e
compas: o trazado da mediatriz dun segmento, da bisectriz dun angulo, a construcion dun hexagono
regular... Mostramos a seguir un par de exemplos do que queremos dicir.

Comecemos resolvendo o seguinte exercicio: Dada unha recta, r, e un punto exterior a ela, P, debuxemos
unha recta paralela a r que pase por P. Nos catro pasos que mostramos na Fig. 1, dase solucion a esta
proposta: No apartado A) debuxouse o enunciado. Pasemos ao apartado B): Collemos un compas e,
facendo centro en P, trazamos un arco para determinar o punto I sobre r; logo —sen cambiar a apertura do
compas— facemos centro en 1 para determinar o punto 2 trazando o arco que pasa por P. Agora vexamos
o apartado C): Abrimos o compas dende 2 ata P. Con esa medida, facendo centro en I, trazamos o punto
P’. A solucion buscada obtense trazando a recta PP’, tal como se mostra no apartado D).

A) P B) P C) P D) [ P
P’ P’
r r \2 r \2 r \ \2
1 ! 1 | 1 |
Fig. 1
Tratemos de buscar resposta a unha segunda proposta: Dada unha recta, r, e un punto sobre ela, P,
tracese unha perpendicular a r que pase por P. Na Fig. 2 ilustrase a resposta, ;s quen de interpretala?
A) B) C) D)
Xp’ p'

o S W A W p

1 2 : 1 2 1 2
Fig. 2
Polo tanto, hai problemas que se poden abordar utilizando exclusivamente regra e compas, pero existen
outros que son imposibles de resolver cando se dispon unicamente deses recursos. Os problemas délicos
enmarcanse nesa segunda categoria: son imposibles de resolver utilizando so regra e compas.
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Para que ti practiques con regra e compas, propofiémosche que intentes solucionar as seguintes cuestions:

INVESTIGA. D4 resposta as seguintes cuestions, redactando o proceso seguido paso a paso.

1.- Divide un segmento de 10 cm en 7 partes iguais. 2.- Debuxa un pentagono regular.

Volvendo aos tres problemas clésicos. Trisecar un dangulo consiste en dividilo en tres partes iguais. En
xeral, a triseccion dun angulo non € posible, pero este ¢ o unico, entre os tres problemas que nos ocupan,
que permite algunha excepcion. Por exemplo, velaqui como se pode trisecar o angulo de 90°:

Supofiamos un angulo de 90°

con vértice en A, coma o do A) B) C C) C D) C
apartado A) do grafico. No

apartado B), facemos centro S

en A e trazamos un arco para Al 5 Al 5 Al 5

. Al
determinar os puntos B ¢ C.

No apartado C) facemos centros en B e C, respectivamente, para conseguir os puntos R ¢ S. O debuxo do
apartado D) mostra a resposta que queriamos conseguir.

Para dar solucion ao problema da triseccion dun angulo —sen utilizar regra e compas— os gregos botaron
man dunha curva construida por Hipias de Ellis, a trisectriz de Hipias. Esta curva tamén se denomina
cuadratriz de Hipias porque permite facer a cuadratura dun circulo. A primeira demostracion sobre a
imposibilidade de poder levar a cabo a triseccion dun angulo calquera foi publicada en 1837 polo
matematico francés Pierre Laurent Wantzel (Paris, 5 de xufio de 1814 — 21 de maio de 1848).

O problema da duplicacion dun cubo consiste en construir, a partir dun cubo dado de aresta a e volume
a3, outro cubo co dobre do volume, 2a°.

Se un cubo de volume b’ fose construido duplicando outro de volume a’, cumpririase b® = 2a’. Polo tanto

—=3/2. Como 2 non se pode construir utilizando unicamente regra e compas, tampouco ¢é posible a
a

duplicacién dun cubo utilizando ese método. A imposibilidade de facer a duplicacion dun cubo foi
demostrada tamén por Wantzel.

E facil construir con regra
¢ € compés un cadrado do
A) B) C) D) que se cofiece o lado (ba§ta
recordar que na paxina
anterior, Fig. 1 ¢ Fig. 2,
vimos como trazar unha

A B A B A B A g Paralela a unha recta dada

por un punto exterior a ela
e unha perpendicular por un punto contido nela). Asi, pois, na anterior secuencia ilustrase en catro pasos
como se pode construin un cadrado de lado AB dado. No nimero 35 de Mathesis vimos como facer a
cuadratura dun poligono convexo.

=)
|w)

Cando se fala da cuadratura do circulo, partese dun circulo de area dada e
preténdese construir un cadrado da mesma area que a do circulo. A razén pola que
non se pode resolver este problema utilizando regra e compas é porque teria que
cumprise que « * > = [? (sendo r o raio do circulo e / o0 lado do cadrado), que seria

. : I , ,
equivalente a que se verificase —=+/7 pero @ € un niimero transcendente —como
r

demostrou Ferdinand Lindemann en 1882—, logo non se pode construir con regra
€ compas.

Sonia Vazquez Vazquez

Cuarto ESO-A
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